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Exercice 1– Machines linéairement bornées

Unemachine linéairement bornéeest une machine de Turing dont l’espace de travail est limité à
droite par l’extrémité du mot d’entrée.

1. Montrer que le problème suivant est décidable :

Donnée : Un automate linéairement bornéM , un motw.

Question : Est-ce queM s’arrête surw ?

2. Montrer que le problème suivant est indécidable :

Donnée : Un automate linéairement bornéM .

Question : Est-ce queL(M) = ∅?

Exercice 2– Enumérabilité vs. recherche existentielle non bornée

Une relation binaireR surΣ∗ est dite récursive si l’ensemble{x#y | R(x, y)} est récursif (où#
est un nouveau symbole).

Montrer queL ⊆ Σ∗ est récursivement énumérable si et seulement si il existe une relation binaire
R récursive telle queL = {x ∈ Σ∗ | ∃y.R(x, y)}.

Exercice 3– Hiérarchie arithmétique

Définition : Unemachine de Turing à oracleB ⊆ Σ∗ est une machine de Turing disposant d’un
ruban distingué et de trois états spéciauxq?, qy, qn. Si la machine entre dans l’étatq? alors que
le mot w est écrit sur le ruban distingué, elle effectue une transition vers l’étatqy si w ∈ B et
vers l’étatqn sinon. Cette machine peut donc, en un temps fini, obtenir la réponse à la question de
l’appartenance au langageB.

On dit qu’un problèmeA estrécursivement énumérable dansB s’il existe une machine de Turing
M avec oracleB qui l’accepte. De plus, siM s’arrête sur toutes ses entrées, on dit queA est
récursif dansB.

On peut alors définir les ensemble suivants :

Σ1 = {ensembles r.e.}
∆1 = {ensembles récursifs}
Π1 = {ensembles co-r.e.}

Σn+1 = {ensembles r.e. dans un certainB ∈ Σn}
∆n+1 = {ensembles récursifs dans un certainB ∈ Σn}
Πn+1 = {complémentaires des ensembles appartenant àΣn+1}.



1. Montrer que, pour toutn ≥ 1, on a∆n = Σn ∩ Πn.

2. Montrer que :
– A ∈ Σn ssi il existeR récursive telle queA = {x | ∃y1∀y2∃y3 . . . Qyn.R(x, y1, . . . , yn)},

oùQ = ∃ si n est impair,∀ si n est pair ;
– A ∈ Πn ssi il existeR récursive telle queA = {x | ∀y1∃y2∀y3 . . . Qyn.R(x, y1, . . . , yn)},

oùQ = ∀ si n est impair,∃ si n est pair.

3. Placer dans la hiérarchie les langages suivants :
– LU , LU , Larret, Larret ;
– Lvide = {<M> | L(M) = ∅} ;
– Ltotal = {<M> | L(M) = Σ∗} ;
– Lfini = {<M> | L(M) est fini} ;
– Lcofini = {<M> | L(M) est fini}.

Exercice 4– Problème de la convergence d’une suite d’éléments deZ

Définition : On dit qu’une suite estdéfinie récursivementsi pour tout entiern ∈ N
∗, on peut

calculer sonnème terme de façon effective (c’est-à-dire : avec une machine de Turing).

On appelleproblème de la convergence d’une suite d’éléments deZ le problème suivant :

Donnée : une suite d’éléments deZ définie récursivement

Question : cette suite est-elle convergente ?

Montrer que ce problème est indécidable.

Exercice 5– Problème du zéro dans les matrices3 × 3

On appelleproblème du zéro dans les matrices3 × 3 le problème suivant :

Donnée : une suiteM1, . . . , Mn de matrices3 × 3 à coefficients dansZ

Question : existe-t-il un produit finiM = Mi1 · Mi2 · · ·Mir tel que l’élément(3, 2) deM soit
nul ?

Supposons l’alphabetΣ numéroté de1 à n, et notonsb la fonction associant à un motu ∈ Σ∗ sa
valeur en le considérant comme un codage en basen + 1 (en n’utilisant pas0). Notons également
ℓ la fonction qui associe àu ∈ Σ∗ l’entier (n + 1)|u| où |u| dénote la longueur deu.

En considérant l’applicationϕ deΣ∗ × Σ∗ dans l’ensemble des matrices3 × 3 suivante, montrer
que le problème du zéro dans les matrices3 × 3 est indécidable.

ϕ(u, v) =





ℓ(u) ℓ(v) − ℓ(u) 0
0 ℓ(v) 0

b(u) b(v) − b(u) 1






