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Chapitre 1

Recherche de chaines de
caracteéeres

Ouvrages recommandés : [Crochemore et Rytter| [Beauquier et al, chapitre
10]

1.1 Un algorithme naif

Dans ce chapitre, nous nous intéressons au probléme de la recherche d’un
motif, noté P, dans un texte noté 7. L’algorithme peut renvoyer soit la premiére
occurrence du motif s’il en existe une, soit la liste des occurrences du motif.

Le texte est vu comme un tableau de caractéres de dimension n et le motif
comme un tableau de caractéres de dimension m < n. Soit un tableau X, X[¢,j]
(pour i < j) désigne le sous-tableau débutant a lindice i et se terminant a
Iindice j. Avec cette notation, on recherche les indices i tels que i +m —1<n
et T[i,i + m — 1] = P. On dira aussi que la chaine P apparait avec un décalage
i— 1 dans T.

L’alphabet est noté X et les chaines sont vues (alternativement) comme des
éléments de ¥*. La longueur d’une chaine z est notée |z|. On note ¢ la chaine
vide. La concaténation de deux chaines = et y est notée xy. On dit que w est
un préfive de z s’il existe y tel que x = wy ce qu’'on note w C z. On dit que w
est un suffize de x s’il existe y tel que £ = yw ce qu’on note w 3 z. Ces deux
relations sont transitives et on a le lemme suivant dont la preuve est laissée au
lecteur.

Lemme 1 Soient x,y,z € ¥*, alors :
- SizxCz yCzet|z] <yl (resp. |z| = |y|) alors x Ty (resp. x =y).
- Sixdz,y3dzet|z] <yl (resp. |x| = |y|) alors x Ty (resp. x =y).

L’algorithme naif consiste a tester tous les indices en vérifiant la condition
énoncée plus haut. Puisqu’on a affaire a deux boucles imbriquées, ’algorithme
a une complexité en O((n —m + 1)m) et méme en O((n — m + 1)m). La borne
inférieure de complexité s’obtient avec T'= a™ et P = a™.



Algorithme 1: Un algorithme naif de recherche de motif

RechercheNaive(T,P) : une liste
Input : T, P, un texte de n caractéres et un motif de m < n caractéres

Output : L la liste des décalages d’occurrences de P dans T
Data : 4,5 des indices

L <+ NULL
for i from 0 to n — m do
j+<1
while j > 1 and j <mdo
if T[i + j] = P[j] then
| j«<Jj+1
else
| 70
end
end
if j =m + 1 then AjoutListe (L,i)
end
return L

1.2 Un algorithme a l’aide d’automates finis

1.2.1 L’automate de recherche de motif

Le probléme de I'algorithme [1| est ’absence de mémoire des tests précédents
effectués lors des comparaisons du motif avec les décalages du texte. L’algo-
rithme que nous étudions maintenant n’examine un caractére du texte qu’une
unique fois. ceci est possible grace & un pré-traitement du motif (indépendam-
ment du texte a lire). La premiére approche repose sur les automates finis.

Définition 1 Un automate fini (déterministe complet) sur l’alphabet ¥, A =
(Q,q0,F.,0) est défini par :
- @ un ensemble finis d’états, qo € Q état initial et F C Q le sous-ensemble
des états terminaux.
-0:Q xX— Q, la fonction de transition.

La fonction de transition s’étend aux mots par les équations :
Vg € Q Va € ¥ Vx € ¥ 6(q,e) = g AN d(q,az) = 6(0(g,a),x))

Un mot x est accepté par A si 6(qp,z) € F.

L’automate associé au motif P que nous voulons construire a pour états les
entiers 0,1,...,m avec la signification suivante : 'automate est dans ’état k si
aprés avoir lu une partie du texte T'[1,7] la chaine T[j — k+1,5] est le plus grand
suffixe de T'[1,j] qui est aussi un préfixe de P (T'[j + 1,j] représente la chaine
vide). Ainsi I’é¢tat 0 est 'état initial et 1’état m est 'unique état terminal. Un
indice 7 d’occurrence du motif dans le texte correspond & un indice i+m—1 pour
lequel 'automate est dans I’état m. Il reste & construire ’automate (& supposer
qu’il existe).



Soit  une chaine, notons o(z) = max(k € {0,1,...,m} | P[1,k] O z). Notre
objectif est de montrer que o(za) ne dépend que de o(x) et de a.

Proposition 1 Soit x € £*, k = o(x) et a € X. Alors o(za) = o(P[1,k]a).

Preuve

P[1,k]a est un suffixe de xa ce qui implique par transivité que tout suffixe de
P[1,k]a est un suffixe de za. D’ot o(za) > o(P][1,k]a).

Notons k' = o(za). Si k' = 0 alors o(za) < o(P[1,k]a)

Si k' > 0 alors P[k'] = a et P[1,k' — 1] est un suffixe de z. Par définition de
o, k¥ —1 < k. Par conséquent, P[1,k' — 1] et P[1,k] sont deux suffixes de z,
P[1,k] étant le plus grand. Le lemme [1| implique P[1,k' — 1] 3 P[1,k]. D’ou
P[LK'] = P[1,k' — 1]a 3 P[1,k]a, ce qui implique k' < o(P[1,k]a). Ce cas est
illustré par la figure

L’égalité est donc établie.

c.q.f.d. OO0

car k'-1 < k

FI1GURE 1.1: Illustration de la preuve de la proposition [I]

La proposition précédente nous donne aussi le moyen de calculer de 'au-
tomate qui est décrit par l'algorithme [2] Cet algorithme a une complexité en
O(m3|%]). Il y a en effet trois boucles imbriquées, deux en O(m) et une en
O(|X]). De plus, le test de la boucle la plus interne se fait en O(m). Une fois
la construction de l'automate effectuée, la recherche de motif se fait en O(n)
en appliquant 'automate sur le texte et en ajoutant les indices d’occurrences a
chaque fois que I’état terminal est rencontré.

L’automate présenté a la figure illustre cette construction avec le motif
ababaca. Nous avons fusionné les transitions qui avaient méme origine et desti-

nation dans un souci de lisibilité. Par exemple la transition 5 LAY} correspond

au fait que abab est le plus grand préfixe du motif qui est aussi un suffixe de
ababab.



Algorithme 2: Un algorithme naif de calcul de fonction de transition

CalculTransition(P,X) : une fonction de transition
Input : P,X, un motif de m caractéres sur ’alphabet 3

Output : ¢ la fonction de transition de I’automate de recherche
Data : i,j des indices, a une lettre

for i from 0 to m do

for a € ¥ do
j+ min(m+ 1,44+ 2) // car décrémenté immédiatement
repeat
| JeJ—1
until P[1,5] 3 P[l,ia
6(isa) < j
end
end
return §

FIGURE 1.2: L’automate associé au motif ababaca

1.2.2 Une construction efficace de ’automate de recherche

Dans ce paragraphe, nous améliorons la construction de 'automate de re-
cherche en nous appuyant sur une fonction intermédiaire 7 : {1,...,m} —
{0,...,m — 1} définie par w(k) = max(k’ < k | P[1,k'] O PI[1,k]). Nous établis-
sons une propriété reliant la fonction de transition § & la fonction 7.

Proposition 2 Soient a € ¥ et k € {0,...m}, alors :



1. Sik<mAPlk+1 =a alors §(ka) =k +1
2. 8i(0<k<mAPlk+1]#a)Vk=malorsk,a)=0d(n(k),a)
3. Sik=0AP[k+1] #a alors 6(k,a) =k

Preuve

Appelons k¥’ = §(k,a) = o(P[1,k]a). Durant la preuve de la proposition [1} nous
avons établi k' < k+ 1.

Cas n°l. Il découle immédiatement du fait que P[1,k]a = P[1,k + 1].

Cas n°2. Puisque P[1,7(k)] O P[1,k], on déduit que P[l,7(k)]a 2 P[1,k]a et que
o(P[Lr(k)a) < o(P[1H]a).

Si 0 < k < m, puisque a # P[k + 1], P[1,k’] est un suffixe propre de P[1,k]a. Si
k = m alors P[1,k’] est un suffixe propre de P[1,k]a puisque k¥’ < k.

Si k' = 0 alors 0 < o(P[l,7(k)]a) < o(P[1,k]a) = 0 ce qui permet de conclure.
Sinon P[1,k" — 1] est un suffixe propre de P[1,k] donc un suffixe de P[1,7(k)]
d’apreés la définition de 7. Par conséquent, P[1,k’] est un suffixe de P[l,7(k)]a
ce qui entraine k' < o(P[1l,7(k)]a) et par suite k¥’ = o(P[1,7(k)]a). Ce cas est
illustré par la figure [1.3

Cas n°3. On sait que k' est soit 0 soit 1. Puisque a # P[1], on conclut que k' = 0.

c.q.f.d. QOO

1 (k) car k'-1 < m(k)

FIGURE 1.3: Illustration de la preuve de la proposition [2]

L’algorithme [3[ est la transcription de la proposition La complexité de
l’algorithme est dominée par les deux boucles imbriquées, soit une complexité
en O(m|X)).

11 reste a calculer la fonction 7. On définit inductivement ’ensemble 7*(4)
par 7(0) = {0} et Vi > 0 7*(i) = {i} Un*(n(4)).

Proposition 3
Vi (i) = {j | PL] 3 PL]}

Preuve
Démontrons-le par récurrence. Le cas i = 0 est évident. Soit ¢ > 0, toute chaine
est un suffixe d’elle-méme. Par hypothése de récurrence, tout élément de 7* (7 (7))



Algorithme 3: Un algorithme efficace de calcul de fonction de transition

CalculTransition(P,X,7) : une fonction de transition
Input : P, un motif de m caractéres sur I'alphabet X
Input : 7, la fonction © du motif

Output : I la fonction de transition de 'automate de recherche
Data : i un indice, a une lettre

for a € ¥ do
| if a = P[1] then §(0,a) + lelse §(0,a) + 0
end
for i from 1 to m do
for a € ¥ do
| if i <mAa=Pli+1] then 6(i,a) < i+ lelse 6(i,a) < §(m(i),a)
end
end
return §

est « l'indice » d’un suffixe de P[1,7(¢)], donc par transitivité d’un suffixe de
P[1,i]. Par conséquent, 7*(i) C {j | P[1,5] O P[1,i]}. Soit maintenant P[1,j] un
préfixe de P[1,i]. Si j =4 alors j € 7*(4). Sinon PJ[1,j] est un préfixe propre de
P[1,i]. Puisque P[1,7(4)] est le plus grand préfixe propre de ce type, le lemme
implique que P[1,5] est un préfixe de P[1,7(4)], donc par hypothése de récurrence
j € m*(w(i)) C 7*(4). Ce qui conclut la démonstration.

c.q.f.d. QOO

La proposition suivante est la base du calcul de 7 car 7(i) y est défini en
fonction des valeurs précédentes de 7.

Proposition 4 Soit0<i<m et E;={j|jen*(w(i—1))AP[j+1] = P[i]}.
Alors :
Si E; =0 Alors w(i) = 0 Sinon 7(i) = 1 + max(E;)

Preuve

Si w(i) > 0 (i.e. P[1,w(:)] # €) alors P[1,7m(i) — 1] est un suffixe de P[1,i — 1]
et P[m(i)] = PJi]. Donc la proposition |3| implique que (i) — 1 € E; et 7(i) <
1+ max(E;). Par contraposée, si E; = () alors 7(i) = 0.

Si j € E; alors en vertu de la définition de E; et de la proposition |3} P[1,5 + 1]
est un suffixe propre de P[1,i]. Donc (i) > 1 + max(E;).

c.q.f.d. QOO

L’algorithme [4] de calcul de 7 s’en déduit facilement. Au début de la boucle
externe j est égal a la valeur de w(i—1). La boucle interne parcourt 7*(m(i — 1))
par valeurs décroissantes en essayant de trouver ’élément maximal de F;. S’il
est trouvé, j est incrémenté (sinon E; = () et j = 0) suivant la proposition
Puis j est affecté a m(i).

Analysons la complexité de cet algorithme en nombre d’instructions effec-
tuées. A cette fin nous introduisons, la fonction de potentiel 2j. Calculons la



complexité amortie d'un tour de la boucle while effectué : deux instructions
sont exécutées et le potentiel décroit d’au moins 2 puisque 7(j) < j. Autrement
dit, un tour de cette boucle a une complexité au plus égale & 0. En ajoutant
le dernier test, on obtient une complexité amortie d’au plus 1. La complexité
amortie du if est d’au plus 4 (2 instructions plus 'incrémentation de j). En
ajoutant la derniére instruction, on obtient une complexité amortie d’au plus 6
soit en O(1). Puisque le potentiel est nul a 'entrée de boucle for et positif a la
sortie donc supérieur ou égal & sa valeur & l’entrée, la complexité de ce calcul
est en O(m).

Pour résumer la complexité du pré-traitement est dominée par le calcul de
Pautomate soit O(m|%|).

Algorithme 4: Un algorithme de calcul de la fonction 7

CalculPi(P,X) : une fonction
Input : P, un motif de m caractéres sur 'alphabet 3

Output : 7, la fonction 7 du motif
Data : i,j deux indices

m(1) «0;5+0

for ¢ from 2 to m do
while j > 0 A P[j 4+ 1] # PJ[i] do j «+ = (§)
if P[j+ 1] = P[i] then j «+ j+1
m(i) ¢ j

end

return 7

1.3 L’algorithme de Morris-Pratt

Lorsque 'alphabet 3 est de taille importante, par exemple avec des alphabets
enrichis par des styles et stockés sur deux octets (conduisant & une taille =
216)le temps de pré-traitement peut devenir prohibitif. Or ce temps semble
incompressible puisqu’il faut construire un automate déterministe complet & m
états sur I’alphabet 3.

L’idée sous-jacente de 'algorithme de Morris-Pratt est de substituer au mo-
déle des automates finis, un modéle plus concis que nous appellerons ici au-
tomate étendu. Les transitions d’un automate étendu différent de celles d’'un
automate fini sur deux points :

— Les transitions sont étiquetées par des formules booléennes dont les propo-
sitions atomiques sont les lettres de I'alphabet. Etant donnée une formule
©, on notera [¢] le sous-ensemble des lettres qui satisfont ¢ ot la satisfac-
tion est obtenue par induction a partir de a = a et a = b pour a #b € X.
On note F(X) 'ensemble de ces formules.

— On associe a une transition un déplacement dans le mot lu : soit — pour
passer a la lettre suivante, soit T pour rester sur la lettre courante. On
note D = {— , 1} 'ensemble des déplacements.



Définition 2 Un automate étendu sur Ualphabet ¥, A = (Q,q0,F,0) est défini
par :
- @ un ensemble finis d’états, gy € Q ’état initial et F C Q le sous-ensemble
des états terminauc.
-0 C Qx F(X) xDxQ, la relation de transition. Soit une transition

.d
(¢,0,d,q"), on la note q R4l q
— Soit un circuit de transitions qo S01—’T> qiy - Q1 *"mT; dn = qo. Alors

Nizilpil = 0.

Le troisiéme point garantit qu’il ne peut y avoir de calcul infini. Un automate
étendu est dit déterministe complet si étant données @1, ... ,pi les formules éti-
quetant les transitions sortantes d’un état quelconque, [p1],...,[pr] constituent
une partition de X.

Nous définissons la fonction de transition dans le cas d’automate étendu
déterministe complet que nous notons aussi & par abus de langage. Soit ¢ un
état de automate et w un mot de X*, alors :

— Si w = ¢ alors §(q,w) = q.

- Siw = aw et sigq N q avec a = ¢ (il existe toujours une unique

transition de ce type) alors 6(q,w) = 0(¢’,w”) ou w” = w' si d =— et
w' =wsid=1.

En raison de la contrainte introduite sur les automates étendus, cette défi-
nition est valide. Un mot w est accepté par A si 6(qo,w) € F.

La proposition [2| nous fournit tous les éléments pour construire un automate
étendu dont les mots acceptés sont exactement ceux de I'automate des motifs.
L’ensemble des états est {0,1,...,m} avec go = 0 et F' = {m}. Les transitions
sont, définies ainsi :

Plk+1],
1. Pour tout £ < m, on a une transition k & k+ 1.

—P[k+1],1
—_—T7

(F).

2. Pour tout 0 < k < m, on a une transition k

el true,
3. On a une transition m 20, w(m).

4. On a une transition 0 m 0.

L’automate étendu présenté a la figure illustre cette construction avec le
motif ababaca.

Pour construire cet automate étendu, on calcule la fonction = en O(m) puis
les transitions décrites ci-dessus également en O(m). Le temps total de pré-
traitement est donc en O(m). Néanmoins le temps de recherche de motif n’est a
priori pas en O(n) puisque les transitions sans déplacement doivent étre prises
en compte.

Appelons k I’état final de automate, nT le nombre de transitions parcou-
rues qui ont incrémenté ’état, n~ le nombre de transitions parcourues qui ont
décrémenté ’état et n= le nombre de transitions parcourues qui ont laissé ’état
inchangé (la boucle autour de I'état 0). On a n =n* +n=.

Remarquons qu’une transition sans déplacement décroit strictement 1’indice
de I’état alors qu’une transition avec déplacement 'incrémente au plus de 1.
Par conséquent, nt —n~ > k. Examinons la derniére transition. Il s’agit de la
transition de déplacement associée & la consommation du dernier caractére.



FIGURE 1.4: L’automate MP associé au motif ababaca

— S’il s’agit de la boucle en 0, alors n= > 0 et nT —n~ > 0.
Doun=+ntT+n" <n=+2nt <2n=+2n*T = 2n.
— 8’ ne s’agit pas de la boucle en 0, alors k > 0 et nt —n~ > 0.
Doun= +nt +n- <n=+2nt <2n= +2nt = 2n.
Il y a donc au plus 2n — 1 transitions parcourues et par conséquent un temps
de traitement en O(n).

La forme trés particuliére de cet automate étendu permet de coder 1’algo-
rithme de recherche du motif en calculant uniquement la fonction 7 et en « co-
dant » la recherche du motif par ’automate dans le programme. C’est ce que fait
I’algorithme [5| de Morris-Pratt. La recherche de la transition sortante d’un état
se fait par une comparaison. Par conséquent, il y au plus 2n — 1 comparaisons.

1.4 L’algorithme de Knuth-Morris-Pratt

Examinons I'automate de la figure[T.4] La transition de I'état 4 a 'état 2 sera
nécessairement suivie de la transition de I’état 2 & I’état 0, puis de la boucle en
0. En généralisant cet exemple, sans changer le comportement de ’algorithme,

pour toute lettre a il est intéressant de substituer :
—a,t

—a,—

..0

— & un chemin maximal de transitions kg ~el k1 0, une
unique transition kg 470,
— un chemin maximal de transitions kg oty k1 oty ...k,, une unique
transition kg oty k.

Nous avons présenté a la figure I’automate obtenu. La construction de
cet automate peut se faire efficacement et I'implémentation de la reconnaissance
d’un texte par cet automate n’est rien d’autre que ’algorithme de Knuth-Morris-
Pratt.



Algorithme 5: L’algorithme de Morris-Pratt

MP(T,P,r) : une liste
Input : TP, un texte de n caractéres et un motif de m < n caractéres
Input : 7, la fonction © du motif

Output : L la liste des décalages d’occurrences de P dans T’
Data : 4,5 deux indices

L+ NULL; j <0
for i from 1 to n do
while j > 0A P[j + 1] # T[i] do j + 7 (j)
if P[j+1]=T[i] then j <+ j+1
if j = m then
AjoutListe (L, —m)
j ()
end
end
return L

FIGURE 1.5: L’automate KMP associé au motif ababaca

Cet automate est basé sur une fonction 7’ qui est un raffinement de la fonc-
tion 7. La fonction 7' : {0,1,...,m} — {=1,0,...,m — 1} inclut —1 comme
valeur possible qui signifie que ’état atteint est 0 et que le caractére courant
doit étre consommé.

— 7'(m) = m(m) car Parc sortant de m est le seul étiqueté par true.

— @'(0) = —1 car le caractére courant doit étre consommé.

— Soit 0 < k < m.

Définissons E; = {k’ < k| P[1,k'] 2 P[1,k] A P[k' +1] # P[k +1]}.



Si By, = 0 alors n/(k) = —1 car il n’y a pas de préfixe non vide de P
qui puisse coincider avec un suffixe de P[1,k]c pour ¢ quelconque mais
différent de P[k + 1].

Si B, # 0 alors 7'(k) = max(E}) car P[1,7'(k) + 1] est le plus grand
préfixe non vide de P qui puisse coincider avec un suffixe de P[1,k]c pour
¢ quelconque mais différent de P[k + 1].

L’algorithme [6] est da & Knuth-Morris-Pratt. Il est trés similaire & Palgo-
rithme précédent avec la fonction 7’ substituée a 7 et le test a sortie du while
supprimé grace a l'utilisation de la valeur —1.

Algorithme 6: L’algorithme de Knuth-Morris-Pratt
KMP(T,P,m’) : une liste
Input : T,P, un texte de n caractéres et un motif de m < n caractéres
Input : 7/, la fonction 7’ du motif

Output : L la liste des décalages d’occurrences de P dans T
Data : 4,5 deux indices

L+ NULL; j <0
for i from 1 to n do
while j > 0A P[j + 1] # T[i] do j < 7'(§)
j—j+1
if j = m then
AjoutListe (L, —m)
j 7))
end
end
return L

Intéressons-nous maintenant au calcul de la fonction #’. On observe que, par
définition E}, C 7*(k) \ {k}. Par conséquent, un calcul & partir de la fonction «
est immédiat.

Lemme 2 Soit 0 < k < m.
Si Plk + 1] # P[n(k) + 1] alors «’'(k) = w(k) sinon (k) = 7' (w(k)).

Preuve

Observons que si max(FEj},) existe alors c’est le plus grand élément k' de 7*(k) \
{k} qui vérifie P[k' 4+ 1] # P[k + 1]. Donc soit P[k + 1] # P[m(k) + 1] et
7' (k) = w(k) soit P[k+ 1] = P[r(k) + 1] et le plus grand élément est & chercher
dans 7*(m(k)) \ {w(k)} avec la condition P[k’ + 1] # P[r(k) + 1].

c.q.f.d. OO0

Il nous suffit de compléter le calcul de 7 par le calcul simultané de #’. On
peut faire encore mieux car le calcul simultané de 7’ permet d’accélérer le calcul
de 7!

Lemme 3 Soit 0 < k < m.

m(k+1) =14+ 7'M (n(k))



ol h est le plus petit entier qui vérifie l'une des conditions suivantes :
1.1+ (k) =0
2. 14+ 7'M (w(k)) #0A P[1+ 7P (n(k))] = P[1 + k]

Preuve

Posons k' = w(k),a = P[1+k] et b= P[14+k']. Sia = balors n(k+1) = 1+m(k),
sinon il faut trouver le plus grand élément de 7*(k) qui se prolonge par un a # b.
Le plus grand élément potentiel est 7’(k) et ainsi de suite puisqu’il faut & chaque
fois prolonger le préfixe par a différent de la derniére lettre testée.

c.q.f.d. QOO

L’algorithme [7] calcule la fonction 7’ en s’appuyant sur ces deux lemmes.
Nous avons mis en évidence au moyen de commentaires le fait que 7 est impli-
citement calculé.

Algorithme 7: Un algorithme de calcul de la fonction 7’

CalculPiprime(P,Y) : une fonction
Input : P,X, un motif de m caractéres sur ’alphabet 3

Output : 7/, la fonction 7’ du motif

Data : 4,5 deux indices

7'(0) + —1

7+0

// m(l)=0=3j

for i from 1 to m do
// w(i)=7j
if P[i+ 1] # P[j + 1] then «'(i) = j else «'(i) + 7'(j)
while j > 0 A P[j + 1] # Pli + 1] do j + /(5
j+—i+1
// w(i+1)=3j

end

return 7’

1.5 L’algorithme de Simon

L’algorithme de Simon repose sur une idée trés simple : supprimer de I'au-
tomate les transitions qui conduisent a I’état 0. La figure [I.6] représente cet
automate élagué pour le motif ababaca.

Nous allons dans un premier temps caractériser la réduction obtenue par
. Y. a . N .
cette suppression. Une transition ¢ — r est dite arriére si 0 < r < ¢. Son
amplitude est définie par g—q’. La proposition suivante est la clef de I’algorithme
de Simon.

Proposition 5 Soient deux transitions arriéres ¢ — r et ¢ 2 r'. Alors leur
amplitude sont différentes, i.e. ¢ —r' # q—r.



FIGURE 1.6: L’automate de Simon associé au motif ababaca

Preuve

Puisque r > 0, les mots P[1,r] et Plg—r+2,q]a sont identiques. Par conséquent,
P[r] = a. Sans perte de généralité, nous supposons que ¢ < ¢'.

Si g = ¢ alors a # a' puisqu’on a affaire & deux transitions issues du méme état.
Si les amplitudes sont les mémes alors r = ' et de méme P[r] = a/ ce qui est
contradictoire.

Sigq < ¢, alors P[q+ 1] # a par définition des transitions arriéres. D’autre part,
les mots P[1,r'] et P[¢’—7+2,q']a’ sont identiques. Supposons que ¢’ —1/ = g—r-.
Observons que ' > r. Par conséquent, a = P[r] = P[r+(¢'—r'+1)] = Plg+1] #
a, de nouveau contradictoire. Ce cas est illustré par la figure

c.q.f.d. OO0

absurde car P[g+1] # a

FI1GURE 1.7: Illustration de la preuve de la proposition [L.5]

Puisqu’une amplitude appartient & {0,1,...,m — 1}, il y a au plus m transi-
tions arriéres et au plus 2m transitions dans 'automate de Simon.

Expliquons maintenant comment calculer les transitions arriéres par état
croissant. Soit ¢ < m un état et a une lettre t.q. a # P[g + 1]. On recherche le
plus grand préfixe de P qui soit un suffixe de P[1,q]a. Nécessairement ce préfixe



est un préfixe de P[1,7'(q) + 1]. Si n’(¢) = —1 il ne peut y avoir de transitions
arriéres. Sinon il y a deux cas & considérer :
— soit @ = P[n’[g] + 1] et la transition arriére recherchée est ¢ = 7'(q) + 1.
— soit a # P[n’[q]+1] et par conséquent on recherche le plus grand préfixe de
P qui soit un suffixe de P[1,7'(q)]a. Par conséquent, il y a une transition
arriére ¢ — r ssi il y a une transition arriére 7 (q) Lo
Le cas de ¢ = m est identique puisqu’on recherche un préfixe de P[1,m(m) + 1]
et par définition 7(m) = 7'(m).
L’algorithme consiste donc pour un état g :
— si7'(¢g) > 0, & ajouter les transitions arriéres issues de 7’'(q) excepté éven-
tuellement celle étiquetée par Plg + 1] pour ¢ < m,

— puis si 7/(g) > 0, & ajouter la transition arriére ¢ Pl @+, ' (q) + 1.

Les transitions arriéres issues d’'un état ¢ sont gérées sous forme de liste
et l'insertion dans la liste garantit que les états destinations sont de la forme
m(q) + 1,7 (q) +1,...,7Mi(q) + 1 avec 1 < ny < ... < n,.

Pour simplifier, I'algorithme [§] de construction des transitions arriéres de
I’automate de Simon est donné en supposant la fonction 7’ déja construite. En
réalité, on peut construire la fonction et les transitions arriéres simultanément.

Algorithme 8: Un algorithme de calcul des transitions arriéres

CalculTransAR(P,X,7’) : un tableau de listes
Input : P,X, un motif de m caractéres sur ’alphabet 3
Input : 7/, la fonction 7’ du motif

Output : F, un tableau indexé par 1,...,m des listes
Data : i un indice, temp un pointeur sur une structure (ch,st,suiv)
Data : b un booléen
for i from 1 to m do
Fi] < NULL
if 7'(7) > 0 then
Copy(F['(1)],Fi])
if ¢ <m then
temp + Fi]; b+ true
while temp # NULL A b do
if temp—ych = P[i + 1] then Extract(F[i],temp); b < false
else temp < temp-) suiv
end
end
end
f 7'(i) > 0 then
New(temp) ; temp—ych < P’ (i) + 1] ; temp—yst « 7' (i) + 1
Insert(F[i],temp)
end

e

end
return F'

Analysons la complexité de ’algorithme. Il est immédiat que son temps
de calcul sur les listes est proportionnel & la somme des longueurs des listes



manipulées. Or les listes manipulées n’ont jamais plus d’éléments que les listes
finales. De plus les autres opérations sont associées aux deux boucles. On obtient
encore une fois un algorithme en O(m).

L’algorithme @] (algorithme de Simon) implémente la reconnaissance des mo-
tifs dans un texte. La liste des transitions arriéres est une suite de cellules com-
posées d’un caractére (ch), d’un état destination (st) et d’un pointeur sur la
cellule suivante (suiv).

Analysons sa complexité. Lorsqu’il examine un caractére qui ne prolonge
pas le préfixe courant du motif, il doit parcourir la liste des transitions arriéres
de l’état courant g. Autrement dit, il essaie les états g + 1,7'(¢q) + 1,7/ (¢) +
1,...,7™i(q¢)+ 1 avec 1 <ny < ... < n; en comparant le caractére courant avec
la derniére lettre du préfixe associé et en s’arrétant au premier succes. Que fait
en pareille situation I’algorithme KMP ? Il essaie les états ¢+ 1,7 (q) + 1,72 (q) +
1,... en comparant le caractére courant avec la derniére lettre du préfixe associé.
Par conséquent, la complexité de 'algorithme de Simon est toujours au moins
aussi bonne que celle de KMP.

Algorithme 9: L’algorithme de Simon
Simon(T,P,F) : une liste
Input : TP, un texte de n caractéres et un motif de m < n caractéres
Input : F, le tableau des liste de transitions arriéres

Output : L la liste des décalages d’occurrences de P dans T
Data : i,j deux indices, temp un pointeur

L+ NULL; j <0
for ¢ from 1 to n do
if j =mV P[j + 1] # P[i] then
if j =m then AjoutListe (L,i —m)
if j > 0 then
encore < true; temp < F[j]; 7+ 0
while encore A temp # NULL do
if temp—ch = P[i] then
‘ J « temp-yst; encore + false
else
‘ temp < temp—) suiv
end
end

end

else j«+—j+1
end

return L

1.6 L’algorithme de Boyer-Moore

Les algorithmes précédents s’attachent & améliorer la complexité au pire des
cas (moins de 2n comparaisons de caractéres). Si on change de point de vue et



qu’on s’intéresse a la complexité dans le meilleur des cas, tous les algorithmes
précédents effectuent au moins n comparaisons. En effet chaque caractére du
texte est comparé au moins une fois. L’algorithme de Boyer-Moore (en fait une
famille d’algorithmes) vise & améliore cette complexité dans le meilleur des cas
sans s’occuper de la complexité au pire des cas qui demeure alors en O(nm).

Reprenons 'algorithme naif. Il teste 1’égalité du motif avec une partie du
texte T[i,i + m — 1] en incrémentant ¢ de 1, aprés chaque essai (fructueux ou
infructueux). L’algorithme de Boyer-Moore cherche & obtenir un incrément su-
périeur en tenant compte du dernier essai. Il calcule pour cela deux minorants
d’un incrément utile que nous appellerons d; et ds.

Dans ces algorithmes le motif est testé contre une partie du texte de gauche
a droite. Soit le texte ababbcaabdb et le motif ababaca. La premiére partie du
texte testée est ababbca. Arrivé sur le troisiéme caractére en partant de la droite
I’algorithme découvre une différence. S’il décale son texte de moins de m lettres,
alors le premier caractére testé (le a) se retrouvera dans le texte testé et donc doit
se trouver dans le motif ailleurs qu’en derniére position. Le décalage minimum
correspond donc la différence entre m et la derniére occurrence d’un a dans le
motif privé de la derniére lettre, ici 2. Dans le cas ou un caractére n’apparait
pas dans le motif privé de la derniére lettre alors le décalage minimum est
nécessairement égal a m.

Algorithme 10: Premiére version de l'algorithme de Boyer-Moore

CalculDecalage(P) : une fonction
Input : P, un motif de m < n caractéres appartenant & X

Output : dy, le décalage associé a chaque caractére
Data : a un caractére, 7 un indice

for a € ¥ do di[a] <+ m
for i from 1 to m — 1 do dy[P[i]] + m —i
return d;

BoyerMoore(T,P,d) : une liste
Input : T, P, un texte de n caractéres et un motif de m < n caractéres
Input : di, le décalage associé a chaque caractére

Output : L la liste des décalages d’occurrences de P dans T
Data : i, des indices

L+ NULL; i<+ m
while 1 <n do
j—m
while j >0 and j <m do
| if T[i—m+j]=P[j]then j«+ j—1lelsej< m+1
end
if j =0 then AjoutListe(L,i)
i+ i+di(T[i])
end
return L

L’algorithme met en oeuvre cette technique. Examinons sa complexité



dans un cas favorable : un texte (a”~'b)™™ et un motif a™. Ici I'algorithme
effectue n/m comparaisons! Examinons sa complexité dans le pire des cas :
un texte a™ et un motif a™. Dans ce cas, l'algorithme effectue m(n —m + 1)
comparaisons comme l’algorithme naif.

Nous développons maintenant un deuxiéme minorant du décalage qui tient
compte du suffixe du motif qu’on a pu apparier avec le texte avant la découverte
d’une différence. Soit P[i + 1,m] avec i < m cette partie du motif. Il y a deux
cas possibles :

—Tlexiste 0 <i4+14+j—mAj<mtel que Pli+1+j—m,j] = Pli+1,m]

apparait plus tot dans le texte avec P[i+j —m] # P[i] (voir la figure [L.8).
Soit j le plus grand indice vérifiant ces conditions, dans ce cas le décalage
est da(i) =m — j.
— Supposons qu’il n’existe pas un tel j. Soit maintenant le plus grand 0 <
j < m tel que P[1,j] soit un suffixe de P[i+ 1,m] (voir la figure[L.9). Dans
ce cas, do(i) =m — j.
Le cas ol le motif a été reconnu (i = 0) se traite comme le cas précédent.
Lorsqu’aucun caractére n’a été reconnu, i.e. ¢ = m, on pose da(m) = 1.

FIGURE 1.8: Situation associée & d§

FIGURE 1.9: Situation associée & d5

La prise en compte du deuxiéme minorant conduit a 'algorithme [T1}

Il nous reste & calculer la fonction ds. Nous allons traiter les deux cas vus
précédemment en notant do(i) = min(d$(i),d5(i)) avec d3(i) (resp. d(i)) la
valeur du premier (resp. deuxiéme) cas. Le deuxiéme cas est le plus simple, il
peut se réécrire :

d5(i) = m —max(j | j < min(m —i,m — 1) A P[1,j] = P[m — j + 1,m])



Algorithme 11: Deuxiéme version de ’algorithme de Boyer-Moore

BoyerMoore(T,P,d;,dz) : une liste

Input : TP, un texte de n caractéres et un motif de m < n caractéres
Input : dq, le décalage associé a chaque caractére

Input : ds, le décalage associé a chaque position

Output : L la liste des décalages d’occurrences de P dans T
Data : 4,5 des indices, encore un booléen

L+ NULL; i< m
while i <n do
J < m; encore < true
while j >0 and encore do
| if T[i — m + j] = P[j] then j + j — 1 else encore « false
end
if j =0 then AjoutListe(L,i)
i <1+ max(dy (T'[7]),d2(4))
end
return L

Les indices possibles j de ’équation précédente appartiennent & :
{r(m),72(m), ... ;7" (m) = 0}

et par conséquent le j recherché est max(m*(m) | 7%(m) < min(m — i + 1,m)).

Ceci conduit a I’algorithme

Algorithme 12: Calcul de dj

CalculDecDeuxB(P,m) : une fonction
Input : P, un motif de m < n caractéres appartenant a 3
Input : 7, la fonction 7 du motif

Output : di, un décalage associé & chaque position

Data : 7,5 des indices

d(m) < m —7(m); j < m

while j > 0 do
for i from 7(j) to j — 1 do d5(i) + m — 7(j)
Jj < m(j)

end

return dj

Soit j < m, définissons :
Suff(j) =max(i |0<i<jAP[j—i+1,j] =Plm—1i+1,m])

La fonction Suff renvoie la taille d’'un mot maximal qui se termine en j et qui
est un suffixe du motif P. Par définition lorsque d§(7) est défini,

d3 (i) = m —max(j | Suff(j) = i)
L’algorithme [13| synthétise le calcul de ds.



Algorithme 13: Calcul de d-

CalculDecDeux(r,ds,Suff) : une fonction
Input : 7, la fonction 7 du motif inversé
Input : df, la fonction d5 du motif
Input : Suff, la fonction Suff du motif

Output : do, le deuxiéme décalage associé a chaque position
Data : i un indice

for i from 0 to m do dy(i) < d5(i)
for i from 1 to m — 2 do

| da(Suff(i)) < min(da(Suff(i)),m — i)
end
return do

Il nous reste a calculer la fonction Suff. A priori, ce n’est pas difficile. Par
contre, 'obtention d’un algorithme en O(m) requiert de 'ingéniosité. Afin d’aug-
menter la lisibilité de notre présentation, nous allons plutot calculer la fonction
Pref définie par :

Pref(i) = max(j | P[1,j] = Plii +j —1])

En passant par le mot miroir, la fonction Suff se déduit immédiatement de la
fonction Pref (nous laissons au lecteur le soin d’établir cette relation).

L’algorithme [14] implémente le calcul de la fonction Pref. La fonction Scan
prend en entrée deux indices du motif et trouve la taille du plus grand sous-mot
commun aux deux suffixes démarrant dans ces indices. Cette fonction effectue
un certain nombre de comparaisons de caractéres positives et au plus une com-
paraison de caractéres négative.

L’algorithme calcule la fonction Pref par valeurs croissantes. A tout moment
il maintient l'indice s qui maximise s+ Pref(s) parmi les indices 4 (déja évalués)
pour lesquels Pref(i) est positif. Dans le cas ot tous les Pref(i) déja évalués valent
0, s est fixé a 1 et Pref(1) vaut 0. Ceci permet d’intégrer ce cas particulier au
cas général (plus précisément au premier cas de la décomposition ci-dessous).

Nous dirons qu’un indice est touché lorsqu’il fait I'objet d’une comparaison
positive avec un indice inférieur. Lors de ’analyse de cas, nous démontrerons par
induction sur la boucle qu'un indice est touché au plus une fois. En supposant
cette hypothése vérifiée, par définition de s, les indices inférieurs a s + Pref(s)
ont été touchés au plus une fois et les indices supérieurs ou égaux n’ont pas été
touchés.

Examinons les quatre cas de lalgorithme lorsqu’il évalue Pref(i) (voir fi-
gure [1.10)).

1. s+ Pref(s) <. Dans ce cas 'algorithme calcule Pref(i) par une comparai-
son standard entre P et son décalage de 1— 1. Les caractéres en orange sont
les caractéres touchés par cette comparaison. Ils n’étaient pas touchés au-
paravant. Si Pref(i) > 0 alors s devient i. Donc 'invariant de boucle reste
satisfait.



2. s + Pref(s) > i, autrement dit un préfixe de P démarrant en s couvre
I'indice i. Appelons k I'indice de ce préfixe qui coincide avec i. Le deuxiéme
cas correspond a k — 1 + Pref(k) < Pref(s). Ici aucune comparaison n’est
nécessaire car le préfixe associé a k est celui associé a i. s est inchangé et
Iinvariant de boucle reste satisfait.

3. Le troisiéme cas correspond a k — 1+ Pref(k) > Pref(s). Ici aucune compa-
raison n’est nécessaire car le préfixe associé a ¢ est celui associé a k tronqué
aux s+ Pref(s) —i— 1 premiers caractéres. s est inchangé et U'invariant de
boucle reste satisfait.

4. Le quatriéme cas correspond a k — 1 + Pref(k) = Pref(s). Remarquons
qualors Pref(k) > 0. Le préfixe démarrant en i est au moins aussi grand
que celui démarrant en k. On effectue une comparaison entre le préfixe
et son décalage par ¢ mais en commengant & l'indice s + Pref(s). Par
conséquent, les caractéres touchés par cette comparaison n’étaient pas
touchés auparavant. s devient ¢ (observez qu’il est possible que s+ Pref(s)
soit inchangé). L’invariant de boucle reste satisfait.

Nous avons démontré que I'algorithme est correct. Analysons sa complexité,
un tour de boucle prend un temps en O(1) excepté 'appel éventuel a Scan. 11
y au plus une comparaison négative par appel donc au plus m comparaisons
négatives. Le temps du reste de ’appel est proportionnel au nombre de com-
paraisons positives i.e. au nombre d’indices touchés. En cumulant sur tous les
appels et en prenant en compte le fait qu'un indice est touché au plus une fois,
on obtient un temps en O(m). Cet algorithme est bien linéaire.



Algorithme 14: Calcul de Pref

CalculPref(P) : une fonction
Input : P, un motif de m caractéres appartenant a %

Output : Pref, la fonction du plus grand préfixe
Data : i,k,s,r,t des indices

Scan(z,y) : une longueur
Input : z,y, deux indices dans P
Input : 2, la taille du plus grand sous-mot commun démarrant en x et y
z+0
while z <m Ay <m do
if Plz] =Ply]then z+ a2+ 1;y+y+1;2z+2+1
elsex <~ m+1
end
return z

Pref(1) <~ 0; s+ 1

for ¢ from 2 to m do

k< i—s+1;r+« s+ Pref(s)

if » <1 then

Pref(i) + Scan(i,1)

if Pref(i) > 0 then s < i

else if Pref(k) + k — 1 # Pref(s) then
| Pref(i) < min(Pref(k),s + Pref(s) — i)

else

t + Scan(r,r — i+ 1)

Pref(i) «—r—i—+1t; s+ i

end

end
return Pref
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FIGURE 1.10: Les quatre cas du calcul de Pref



Chapitre 2

Polynoémes et transformée de
Fourier rapide (FFT)

Ouvrage recommandé : [Aho et all chapitres 6,7,8]

2.1 Premiers algorithmes pour le produit de po-
lynémes

Soit A un anneau commutatif et unitaire. On suppose de plus que 2 est
inversible. On note A[X] Panneau des polynomes & une variable X sur A. Si
P € A[X] alors A[X]/P désigne anneau quotient de A[X] dans lequel deux
polyndmes sont identifiés s’ils ont le méme reste par la divison par P.

Soit deux polynémes P = Z;:Ol piXiet q= ZZ:OI ¢;: X" de degré n — 1. Le
produit PQ est obtenu par ’algorithme

Algorithme 15: Un algorithme naif de produit de polynémes

Produitnaif(P,Q,n) : un polynéme
Input : P,Q, deux polyndémes de degré < n
Output : R, le produit PQ
Data : 4,5 deux indices
for i from 0 to 2n — 2 do R[] «+ 0
for i from 0 ton — 1 do
| for j from 0 to n— 1 do R[i + j] < R[i + j] + P[i]Q[j]
end
return R

Les deux boucles imbriquées de cet algorithme déterminent sa complexité en
nombre d’opérations arithmétiques a savoir O(n?).

Une premiére amélioration peut étre obtenue & partir d’'une décomposition
de la multiplication. Soit k = [n/2]. P et @ se décomposent de maniére unique
en :

P=pPO 4 pxk =00 4 QW x*
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avec PO, P Q) QM) des polynomes de degré < k. R s’exprime alors par :
R=POQO 4 (p(l)Q(O) + p(O)Q(l))Xk + P x2k

ou de maniére a priori équivalente :

R= p(O)Q(())+((p(())+p(1))(Q(())+Q(1))_p(())Q(0) —P(l)Q(l))Xk+P(1)Q(1)X2k

En réalité la deuxiéme expression ne contient que 3 multiplications de polynoémes
de degré inférieur & k contre 4 multiplications pour la premiére expression. Cette
transformation conduit a I’algorithme [L6| (récursif) plus efficace da a Karatsuba.

Algorithme 16: L’algorithme de Karatsuba

Produitrec(P,@,n) : un polynome

Input : P,Q, deux polynémes de degré < n

Output : R, le produit PQ

Data : 4,5,k trois indices, P(9,P() Q) QM) RO R(M) des polynomes

Data : SP,SQ,SR des polynémes

if n =1 then R[0] < P[0]Q[0]; return R

k « [n/2]

for i from 0 to k£ — 1 do

POVi] « P[i]; SPIi] + P[i]

QU] + QLi); SQ[i] + QIi]

end

POE -1+ 0;QW[k—1] « 0

for ¢ from k ton —1 do

PW[i — k] < Pli]; SP[i — k] + SP[i — k] + P[i]

QWi — k] + Qi; SQLi — k] + SQLi — k] + Q/i]

end

R «Produitrec(P© QO k)

RM «Produitrec(PM QM k)

SR +Produitrec(SP,SQ,k)

for i from 0 to £k — 1 do
R[i] + R[]
R[i + k] + RO[i + k] + SR[i] — RO[i] — RW[i]
R[i + 2k] < RW[i] + SR[i + k] — RO[i + k] — RW[i + k]
RJi + 3k] + RMW[i + k]

end

return R

Analysons sa complexité. Appelons T'(n) le nombre d’opérations arithmeé-
tiques de 'algorithme pour des polynomes de degré inférieur & n. Supposons
d’abord que n est une puissance de 2. On a T(1) =1 et :

T(n) =4n+3T(n/2) = 4n+ (3/2)(4n) + (3/2)3T(n/4) = ...

log,(n)—1
=dn Y (3/2) +3(3/2)°% ! = dn((3/2) %" — 1) +2(3/2) " =
i=0



4n(n10g2(3/2) -1)+ 2n1082(3/2) < g 1H1o8y(3/2) 4 plog,3 _ 5pylogy 3

Dans le cas général, on se raméne a la premiére puissance de 2 supérieure
ou égale a n, ce qui fournit un accroissement multiplicatif d’au plus 2'°823 = 3.
Donc T'(n) = O(n'-%9) ce qui améliore significativement 1’algorithme naif.

2.2 Produit de polynémes via la FFT

Imaginons une maniére alternative d’effectuer le produit de deux polynémes
P et @ de degré inférieur a n :

— On évalue les deux polyndmes sur 2n points 1, ... ,Ta,.

— On effectue les produits des évaluations P(z;)Q(z;).

— On pratique une interpolation de PQ & partir de ces évaluations.

Alors que la deuxiéme étape s’effectue en O(n) opérations, dans le cas général
les deux autres étapes s’effectuent en O(n?) opérations. Cependant a Daide
d’un ensemble approprié de valeurs, cette complexité se réduit a O(nlog(n))
opérations comme nous le verrons dans la prochaine section.

2.2.1 Cas d’un anneau avec racines primitives de 1’unité

Propriétés des racines primitives de ['unité

Afin de concevoir un algorithme de multiplication rapide de polynémes, nous
étudions les racines primitives de 'unité.

Définition 3 Soit n € N* et A un anneau, w € A est une racine niéme de
Vunité si w™ = 1. C’est une racine primitive si de plus pour tout 1 < i < n,
w' — 1 ne divise pas 0.

Nous établissons quelques propriétés utiles des racines primitives.

Proposition 6 Soitn € N*, A un anneau et w € A une racine niéme primitive
de l'unité.

1 n—

1. WOwl, ... W™t sont des racines niémes de l'unité toutes distinctes.

2. Si n est pair alors w? est une racine (n/2)ieme primitive de l'unité et

par conséquent (w®)2,(wh)?, ... (W2~ 12 sont des racines (n/2)iemes de
lunité toutes distinctes. De plus w™/? = —1.

3. Pour tout1 <i<n, ona 27;01 (W) =0

Preuve

Premiére affirmation

(W)™ = (w™)" =1 ce qui établit que w’ est une racine niéme de l'unité. Soient
0 <i<j<mntels que w = w® alors (W™ — 1)w* = 0 donc w?™* — 1 est un
diviseur de 0 contrairement a ’hypothése.

Deuxiéme affirmation

(w?)™/? = w™ = 1. Donc w? est une racine (n/2)iéme de 1'unité. Soient 0 < i <
i < n/2 tels que (w?)! = (w?)? alors w? = w?’ contrairement & la premiére
J<mn/ q p
affirmation.

(W2 = 1)(w™? 4+ 1) = w™ — 1 = 0. Puisque w™/? — 1 n’est pas un diviseur de 0,
onaw?+1=0.



Troisiéme affirmation
(Z?;Ol (W) (w" = 1) = (W)™ — 1 = 0. Puisque w" — 1 n’est pas un diviseur de
0, la conclusion s’en suit.

c.q.f.d. OO0

Evaluation d’un polyndome

Soit un polynéme de degré inférieur a n, P = Z?:_Ol p; X* . L’évaluation d’un
polyndéme en un point se fait en 2n — 3 multiplications et n — 1 additions par la
méthode naive (algorithme . La complexité peut étre réduite en s’appuyant
sur la régle de Horner P = py + X P; avec P, = 31" p; X*~1. L’algorithme
requiert ainsi n — 1 multiplications et n — 1 additions.

Algorithme 17: L’algorithme naif d’évaluation de polynémes

Evaluationnaive(P,v) : un polynome
Input : P, un polyndéme de degré < n, une valeur v € A
Output : s, 'évaluation P(v)
Data : 7 un indice, w une valeur intermédiaire
s < Pl0J;w v
for : from 1 ton — 2 do
s+ s+ Plijw
W — Wv
end
s¢ s+ Pn— 1w
return s

Algorithme 18: L’algorithme de Horner d’évaluation de polynémes

EvaluationHorner(P,v) : un polynéme
Input : P, un polynéme de degré < n, une valeur v € A
Output : s, 'évaluation P(v)
Data : ¢ un indice
s ¢ Pln—1]
for ¢ from n — 2 downto 0 do
| 54 sv+ P[i]
end
return s

La transformée de Fourier rapide

Supposons que nous disposions d’une racine niéme primitive de 'unité w et
que nous ayons (pré-)calculé en n — 2 multiplications w®w?!, ... ,w" . Si nous
désirons calculer 'image des racines par P l'application itérée de 'un quel-
conque des deux algorithmes précédents nous obtenons un nombre d’opérations

arithmétiques en O(n?).



La transformée de Fourier rapide est un algorithme qui permet d’obtenir ces
images en O(nlog(n)) pour n = 2* une puissance de 2. L’algorithme procéde
d’abord & une décomposition de P(X) = P (X?) + XPM(X?) avec :

- pO = Z?:/gilpziXi

— PW = X

A Daide de cette décomposition et en notant que wF+7/2 = w/2wk = —wWk,
on obtient :

— Y0 < k< n/2 PO (W) = PO)(2(n/24k)) = Z?z/gilpzi(w%)i

-~ Y0 < k< n/2 PO)(wh) = PO (W20/2H0) = 508 o, (w?h)

-Y0<k<mn/2

P(wk) — p(0) (wzk)+ka(1)(w2k) et P(wn/2+k) — p) (w2k)_wkp(1)(w2k)

Ces trois familles d’équations se traduisent en un algorithme [I9] récursif,
évaluer les polynomes P(©) et P pour w®,w?, ... ,w?* 2, les racines (n/2)iémes
de I'unité, et appliquer la troisiéme famille d’équations afin d’obtenir I’évaluation

désirée.

Algorithme 19: L’algorithme FFT

FFT(P,T,n) : un tableau

Input : P, un polynoéme de degré < n

Input : 7', un tableau des n racines niémes de 'unité
Input : w%, ... w" ! avec w une racine primitive

Input : n une puissance de 2
Output : F, le tableau des valeurs P(w°),...,P(w™™ 1)

Data : i un indice, P9, P(M) des polynémes de degré < n/2
Data : v une valeur, 7",F(®) F(1) des tableaux de dimension n,/2
if n =1 then F[0] + P[0]; return F’
for i from 0 to n/2 —1 do
PO[i] « P[2i]
PWIi] « P[2i +1]
T'[i] + T[24]
end
FO) « FFT(PO) 1" n/2); FMV) « FFT(PW T',n/2)
for i from 0 to n/2 — 1 do
v« T[] FMi]
F[i] + FO[] +v
Fln/2+i] + FO[i] — v
end
return F

Analysons la complexité de cet algorithme. Soit T'(n) le nombre d’opérations
arithmétiques. Si n = 1 alors T'(1) = 0 sinon il y a 3n/2 opérations pour un
appel. Par conséquent :

T(n) =3n/2+2T(n/2) =2(3n/2) + 2°T(n/4) = ...
= log(n)(3n/2) 4 28T (1) = log(n)(3n/2)

Produit de polynomes avec la FFT dans A[X]/(X™ —1)



Expliquons maintenant comment multiplier deux polynémes P et @ de
AX])/(X™ =1).
1. Evaluer par FFT les valeurs P(w?),... ,P(w" 1) et Q(u°),...,Q(w"1).

2. Calculer P(w?)Q(w?),...,P(w" 1)Q(w" ). Notons P-Q le polynéme pro-
duit de P et @ dans A[X]/(X"™ —1) et PQ le polynome produit de P et @
dans A[X]. Dans A[X], P-Q = PQ+ (X™ — 1)R pour un certain R. Par
conséquent P - Q(w?) = P(w)Q(w?) + (X" — 1)(w) R(w?) = P(w")Q(w?).

3. Extrapoler le polynéme P - @ & partir de son évaluation sur les racines
niémes de 'unité. Nous détaillons maintenant ce dernier point.

Soit un polynéme P[X] = Z;ZOI p; X', L’application qui associe au vecteur
des coefficients de P le vecteur (P(1),P(w),...,P(w"" 1)) est une application
linéaire dont la matrice M, , est décrite ci-dessous.

1 1 1 ) Do

4 W™ n1
(P(1),P(w),...,Pw"")) =

1wl L D’ Pn—1

Cette application est inversible et la matrice de son inverse a une forme trés
particuliére.

Proposition 7 M, ,M,-1, = nld, ou Id, la matrice identité n X n. Par
conséquent sin est une puissance de 2 alors M}, = (1/n)M -1,

Preuve
Soit a; ; le coefficient (7,5) de la matrice My, , M, -1 ,,. On a :
ai; = SrZh(Wi9)k. Sii = j alors a;; = n sinon d’aprés le point 3 de la

proposition [6] a; j = 0.
c.q.f.d. OO

Cette proposition nous permet d’extrapoler les coefficients d’un polynome a
partir de son évaluation sur les racines de I'unité et ceci par une transformée de
Fourier rapide dont la racine primitive est w™!.

L’analyse de la complexité de I’algorithme[20]est trés simple. En comptant les
trois appels & FFT et les opérations auxiliaires, on obtient (9/2)nlog(n)+3n+1
opérations arithmétiques.

Produit de polynomes avec la FFT dans A[X]

Rappelons que cette multiplication a lieu dans 'anneau A[X]/(X™—1). Afin
de faire la multiplication dans A[X] de deux polynomes de degré < n, il nous
suffit de la faire dans A[X]/(X?" — 1) car alors les deux produits coincident
(voir la figure [2.1)).

Si les coefficients de nos polynémes sont représentés par des nombres flot-
tants, on peut considérer que A = R et dans ce cas on plonge R dans C avec
comme racine primitive e/,

Produit de polynémes avec la FFT dans A[X]/(X™ + 1)



Algorithme 20: Le produit des polyndémes par la FFT

ProduitFFT(P,Q,w,n) : un tableau

Input : P,Q, deux polyndémes de degré < n
Input : w une racine primitive niéme de 'unité
Input : n une puissance de 2

Output : PQ), le produit des polyndémes P, dans I'anneau
AIX]/ (X" —1)

Input : T,T’, deux tableaux de n racines niémes de 1'unité
Data : 7 un indice, v une valeur
Data : PQint,F P,F'(Q) des tableaux de dimension n

T[0] « 1; T'[0] « 1

for i from 1 ton—1do T[i]| + wT[i—1]; T'[n —i] + Ti]
FP « FFT(P,T)n); FQ + FFT(Q,T'\n)

for i from 0 ton —1 do FPQ[i] + FP[i]FQ]i]

PQint < FFT(FPQ,T'n); v+ 1/n

for i from 0 to n —1 do PQJi] < v - PQint][i]

return PQ

P,Q 0 ALX]

deg P, Q <n
i le produit est identique T

dans les 2 anneaux

P,Q O A[X]/X2n-1 PQ O A[X]/X?n-1

. ﬁ;T_gvec @ it FFT avec w?
racine 2nieme primitive puis division par 1/2n

P(wt),Q(wt) O A[X]/X#-1 2n produits _ | PQ(wt) O A[X]/X2-1

0 <i<2n 0 <i<2n

FIGURE 2.1: Principe du produit rapide de polynémes

Soient P = >, . piXiet Q = Zj<n q; X7 deux polynomes a coefficients
dans A un anneau, de degré inférieur & n. On note S =", _, s, X" le produit
de P et Q dans A[X]/(X™ +1).

—1 —1
Observons que S = Z:O(Ei-i-j:kpiqj)xk + 20 (i jmnik pig;) X" TF
mod X" + 1. En remplacant X™ par —1, on obtient :

Vk s = Z DPiq; — Z piq; avec 0 <i,j <n
i+j=k i+j=n+k

On suppose que n est une puissance de 2. On dispose de € une racine 2n-iéme
primitive de 'unité et on pose w = 62 (une racine n-iéme primitive de 1'unité).
On définit Vapplication linéaire F,, : A™ — A™ par :



Fo(po,-..pn_1) = (P(W°),Pwh),...,P(w"™ 1)
On a vu que F,, est inversible d’inverse n='F,,—1.
Soit H =%, h; X" un polynéme, on note H=Y%
par Vi h; = 0%h;. Calculons Is(wz)Q(w’)

i<n h; X%, le polynome défini

P(MZ)Q(wz) _ z_:( Z pin)9k<wi)k + z_:( Z pin)9n+k(wi)"+k =

k=0 i+j=k k=0 i+j=n+k
n—1 . n—1 . )
S pia)F @ -3 Y pig)0F (@) = S
k=0 i+j=k k=0 i+j=n+k

Par conséquent :
Fo(30,...8,_1) = (P(W")QW’),P(w")Qw"),...,Pw" HQW"™))

A partir de cette derniére égalité, on en déduit un algorithme (similaire
a celui dans A[X]/(X™ — 1)) qui effectue le produit de deux polynémes dans
A[X]/(X™+1) en O(nlog(n)) opérations arithmétiques lorsqu’on dispose de 6 :
— Construire les polynémes P et Q (en O(n))
— Evaluer les polynomes P et Q sur les racines ?, ..., w" ! (par la FFT en
O(nlog(n)))
— Effectuer le produit de ces évaluations (en O(n))
Obtenir les coefficients de S (par la FFT « inversée » en O(nlog(n)))
— En déduire les coefficients de S (en O(n))
La figure 2.2] décrit cette méthode.

P,Q O A[X]/X+1 PQ O A[X]/X+1

Oracine 2niéme primitive en vertu de la propriété
du cours
F,Q O A[X]/x"-1 Y 0 A[X]/x-1
FFT avec w=6? FET avec
racine niéeme primitive puis division par 1/n
P(or),Q(w) D AIXI/X-1 n produits [Fa(w) 0 AxI/x-1
0<i<n o 0<i<n

FIGURE 2.2: Principe du produit rapide de polynémes dans A[X]/X™ + 1

2.2.2 Cas d’un anneau sans racine primitive de 'unité

Cependant dans le cas ou les coefficients sont des entiers ou plus généra-
lement des rationnels sous forme d’un couple (numeérateur, dénominateur) et



Algorithme 21: L’algorithme FFT dans un autre anneau

FFTbis(P,n,m,s) : un tableau

Input : P, un polynéme (en Y') de degré < m a coefficients dans
A[X]/(X™+ 1), i.e. un tableau de dimension m X n

Input : n une puissance de 2, m < n une puissance de 2, s un signe

// Si s=1 alors w= X?"/" est la racine miéme primitive

// de 1’unité dans A[X]|/(X"™ 4+ 1) & utiliser

// Sinon w = —X""2"/™ est la racine & utiliser

Output : F, le tableau des valeurs P(w°),...,P(w™™ 1)

Data : i,j des indices, P9, P(1) des polynomes en Y de degré < m/2
Data : v un polynéme en X
Data : F(O) F(1) des tableaux de dimension m/2 x n

if m =1 then F[0] < P[0]; return F

for i from 0 to m/2 — 1 do P[] « P[2i]; PW[i] < P[2i + 1]
FO) + FFTbis(P©) n,m/2); FM) < FFTbis(PM n,m/2)
for i from 0 to m/2 — 1 do

for j from 0 to n —1 do v[j] +- 0

for j from 0 ton —1 do

// Multiplier par X?2"/m

// revient & décaler les coefficients ...

if s=1 then k <+ (2ni/m) +j

else k < n — (2ni/m) +j

// ... en tenant compte du fait que X" = —1
// qui modifie le décalage et change le signe
if k& < n then v[k] < sFMi][j]

else v[k —n] < —sFM[i][j]

end

Fli] &+ FO[] +v; Fim/2 4] + FO[] —v

end

return F




que 'on désire effectuer un calcul exact, le plongement dans C ne convient pas.
L’objet de cette section est de proposer un calcul rapide méme dans un anneau
sans racine primitive (comme par exemple Q).

Lemme 4 Soit n = 2* avec k € N*, alors § = X est une racine (2n)iéme
primitive de l'unité dans A[X]/(X™ + 1). Par conséquent X2 est une racine
(n)iéme primitive de l'unité dans cet anneau.

Preuve

0" = —1. Donc 6 est une racine (2n)iéme de l'unité. Montrons que 6 est une
racine primitive. Il suffit d’établir que pour tout 1 <t < 2n, 8° — 1 n’est pas un
diviseur de 0.

Nous effectuons une remarque préalable. Soient p,q deux entiers quelconques,
6P1 — 1 = (67 — 1)(1 + 6P + 6% + ... 4+ 0(4=1P)_ Par conséquent, si #79 — 1 n’est
pas un diviseur de 0 alors 8 — 1 ne ’est pas non plus. D’autre part, 7 —1 = —2
qui est inversible donc pas un diviseur de 0. Posons g = pgcd(t,2n), g s'écrit
2k avec k' < k, donc g divise n. D’aprés la remarque préalable, 9 — 1 n’est
pas un diviseur de 0. D’aprés le théoréme de Bezout, il existe u et v tels que
tu + 2nv = g. Donc :

0 —1|60™ —1=0"0*""" —1=09 -1
Par conséquent, 8 — 1 n’est pas un diviseur de 0.

c.q.f.d. OO0

Produit de polynémes dans un anneau sans racine primitive

P,Q O A[X]/X"+1 PQ O A[X]/X"+1

transformer retrouver
les polynomes P,Q les coefficients de PQ
en P',Q" (dd'=n) a partir de ceux de P'Q'

P',Q" O (A[X]/X2+1)[Y]/Y¢+1
degré des coefficients <d

9= Xzdd'
-1 = _x2d-2d/d"
o g1= -X

P'(w'),Q' (i) O A[X]/X2+1 d' appels récursifs P'Q' (wi) O A[X]/X2+1
0<i<d o 0<ic<d

|p'Q' 0 (A[x]/x2<'+1)[Y]/Y“‘+1|

FIGURE 2.3: Principe du produit de polynémes dans un anneau sans racines
primitives

L’algorithme [21] effectue ’évaluation de P un polynome en Y dans I’anneau
A[X]/(X™+ 1) appliqué aux racines miémes de l'unité (avec m < n) :

o 1’X2n/m7X4n/m, L ’X2(m71)n/m ( mod X" + 1)

-1, - Xn72n/m’ _ Xn74n/m’ i Xn72(m71)n/m ( mod X" + 1)



Observons que seules les m /2 premiéres racines de l'unité sont utilisées dans
I’algorithme. Par conséquent, les degrés des polynoémes ci-dessus sont tous com-
pris entre 0 et n — 1. Cependant la multiplication par les polynémes renvoyés
par les appels récursifs peuvent conduire & des degrés compris entre entre 0 et
2n — 2 ce qui explique le test k < n.

Les opérations dans A[X]/(X™ + 1) sont soient des additions, soient des
soustractions soient des multiplications par une racine qui consistent a effec-
tuer un décalage des valeurs modulo n avec éventuellement un changement de
signe. Toutes ces opérations sont en O(n). Par conséquent, la complexité de
lalgorithme est en O(nmlog(m)).

Produit rapide de polynémes dans un anneau sans racine primitive

L’algorithme 22| utilise I’algorithme précédent afin de faire un produit rapide
de deux polynémes P,Q de degré < n dans A[X]/(X™ + 1) (voir la figure [2.3).
Pour Veffectuer dans A[X], il suffit de doubler n et ainsi d’éviter le modulo.

11 décompose d’abord n en deux puissances de 2 proches ou égales a /n, d
et d’ telles que n = dd'.

— Silog(n) est pair alors d = d’ = /n.

— Si log(n) est impair alors d = v2n et d' = /7.

Puis il calcule des polynomes de degré < d’, P'[X][Y] et Q'[X][Y] appar-
tenant a (A[X]/X2%? 4+ 1)[Y]/X? + 1 vérifiant P[X] = P'[X][X9] et Q[X] =
Q'[X][X1).

Illustrons cette transformation sur n =8 et d =4 et d’ = 2.

SiP=po+p X+...+p; X7 alors :

P’ = (po+p1X +paX?+p3X?) + (ps + ps X +ps X + pr XP)Y

De maniére plus systématique, p;, = > j<dPid+j X J

Il applique la transformée de Fourier rapide dans ’anneau des polynomes
(A[X]/X2 + 1)[Y]/(Y? + 1) pour calculer le produit P'Q’ avec pour racine
2d'ieme primitive X24/4" puis —x?2d-2d/d"

1l reste a retrouver les coefficients de PQ a partir de ceux de P'Q’".

Appelons ¢, le coefficient de PQ dedegréw:c, =D, Ps@t— oiiniy Pslt-
Posons u = ad+bavec 0 < a < d et 0 < b < d. Cette somme peut aussi s’écrire
(avec 0 < hl < d) :

Casa>0
Cuy = Z Z Did+hqjd+i — Z Z Pid+-hdjd+1
i+j=a h-+l=b i+j=d'+a hti=b
+ Z Z Pid+hdjd+1 — Z Z Pid+hdjd+1
i+j=a—1htl=d+b i+j=d'+a—1htl=d+b
Casa=0
R S T D S e
h+l=b itj=d’ h+i=b

- Z Z Did+nqjd+1

itj=d'—1 htl=d+b



Examinons maintenant le coefficient ¢/, du polynéme P’'Q’ (en vertu de notre
choix, le modulo X2¢ + 1 ne s’applique donc pas) :

o= > nd— >, D=

1+j=a i+j=d +a
> O pan X" gjanX) = Y O piann X" gjanX")
itj—a h<d l<d i+j=d'+a h<d 1<d

Son coefficient en X, noté cl , est égal & :

Z Z Pid+nqjd+1 — Z Z Pid+nqjd+1

i+j=a h+1l=b i+j=d’'+a h+1=b

Le coefficient en X9+° du coefficient ¢/, _; (a > 0) est égal a :

Z Z Pid+-ndjd+1 — Z Z Pid+-hqjd+1

i+j=a—1 h+l=d+b i+j=d'+a—1 h+l=d+b

2 : ! /
Par conséquent lorsque a > 0, on obtient ¢, = ¢, , + ¢ 444

Examinons ¢/, _; :

dror= > QO piann X" aanX)= D Qo puarnX"Q gjanX")

i+j=d'—1 h<d i<d i+j=2d'—1 h<d I<d
B O piasn X"} gjariX")
= Pid+h qjd+i
i+j=d’'—1 h<d l<d

car puisque 1 < d' —1et 7 <d —1, il n’est possible que 7 + j = 2d’ — 1.

D’ou :
/
Car—1,d+b = E E Pid+hr4jd+1
i+j=d'—1 h-+l=d+b

A _ . o
Par conséquent lorsque a = 0, on obtient ¢, = ¢4, — €y g4p-

Les trois appels a la FFT se font par 'algorithme [21| tandis que le produit
des évaluations de P’ et de @)’ se fait par un appel récursif.

Analysons la complexité de 'algorithme. Les appels a la FFT cotitent :
O(2dd' log(d")) = O(nlog(n))

Les opérations internes a l’algorithme se font en O(n). Il faut y ajouter appel
récursif. Nous notons T'(n) le temps d’exécution. D’aprés nos observations pour
un certain c :

— Si log(n) est pair T'(n) < enlog(n) + v/nT(24/n)

— Si log(n) est impair T(n) < enlog(n) + /n/2T(2v/2n)

Nous affirmons que T'(n) < e-nlog(n)log(log(n)) pour tout n > ng pour un
certain ng et un certain e.

Démontrons-le par induction. Supposons d’abord que log(n) est pair. Alors :
T(n) < cnlog(n) +/nT(2y/n)

T(n) < cnlog(n) + ey/n(2y/n log(2y/m) log(log(2y/7)))

T(n) < cnlog(n) + 2enlog(2+/n)log(log(2+/n))



Algorithme 22: L’algorithme de Schonhage et Strassen

ProduitSS(P,@,n) : un polyndéme
Input : P,Q, deux polynomes de degré < n a coefficients dans A
Input : n une puissance de 2

Output : PQ, le produit de P et @ dans A[X]/(X"™ + 1)

Data : P',.Q",P”,Q" des polyndomes de degré < d’ a coefficients de degré
< d dans (A[X]/(X?? +1)[Y]/(Y? +1)

Data : PQ’,PQ" des polynéomes intermédiaires

Data : i,j,ij,u,v des indices

Data : FP,FQ,FPQ des tableaux de d’ polynémes en X dans
A[X]/ (X244 1)

Data : d,d’ des puissances de 2 telles que dd’ = n, v une valeur

if n < 8 then return ProduitNaif(P,Q,n)

if log(n) mod 2=0then d<+ /n;d < /n;p+ 2

else d <« \V2n;d « \/n/2;p«4

// 0 la racine (2d')éme dans A[X]/(X?!+1) est le mondme X7

ij0; PP+0;Q +0;P'+0;,Q"+0

for i from 0 to d’ — 1 do

for j from 0 to d—1 do

P'[i][5] + Plij]; Q'li]l5] + Qlij]

// P" Q" sont les polyndmes P’,Q’

u < j + pi div 2d

v < j + pi mod 2d

if u mod 2 =0 then P"[i][v] + P'[i][]; Q"[i][v] + Q'[{][J]

else P"[i][v] « —P'[i][j]; Q"[i][v] <~ —Q"[4][]

ij <15+ 1

end

end
FP « FFTbis(P",2d,d',1); FQ + FFTbis(Q",2d,d',1)
for i from 0 to d' — 1 do FPQ][i] + ProduitSS(F P[i],FQ[i],2d)
PQ" + FFTbis(FPQ,2d,d', — 1)
// 7PQ" est le polyndme P'Q" dans (A[X]/(X24+1)[Y]/Y? —1
for i from 0 to d' — 1 do
for j from 0 to 2d — 1 do
u <+ j —pi div 2d
v < j — pi mod 2d
if w mod 2 =0 then PQ'[i][v] + PQ"[i][j]/d’
else PQ'[il[t] + —PQ"[i][j}/d
end

end
// PQ' est le polyndme P'Q’ dans (A[X]/(X2¢+1))[Y]/Y? +1
for i from 0 to d’ — 1 do
for j from 0 to d — 1 do
w<—di+j
if i = 0 then PQu] < PQ'[0][j] — PQ'[d' — 1][j + d]
else PQ[u] + PQ'[i][j] + PQ'[i — 1][j + d]
end
end
return PQ




T(n) < cnlog(n) + en(log(n) + 2) log(log(2+/n))

T(n) < cnlog(n) + en(log(n) 4+ 2)log((1/2)log(n) + 1)

T(n) < cnlog(n) + en(log(n) 4+ 2)(log((1/2) log(n)) + 1/2)
(avec ng suffisamment grand)

T(n) < cnlog(n) + en(log(n) + 2)(log(log(n)) — 1/2)

T(n) < enlog(n)log(log(n)) + (¢ — e/2)nlog(n) + 2log(log(n))
T(n) < enlog(n)log(log(n))

(avec e > 2¢ et ng suffisamment grand)

Supposons maintenant que log(n) est impair. Alors :

T(n) < enlog(n) + /n/2T(2v/2n)

T(n) < enlog(n) 4+ ey/n/2(2v/2nlog(2v/2n) log(log(2v/2n)))
(n) < enlog(n) + 2enlog(2v/2n) log(log(2v/2n))

(n) < enlog(n) + en(log(n) + 3) log(log(2v/2n))

(n) < enlog(n) + en(log(n) + 3) log((1/2) log(n) + 3/2)
T'(n) < enlog(n) + en(log(n) + 3)(log((1/2) log(n)) + 1/2)
(avec ng suffisamment grand)

T(n) < enlog(n) + en(log(n) + 3)(log(log(n)) — 1/2)

T(n) < enlog(n)log(log(n)) + (¢ — e/2)nlog(n) + 3log(log(n))
T(n) < enlog(n)log(log(n))

(avec e > 2c¢ et ng suffisamment grand)

T
T
T

2.3 Inversion de série formelle

Une série formelle est notée P = >, ypiX ¢, Une série ayant un nombre
infini de coefficients, ceux-ci ne sont pas stockés explicitement mais calculés a la
demande a ’aide par exemple d’une relation de récurrence entre les coeflicients
ou d’une expression symbolique. On fait I’hypothése que ce temps de calcul est
en O(1) et par conséquent & un certain niveau d’abstraction, on peut imaginer
disposer de ces coefficients.

Les séries formelles sont dotées du produit de la maniére suivante :
soit P =3, .ypiX" et Q= ZjeN q; X7 alors PQ = ZkeN(Zi+j:kpiqj)Xk'

Une autre opération fréquente est I'inversion de série.

Lemme 5 Une série formelle P =3, pi X est inversible ssipy est inversible
dans A. Dans ce cas, son inverse Q =, q;: X" est définie inductivement par :

Go=py" €t agn=—q Y GPni
i<n

Preuve
L'inverse Q = ),y q; X" doit vérifier Vi > 0 Ziﬂ.:k pig; = 0 et pogo = 1. La
preuve en découle immédiatement.

c.q.f.d. OO0



Observations. Le coefficient ¢, de I'inverse ne dépend que des valeurs py, . . . ,py.-
Le calcul des n premiers coefficients de l'inverse en utilisant la relation de ré-
currence se fait en O(n?).

Nous allons concevoir un algorithme qui permet d’obtenir les n premiers
coefficients de maniére plus efficace. En vertu de I'observation précédente, on
peut supposer que P est un polynéme de degré inférieur a n.

Soit n = 2*. Décomposons @ l'inverse de P de la facon suivante :

~Q=Qo+Q1+Q2 _ _

- QO = Zi<n/2 X", Ql = Zn/2§i<n ¢ X" et QQ = ZiZn ;X"
Nous allons nous servir deux fois de ’équation : P(Qo + Q1 + Q2) =1
Tout d’abord :
1= PQo = PQ1+ PQ2
En multipliant par Qg :

(1= PQo)Qo = PQoQ1 + PQuQ2

puis en utilisant & nouveau 1’équation :

(1= PQo)Qo = (1 - PQ1 — PQ2)Q1 + PQoQ2

(1= PQo)Qo = Q1 — P(Q1)* — PQ1Q2 + PQoQ>

Puisque (Q1)? et Q2 sont des séries dont tous les termes inférieurs & n sont nuls
et Qo est de degré strictement inférieur a n/2, on obtient :

Q1 = —P(Qo)? tronqué auz coefficients d’indice compris entre n/2 et n — 1

C’est la base de lalgorithme 23] Analysons sa complexité : le coit d'un appel
récursif est dominé par les appels & la fonction Produit. Le cotit d’un produit est
borné par cnlog(n)(loglog(n)) dans le cas des algorithmes les plus performants.
On obtient donc en notant T'(n) le temps d’exécution de 1’algorithme :

T(n)

< enlog(n)(loglog(n)) + c(n/2) log(n/2)(loglog(n/2)) + ... + c¢(1) log(1)(log log(1))
< 2cnlog(n)(loglog(n))

Autrement dit, le cotit d’une inversion de série est du méme ordre que celui du
produit.

Algorithme 23: Un algorithme d’inversion de séries

Inverse(P,n) : un polyndome
Input : P, un polynéme inversible de degré < n une puissance de 2

Output : @, I'inverse de P

Data : ¢ un indice, Qp un polyndéme de degré < n/2
Data : ), un polynéme de degré < n, (Jp un polyndéme de degré < 2n

if n =1 then Q[1] + 1/P[1]; return Q
Qo < Inverse(Pn/2)

Qo < Produit(Qo,Qo,n/2)

Qp + Produit(P,Qq,n)

for i from 0 to n/2 — 1 do Q[i] < Qo[¢]
for i from n/2 to n —1 do Q[i] + —Qs[i]
return @Q




2.4 Division de polynomes

Soient deux polynomes P de degré n et D de degré m < n dont le coeflicient
de plus haut degré est inversible. On désire effectuer la division euclidienne de
P par D :

P=QD+ R

avec deg(R) < m

La division standard requiert O((n —m+ 1)m) opérations soit un coit qua-
dratique dans le pire des cas. Nous allons maintenant améliorer cet ordre de
grandeur par des manipulations algébriques. On divise ’équation précédente

par D ce qui nous donne :
P 0+ R
D D
On applique cette égalité & X = 1/T ou T est une nouvelle variable, puis on

multiplie ’équation par T"~™ ce qui nous donne :

T"P(1/T)
TmD(1/T)

T"R(1/T)

=T"""Q(1/T) + TmD(/T)

Dans cette équation tous les numérateurs et les dénominateurs sont des
polynomes et 7 D(1/T) a pour terme constant, un coefficient inversible. Enfin
T™R(1/T) est divisible par n — m + 1. Par conséquent :

TV ™Q(1/T) = T"P(1)T)(T™D(1/T))"" (tronqués auz n—m premiers coefficients)

A partir de T"™Q(1/T), @ s’obtient par inversion des coefficients puis
R =P—QD. Cest qu'effectue I'algorithme [24] La complexité de cet algorithme
est dominée par le dernier produit en O(nlog(n)log(log(n))).

Algorithme 24: Un algorithme de division de polynémes

Division(P,D,m,n) : deux polyndmes

// tous les polyndmes sont stockés

// comme des polyndmes de degré <n

Input : P, un polynoéme inversible de degré < n
Input : D, un polynéme inversible de degré < m <n

Output : Q,R, les polynoémes quotient et reste de la division P/D

Data : i un indice
Data : D', D”,QQ",QD des polyndomes de degré < n

for i from 0 to n — 1 do P'[i] + P[n — i
for ¢ from 0 to m — 1 do D'[i] <~ D[n —{]
D" + Inverse(D',n —m)

Q' + Produit(P’,D",n —m)

for i from 0 ton —m — 1 do Q[i] + Q'[n —1]
QD + Produit(Q,D,n)

for i from 0 to m — 2 do RJ[i| + P[i] — QDJi]
return Q,R




Chapitre 3

Compression de données

Ouvrage recommandé : [Nelson et Gailly]

3.1 Eléments de la théorie de 'information

L’entropie

Essayons de définir la valeur, v(p) d’une information de la réalisation d’un
événement futur en fonction de sa probabilité d’occurrence p. Un événement
certain n’apporte pas d’information donc v(1) = 0. Plus généralement, plus
un événement est rare, plus grande est sa valeur. Par conséquent, v doit étre
décroissante et par conséquent positive. Puisque cette valeur est relative, nous
affectons arbitrairement la valeur 1, & un événement qui a une chance sur deux
de se réaliser (v(1/2) = 1).

Quelle peut étre la valeur v(pp’) d’'un événement de probabilité d’occur-
rence pp’ ? Cet événement est équivalent & la conjonction de deux événements
indépendants ayant respectivement une probabilité d’occurrence p et p’. Par
additivité, puisque l'occurrence d’un des deux événements ne modifie pas la
probabilité de 'autre, on conclut que cette valeur est v(p) + v(p’). Par consé-
quent, v(pp’) = v(p) + v(p")-

Posons f(z) = v(27%) pour z > 0, on a immédiatement f(z+y) = f(z)+f(y)
et f(1) = 1. Un raisonnement arithmétique entraine f (%) = % et par croissance
de f, on conclut que f(z) = x et donc v(z) = —log(z) o la base du logarithme
est 2.

Soit maintenant une variable aléatoire (v.a.) discréte X a valeurs dans l’en-
semble {e1, ... ,e,} et telle que Pr(X = e;) = p;. Quelle peut étre la valeur d’un
tirage de X sans en connaitre le résultat ? Cette valeur est la valeur de chacun
des événements pondérée par sa probabilité d’occurrence. Autrement dit H(X),
qu’on appelle 'entropie, est définie par :

H(X)=- Zpi log(p:)

Observons qu’on peut admettre dans cette formule des p; nuls puisque :
lim, ¢ 2 log(z) = 0. Notons aussi que :

H(X) = —E(log(p(X)))
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ou la fonction p associe & un événement sa probabilité d’occurrence.

Changer d’échelle revient & changer la base du logarithme. Aussi on note
Hp(X) = =X pilogp(p;) avec D > 1. On notera aussi H(p) l'entropie
d’une v.a. de distribution p.

L’entropie conditionnelle

Nous introduisons a présent un ensemble de notions qui complétent le concept
de base. Soit un couple de v.a. (X,Y) et soit p; ; = Pr(X =z; A\Y =y;). On
note px; = ». i Dij la probabilité marginale de X. L’entropie conditionnelle
mesure la quantité d’information apportée par Y, connaissant X.

Définition 4 Soit (X,Y) un couple de v.a.. L’entropie conditionnelle H(Y|X)
est définie par :

HOYIX) = S HOX =2 = = s 3 2 tog (B2 ) == 5 o (22
’ : i o i\j i

px PXxi

La proposition suivante justifie 'intuition qui conduit & I’entropie condition-
nelle.

Proposition 8 Soit (X,Y) un couple de v.a.. Alors :
H(X,Y) = H(X) + H(Y|X)

Preuve
H(X.)Y)= -3, ,pi;log(pi;)

Pij

= =X, piglog (22) = 5, piglog(pxi) = H(Y|X) + H(X)

c.q.f.d. OO

L’entropie relative
L’entropie relative vise & établir une distance entre deux distributions sur le
méme ensemble d’événements.

Définition 5 Soient p et p' deuz distributions sur le méme ensemble d’événe-
ments X. L’entropie relative D(p||p’) de p' par rapport a p est définie par :

p(z) p(X)
' (x) p'(X)

D(pllp) = > p(x)log(

zeX

) = E(log( )

ot X est une v.a. de distribution p.

Observons que D(p||p’) # D(p'||p) et d’autre part que D(p||p’) peut étre égal
a +oo dans le cas d'un événement x tel que p(z) # 0 et p'(z) = 0. Cependant
la proposition suivante souligne 'intérét de I’entropie relative.

Proposition 9 Soient p et p' deux distributions sur le méme ensemble d’évé-
nements X. Alors : D(p||p’) > 0 avec l’égalité ssi Vo € X p(x) = p'(x)



Preuve

On suppose sans perte de généralité que Vo € X p(z) > 0.
D(p|lp') = = X ,cx p(x) log(BE) > —log(3, o p(2)5E)
par convexité de — log.

= —log(X,en (7)) =0

Puisque — log est strictement convexe, I’égalité n’a lieu que si Vo € X p(x) =
P (z).

N>

c.q.f.d. QOO

L’information mutuelle
L’information mutuelle caractérise l'information associée a l'interaction de
deux v.a.

Définition 6 Soient X et Y deuz v.a. de distribution jointe p(z,y) et de dis-
tributions marginales px (x) et py (y). L’information mutuelle de X et Y, notée
I(X;Y) est définie par :

I(X;Y) = D(pllpxpy)

La proposition suivante justifie I'intuition associée a I'information mutuelle.
Elle démontre aussi que le conditionnement diminue ’entropie d’une v.a.

Proposition 10 Soient X et Y deux v.a., alors :
I(X;Y) = H(X) - HX|Y) = HY) - H(Y|X)
Par conséquent, H(Y') > H(Y|X) avec égalité ssi X et'Y sont indépendantes.

Preuve
[(X:;Y) =3, , p(ey) log( P50 ) = 30, p(a,y) log(E2Y))
= =Y., P@y)logpx () + 3, , p(x,y) log(p(z|y))

=2, px(z)log(px () + 32, , p(z.y) log(p(z[y))
= H(X) - H(X|Y)

c.q.f.d. QOO

Maximisation de I’entropie
Etant donné un espace d’événements, il est intéressant de connaitre la dis-
tribution qui maximise ’entropie.

Proposition 11 Soient X une v.a. & valeurs dans X (fini). Alors H(X) est
mazimal ssi X est équirépartie sur X .

Preuve

Notons X = {x1,...,2,} et p; = Pr(X = x;). Soit Y une v.a. équirépartie sur
X de distribution u. Alors :

0 < D(pllu) = X i<, pilog(pin) = >« pilog(pi) +log(n) = H(Y) — H(X)

c.q.f.d. OO0



L’entropie d’'une v.a. dans un espace dénombrable est définie de la méme
fagon que dans le cas fini. Cette entropie peut étre infinie. Cependant si on fixe
la moyenne de la v.a., on obtient le résultat suivant.

Proposition 12 Soient X une v.a. (avec p; = Pr(X = 1i)) a valeurs dans N

de moyenne p = ﬁ avec 0 < p < 1. Alors H(X) est mazimal ssi X a une

distribution géométrique p; = p'(1 — p). Dans ce cas :

H(X) = (p+1)log(u+1) — plog(n)

Preuve
Soit Y de distribution géométrique g; = p(1 — p).
H(X) = - ZieNPi log(pi) = = > ien pilog(Ergi) = —=D(pllg) — >-;enpilog(gi)

< =Y ienpilog(p'(1—p))

= — > enipilog(p) —log(1 — p)
= ZzGNigleg() log(1 - p)
= =2 ien9ilog(p'(1 —p))
=H(Y)

H(Y) == ,enp' (1 —p)log(p'(1 —p))

= — > ien ' (1 = p)log(p) = >, 1’ (1 — p) log(1 — p))

= —plog(p) —log(1 — p) = —p(log(p) — log(p + 1)) + log(p + 1)
(carp= 1)

= (u+1)log(p + 1) — plog(u)

c.q.f.d. QOO

Entropie et flux d’informations

Les flux d’informations que nous considérons dans la suite sont définis par
une distribution d’occurrences des caractéres de 'alphabet d’entrée. Il s’agit
évidemment d’une simplification car I'occurrence d’un caractére dépend généra-
lement des caractéres qui sont déja apparus (par exemple une consonne a plus
de chances d’apparaitre aprés une voyelle qu’aprés une consonne).

Proposition 13 Soient X1,...,X,,... une suite de v.a. mutuellement indé-
pendantes et identiquement distribuées sur un espace d’événements fini X (de
distribution p), alors :

lim (—1/n)log(p(Xy)...p(X,)) = H(p) presque sdrement

n—oo
Preuve
C’est une conséquence immédiate de la loi forte des grands nombres (théoréme |5)
appliquée aux v.a. —log(p(X1)),. .., — log(p(X,)),. .. puisque ces variables ont

une moyenne finie.

c.q.f.d. QOO

3.2 Codes

Un code est associé & une v.a. X. L’objectif visé est le codage efficace d’in-
formation (l’occurrence des événements) en fonction de leur probabilité d’occur-
rence.



Définition 7 Soit ¥ un alphabet et X une v.a. & valeurs dans X. Un code C
est une fonction de X dans X*.

Lefficacité d’un code C se définit naturellement par le nombre moyen de
caractéres utilisés.

Définition 8 La longueur moyenne d’un code C' pour X wune v.a. a valeurs
dans X dont la distribution est donnée par p(x) avec x € X est définie par :

L(C) =) p()|C(x)|

reX

Un code doit étre décodé! Formaliser cette propriété n’est pas difficile. On
étend d’abord la fonction C' & une fonction X* dans ¥* par concaténation des
codes.

Définition 9 Un code C est uniquement déchiffrable si la fonction (étendue)
C' est injective.

Les codes standard qui associent par exemple un mot différent de longueur
fize a chaque événement sont uniquement déchiffrables. Ne tenant pas compte
de la v.a. X, ils ne sont généralement pas optimaux. Parmi les codes unique-
ment déchiffrables de longueur variable, les codes préfixes sont particuliérement
intéressants.

Définition 10 Un code C' est un code préfize siVx #y € X, C(x) n’est pas un
préfize de C(y) et vice versa.

La démonstration qu’un code préfixe est uniquement déchiffrable est immé-
diate par récurrence sur la longueur de la séquence & coder et laissée au lecteur.

Avant de proposer des codes efficaces, établissons d’abord un résultat fon-
damental qui démontre que la recherche de codes efficaces peut se limiter aux
codes préfixes.

Théoréme 1 (de McMillan) Les longueurs des mots d’un code C' unique-
ment déchiffrable vérifient l'inégalité suivante, dite inégalité de Kraft :

Z || le@ <

zeX

De plus, étant donné un code C qui vérifie cette inégalité, il est possible de
construire un code préfize C' avec les mémes longueurs de mots.

Preuve

Dans la suite, on note D = |X]| et I(0) = |C(0)| pour o € X*. Soit k un entier
non nul, on observe que le nombre de séquences o € X* dont le code est de
taille n, est inférieur ou égal a D™.

—I(x k —l(x —l(xg —l(o
(ZIGXD i )) :Z$1€X"'ka€XD i 1)D i k):ZGGX’“D i)

Posons maintenant a(m) < D™ le nombre de séquences o € X% telles que
l(o) =m et Ly = max(l(x) | z € X). On a par définition :
Zaexk Do) — Zkl"t,a:ﬂ a(m)D‘m < Z:iz({x DmD=™ = k[,

m=1



Par conséquent :
V>0 3, o D7) < (klygs)/*

En passant & la limite lorsque k tend vers I'infini, on obtient :

Z Dfl(x) <1

reX

Rangeons les événements 1, . . . ,x,, par [(x;) croissants. Sans perte de généralité,
posons X = {0,1,...,D —1}. On définit les mots du code préfixe par induction :
- C(l‘l) = Ol(xl).
— Soit C(x;) = a1...q(,) et soit j < I(x;) le plus grand indice t.q. a; <
D — 1 alors C(wi41) = @y ...  + 1(0)/ @) =7,
Si cette construction se termine, montrons qu’il s’agit d’un code préfixe. La
preuve se fait en établissant par induction qu’aprés I'attribution du code de x;,
on a pour tout a < b <7 :

1. C(z4) <iex C(xp) oU <je, désigne lordre lexicographique.
2. FJu <l(zq) Clag)[u] < C(xp)[u]

Considérons 'itération ¢ 4+ 1 et soit a@ < i. Par construction, C(x;) <jex C(2i+1)
ce qui établit la premiére propriété : C(zy) <jer C(zi+1) puisque <je, est un
ordre.

Sia =i, alors C(z;)[j] < C(zi4+1)[j] out j est I'indice utilisé dans la construc-
tion de C(x;41). Si a < 4, par hypothése d’induction, Ju < I(z,) C(z4)[u] <
C(z;)[u] et choisissons le plus petit u. Puisque C(x,) <jer C(z;), pour tout
s < u, C(xy)[s] = C(x;)[s]- Siu < j, alors C(z,)[u] < Clx;)[u] < C(zit1)[u]-
Siu > j, alors C(z,)[j] = C(z:)[j] < C(xs41)[j]. Ce qui établit la deuxiéme
propriété.

Il reste & vérifier qu’on a pu trouver un tel j a chaque étape. On identifie
Uézgm 3% a Parbre de profondeur /,,,, oit chaque sommet interne a D fils. Un
mot a; ...ay correspond au sommet atteint en suivant depuis la racine le fils oy
puis le fils as, etc. Le nombre de feuilles de cet arbre est D'mas. Un sommet a
hauteur h a D'me=—" feuilles dans son sous-arbre. Les sommets associés au code
préfixe ne partagent pas leurs feuilles mais les feuilles couvertes par les codes
qu’on a pu construire sont contigués (voir la figure [3.1)). Supposons maintenant
que la construction se bloque avec C(z;) = D% et i < n. Toutes les feuilles
sont couvertes. Donc :

ngi Dimaz—l(z;) — Dlmaz

D’ou :

ngi D-=zi) —1q

Puisque cette somme est partielle, cela contredit l'inégalité de Kraft.

c.q.f.d. OO0

Nous généralisons le résultat précédent au cas d’un code infini.

Théoréme 2 Les longueurs des mots d’un code C' dénombrable uniquement
déchiffrable vérifient l'inégalité suivante, dite inégalité de Kraft :

Z |Z|—\C($)| <1

zeX



1(x,)=1,1(x,)=3,1(x4)=3
000

00
001

010
01
011

100
10

101

110

A/

AAA A

11
111

FIGURE 3.1: Des longueurs au code préfixe

De plus, étant donné un code C dénombrable qui vérifie cette inégalité, il est
possible de construire un code préfize C' avec les mémes longueurs de mots.

Preuve
Soit X = {x1,...} et X, = {x1,...,2,}. C restreint & X,, est un code unique-
ment déchiffrable. En vertu du théoréme précédent, > 12|71¢@1 < 1. Par

passage & limite, >, |B|-lIC@I < 1.

Notons ’alphabet ¥ = {0,1,...,D — 1}. Posons maintenant I; = |C(z;)]. On
définit les mots du code préfixe par induction :

- C(l‘l) =0,

— Soit C(z;) = a1 ...y, et soit j <; le plus grand indice t.q. a; < D — 1

alors C(zit1) = aq ... + 1(0)l+177,

Si cette construction se termine, il s’agit d’un code préfixe. Si lors d’une étape
la construction se bloque alors on aboutit & une contradiction en utilisant la
preuve du cas fini pour 'alphabet réduit aux caractéres examinés.

Nous décrivons aussi une autre preuve qui introduit I'idée du codage arithmé-
tique. Associons au mot du code g . .. oy, Vintervalle I; = [0.a; ... oy,,0.0q ...y, +
D~%[. Les intervalles I1,I5, . .. sont disjoints mais contigus. Si la construction se
bloque a I'étape i, alors |4, I; = [0,1]. En sommant la mesure des intervalles,

on obtient j<i D~% =1 contrairement & I’hypothése.

c.q.f.d. OO0



Nous établissons maintenant une borne inférieure (trés précise) de la lon-
gueur moyenne d’un code qui nous fournit une indication sur la conception de
codes optimaux.

Théoréme 3 Soit C' un code uniquement déchiffrable sur un alphabet de taille
D pour X une v.a. & valeurs dans X. Alors :

L(C) > Hp(X)

De plus, il y a égalité ssi D™Y% = p; pour tout x; € X avec p; la probabilité
d’occurrence de x; et l; la longueur du code associé.

Preuve

Notons X = {x1,...,z,}.

L(C) = Hp(X) = >_;<,, pili + >_;<,, pilog p(pi)
== i<nDi logp (D" + > i<n Pilogp(pi)
Posons r; = ZD% et c= ZKn D~k

i<n

L(C) = Hp(X) = > i<, pilogp(Fr) — logD(C)

= D(p || ) +logp()

>0

en utilisant la positivité de I’entropie relative et I'inégalité de Kraft.

Pour qu’il y ait égalité il faut que p = 7 (d’aprés les propriétés de lentropie
relative) et ¢ = 1, ce qui établit D=4 = p;,.

c.q.f.d. OO0

3.3 Le codage de Shannon-Fano

Les résultats de la section précédente nous permettent d’obtenir facilement
un codage quasi-optimal et une suite de codes asymptotiquement optimale. Soit
lalphabet d’entrée X = {x1,...,x,}, p; la probabilité d’occurrence du caractére
x; et D la taille de I’alphabet de codage. Posons I; = [—logp(p;)]. On a :

ZD*II' - ZD*F logp (Pi)] < ZDlogD(Pi) -1

i<n i<n i<n

Par conséquent, les longueurs [; vérifient I'inégalité de Kraft et en appliquant la
procédure de la preuve du théoréme [I} on obtient un code préfixe appelé code
de Shannon-Fano.

Nous majorons (et minorons) la longueur moyenne du code de Shannon-Fano
noté C.

Hp(p = pili=Y_pi[—logp(pi)] <Y pi(—logp(ps) + 1) = Hp(p) + 1

i<n i<n i<n

Il est possible d’améliorer la qualité de cette borne, en considérant le codage
de Shannon-Fano appliqué a des blocs de k caractéres. Soit Cj, un tel code, on
a:

HD(X17 v 7Xk?) < L(Ck) < HD(XD v 7Xk) +1



Puisque Xi,...,X}, sont des v.a. indépendantes, la proposition [§ implique :
HD(Xl, R ,Xk) = HD(Xl) + ...+ HD(Xk) = kHD(p)
Sachant que 'on code k caractéres simultanément :

L(C 1
o) < X < by +
Par passage a la limite,
L
lim (i) = Hp(p)
k—o0

Cette suite de codes est donc asymptotiquement optimale.

3.4 Le codage de Huffman

Soit D la taille de 'alphabet de codage, le codage de Huffman consiste a
construire un arbre D-aire des feuilles vers la racine. Nous le présentons sur
deux exemples avant de développer formellement ’algorithme.

Exemple 1.

Soient z1,...,x5 les caractéres a coder de distribution 0.25,0.25,0.2,0.15,0.15
et choisissons D = 2. Les deux premiéres feuilles de ’arbre sont x4 et x5 qui
correspondent aux probabilités les plus faibles. On affecte & leur pére commun,
disons y; la somme des probabilités de ses fils, ici 0.3. Nous sommes maintenant
en présence de 4 sommets potentiels triés par poids décroissant : y;,r1,T2,23.
On itére le procédé jusqu’a ce qu’il ne reste plus quun sommet : la racine. La
figure présente ’arbre ainsi construit. Le code associé a chaque caractére est
la suite des étiquettes des arétes 0 ou 1.

9 x,(0.15)

© 0.3
/yl( )<X5(0.15) X1=@1

o ¥5(0.55) 1
/ \1x1(0.25) X,=10
Xg=11
0 x,(0.25) X4=900
T yy(0.a8) — X5=001
2 . \

1 X5(0.2)

FIGURE 3.2: Un premier arbre de Huffman

Exemple 2.

Soient x1, .. .,xg les caractéres a coder de distribution 0.25,0.25,0.2,0.1,0.1,0.1 et
choisissons D = 3. Puisqu’a chaque étape nous diminuons la liste des sommets
a examiner de D — 1 (ici 2) nous ne sommes pas certain d’arriver & un sommet
unique. Aussi nous ajoutons des caractéres fictifs a I’alphabet d’entrée de pro-
babilité d’occurrence 0. Le nombre de caractéres a ajouter est précisément 1 —n



mod D — 1 ot n est la taille initiale de "alphabet d’entrée. Dans notre exemple
n = 6, aussi on ajoute un septiéme caractére fictif. La figure [3.3| présente ’arbre
construit.

0 x3(0.2) 0 _ x5(0.1)

x,=1

0 y,(0.5) < 2 y,(0.2) L xs(0.1) xy=2
2 2 X,=00

X1(0.25) X,(0.1) X,(0) 3
2 X,=02
X,(0.25) X5=010
Xs=011

FIGURE 3.3: Un deuxiéme arbre de Huffman

L’algorithme [25] détaille la construction de l'arbre de Huffman. Les struc-
tures de données intermédiaires utilisées sont 7" un tableau de sommets avec les
fonctions CreerSommet, ModifierPoids et ModifierPere et H un tas binaire avec
les fonctions Construire, Inserer, Extraire et Taille. L’algorithme initialise la table
des sommets et le tas binaire (tous les deux avec lattribut poids) a partir de
T le tableau en entrée. Il compléte éventuellement ces structures avec des som-
mets fictifs (de probabilité 0). Puis il itére le procédé décrit plus haut : prendre
les D éléments de poids le plus faible, créer un sommet pére qui cumule les
probabilités et ’ajouter au tas binaire. La construction de l’arbre est obtenue
par la fonction CreerArbre a partir de la table des sommets. La complexité de
lalgorithme est dominée par la gestion du tas binaire en O(nlog(n)).

Par construction, le code ainsi défini est un code préfixe puisque les caractéres
codés sont les feuilles de ’arbre. Nous démontrons maintenant que ce code est
optimal. D’aprés les résultats de la section précédente nous pouvons nous limiter
aux codes préfixes.

Lemme 6 Soit un arbre A dont les sommets internes ont d > 1 fils. Alors ny,
le nombre de feuilles de A, vérifie :

ny modd—-1=1

Preuve

Par récurrence sur la taille de ’arbre. Si ’arbre a un unique sommet qui est une
feuille c’est immédiat. Supposons que ’arbre ne soit pas réduit & un seul sommet.
La racine de 'arbre A a d fils et notons n1,...,nq le nombre de feuilles des sous-
arbres issus de ces fils. Par hypothése de récurrence, n;,—1 mod d—1 = 1. D’ou
ng modd—1=3 ,n;—1 modd—1=d modd—-1=1.

c.q.f.d. QOO



Algorithme 25: L’algorithme de Huffman

Huffman(7T,n,d) : un arbre
Input : T, un tableau de probabilités de dimension n
Input : d, la taille de ’alphabet de sortie

Output : A, 'arbre de Huffman

Data : i,count des indices, p,sp des probabilités
Data : 77 un tableau de sommets
Data : H un tas binaire

count < n

for i from 1 to n do CreerSommet(7”,i,T7i])
Construire(H,T)

for i from 1 to (1 —n) mod (d —1) do

()

count < count + 1
Inserer(H,(count,0)); CreerSommet (7", count,0)

nd
while Taille(H) > 1 do

count < count + 1

CreerSommet(7”,count,0)

sp+ 0

for i from 1 to d do
(4,p) < Extraire(H); ModifierPere(T",j,count)
Sp<—Sp+p

end

ModifierPoids(7T”,count,sp); Inserer(H,(count,sp));

end
A < CreerArbre(T")
return A




Lemme 7 Soient les probabilités p1 > ps > ... > p, avecn mod (d—1) =1,
alors il existe un code préfize optimal C sur un alphabet de taille d associé a ces
probabilités qui vérifie (en notant l; la longueur du code associé a p;) :

- Sip; > pj alorsl; < ;.

— Les d mots les plus longs ont la méme longueur.

— d mots associés aux probabilités les plus faibles partagent le méme pére.

Preuve
Supposons que le code C ne vérifie pas la premiére propriété et échangeons les
codes associés & p; et p;. Soit C’ le nouveau code :

L(C) — L(C") = (pi — pj)li + (pj — pi)lj = (pi — pj)(li = 1;) > 0

contrairement a 'hypothése.

Soit k le nombre de mots les plus longs et notons [ cette longueur.

Supposons que k < d. Puisque k < d on peut regrouper ces mots sous un méme
pére sans modifier I'optimalité et supprimer les noeuds dont le sous-arbre ne
contient plus de mots.

Sik =1 on « remonte » 'unique mot le plus long (ce n’est pas une contradiction
car son poids peut étre nul).

Par conséquent, 1 < k < d. Supposons que tous les sommets internes autres que
le pére des mots les plus longs aient d fils. Considérons 'arbre dans lequel les
mots les plus longs ont été supprimés. D’aprés le lemme précédent, son nombre
de feuilles n’ vérifie n’ mod (d — 1) = 1. Par conséquent, n mod (d — 1) =
n'+k—1 mod (d—1) = k—1 # 0 contrairement a I’hypothése. Par conséquent,
I'un des autres sommets internes a moins de d fils. On peut donc remonter 'un
des mots les plus longs. Ces remontées ne pouvant étre effectuées indéfiniment,
on obtient que pour un certain code optimal k£ > d ce qui établit la deuxiéme
proposition.

Puisque d mots associés aux probabilités les plus faibles ont méme longueur, on
peut par échange ou simple replacement garantir que ces d mots ont le méme
pére sans modifier la longueur du code.

c.q.f.d. QOO

Théoréme 4 Le code de Huffman est optimal.

Preuve

Soient les probabilités py > ps > ... > p,, étant donné un code optimal C' qui
vérifie les hypothéses du lemme précédent on peut construire un code C’ pour
la distribution pi,...,pn—d, Y, _4ei<n, Pi €0 supprimant les d mots associés &
{Pi}n—d<i<n €t partageant le méme pére et en associant ce pére a la probabilité

Zn—d<i§n Di.

Soit un code C| pour pi,...,pn—d; Y, _4ei<n Pi, O0 peut fabriquer un code Cy
pour p; > pg > ... > p, en remplagant le sommet associé a ), <i<n Pi Par un
noeud interne et en lui associant comme fils les sommets associés & {p; }n—da<i<n-
On a immédiatement que I(C1) = I(C]) + >, _4i<, Pi- Par conséquent C’ est
un code optimal sinon on fabriquerait un code C; meilleur que C.



Autrement dit, on peut transformer a son tour C’ pour qu’il vérifie les hy-
pothéses du lemme. Mais ce procédé itératif est exactement ’algorithme de
Huffman.

c.q.f.d. QOO

3.5 Le codage de Shannon-Fano-Elias

Le codage introduit maintenant est « inférieur » au codage de Huffman.
Il a cependant un avantage qui apparaitra lors de la prochaine section. On
note dans cette section lalphabet & coder ¥ = {1,2,...,n} et p;, = p(i) >
0 la probabilité d’occurrence de la lettre i. Par souci de simplification, nous
choisissons un alphabet de sortie binaire.

On rappelle que la fonction de distribution est définie par F'(z) = >_, -, p(y)
et on introduit une fonction de distribution modifiée F(z) = Eg<a: p(y)j— 3p(x).
Puisque les probabilités sont strictement positives, z # y = F(x) # F(y). Ce
qui signifie que F(x) pourrait étre un code de z mais F(z) est un réel et son
écriture dans une base déterminée (ici 2) est potentiellement infinie.

Aussi, nous allons remplacer F(z) par [F ()] ot |z]; désigne la tronca-
ture de z < 1 a ces [ premiers bits aprés la virgule. Par définition :

0

IA

F(z) = [F(2)]i) < 2-1(®)
Choisissons I(x) = [—log(p(x))] 4 1. Alors :
0< F(.r) — LF(x)Jl(x) < 9= l=) < olog(p(z))—1 < p(;)

Par conséquent, - -
LF()]i(z) € |F(x = 1),F ()]
et les codes sont donc uniques.

Il reste & vérifier que ce code est un code préfixe. Soit z1z5...2z un mot
(binaire) du code. On peut lui associer l'intervalle des mots dont il est préfixe a
savoir [z122...21,2122 ... 21 + 2’1[. Le code est préfixe ssi les intervalles associés
sont disjoints. Or :

|F(2) i@y + 27" < F(a) + 27 < F(2) < [F(z + 1) [yt

et le code est préfixe.

La majoration de la longueur du code est immeédiate.

L(C) =Y p(x)([~log(p(x))] + 1) < H(X) +2

Exemple.
Soient 1,....,5 les caractéres a coder de distribution 0.25,0.25,0.2,0.15,0.15. Si =
est une suite de bits, nous notons T la suite infinie zz . ... Le tableau ci-dessous

explique la construction du code.



p(z) F(z) F(z) F(x)enbinaire Il(z) [F(x)]ia
025 025 0125 0,001 3 001
0,25 0,50 0,375 0,011 3 011
0,20 0,70 0,600 0,10011 4 1001
4
4

0,15 0,85 0,775 0,1100011 1100
0,15 1,00 0,925 0,1110110 1110

T W N &

3.6 Le codage arithmétique

Lors de la présentation du code Shanon-Fano, nous avons vu qu’en groupant
les lettres a coder par blocs, il était possible de se rapprocher asymptotiquement
de ’entropie. Cette remarque est valable pour tous les codes qui ont une borne
supérieure de type H(X) 4 « avec « une constante.

Cependant la taille du code croit exponentiellement (|X|* avec b la taille du
bloc) ce qui rend cette méthode impraticable en toute généralité. Le codage de
Shannon-Fano-Elias se généralise de maniére astucieuse et fournit un codage
asymptotiquement optimal avec un cotit de codage et de décodage « modeste ».
Ce codage s’appelle le codage arithmétique.

Supposons que nous appliquions le codage de Shannon-Fano-Elias & un mes-
sage de b caractéres x1xs...xp sur un alphabet ¥ = {1,... n}. Les messages
sont ordonnés par l'ordre lexicographique.

L’algorithme d’encodage maintient la valeur de F~ (1 ... ;) (i.e. la probabi-
lité qu’un bloc de i caractéres soit strictement inférieur a 2 ... 2;) et p(zq ... x;)
la probabilité d’occurence du bloc z; ... z;. Chaque itération repose sur les équa-
tions suivantes :

F_(.Z’l .. ..’Eil‘i+1) = F_(xl .. J)Z) +p($1 .. .wi)F_(xi+1)

p(x1 ... xixip1) = p(z1 ... 2)p(Tit1)

L’algorithme met en oeuvre cette itération. Remarquons que si I'on code le
message entier par un réel, alors le fait que le code soit un code préfixe est
superflu.

Afin de simplifier la présentation du décodage, nous supposons que le mes-
sage est codé par un seul bloc. L’algorithme de décodage repose sur les inéqua-
tions :

F (1)) < F (z1z2) <...<F (z1...2) < C(x1...78)

<
Clxr...ep) < F (z1...06+ 1)< ... < F (z122+ 1) < F~ (21 +1)
ot C(x1...xyp) est le code associé & x1 ... xp.

L’algorithme [27] consiste essentiellement a décoder les caractéres un par un
un en maintenant F'~(xy...2;) et p(x;...x;). Remarquons que dans ’algo-
rithme de décodage, on fournit le nombre de caractéres codés. Ce nombre re-
présenté en binaire est de taille log(b). Puisque lim;,_, o log(b)/b = 0, ceci ne
modifie pas 'optimalité asymptotique du codage.

Les implémentations réalistes du codage arithmétiques sont plus complexes
en raison des problémes de tailles des représentations numériques, de la réalisa-
tion des opérations arithmétiques et de la gestion des blocs.



Algorithme 26: L’algorithme de codage arithmétique

CodageArith(n,b,FF~,T) : une suite de bits

Input : n, la taille de 'alphabet d’entrée, b, la taille d’un bloc

Input : F—, la fonction de répartition stricte de taille n 4+ 1 avec
F~(n+1)=1

Input : T, le bloc de b caractéres a coder

Output : s un réel dans [0,1[ codé par sa partie fractionnaire en binaire

Data : i un indice, p,sp des probabilités
Data : [ un entier

sp+—0;p+1
for i from 1 to b do
sp < sp+ pF~[TVi]]
p+ p(F~[T[i) + 1] = F~[T[i]])
end
sp < sp+p/2
I+ [—log(p)] +1
s < |spli
return s

Algorithme 27: L’algorithme de décodage arithmétique

DecodageArith(n,F~,r,b) : un message

Input : n, la taille de 'alphabet d’entrée

Input : F—, la fonction de répartition stricte de taille n + 1 avec
F-(n+1)=1

Input : r, un réel (en binaire) correspondant au message codé

Input : b, le nombre de caractéres codés

Output : T, un tableau de b caractéres
Data : 4,5 des indice, p,sp des probabilités

sp+—0;p+1
for i from 1 to b do
!
while sp+pF~(j+1)<rdoj<+j+1
T(i) « j
sp = sp+ pF~[j]
p < p(F~[j+1] = F~[j])
end
return T’




3.7 L’algorithme de Huffman adaptatif

Dans cette section, nous nous limitons & un alphabet de sortie binaire. L’al-
gorithme de Huffman nécessite de connaitre la fréquence d’occurrence des carac-
teéres et de transmettre cette fréquence (ou l'arbre) afin que le récepteur puisse
décoder la transmission. Si la transmission correspond & un fichier qui a été
préalablement analysé cela ne pose pas de probléme. Si par contre, il s’agit d’un
flux de données dont ’émetteur prend connaissance au fur et & mesure de la
transmission, 1’algorithme de Huffman ne peut s’appliquer.

Une solution conceptuellement simple consiste & maintenir 'arbre de Huff-
man correspondant au flux z;...z; et a 'appliquer au caractére z;y;. Pour
mettre en oeuvre cette solution, il faut résoudre deux problémes d’importance
différente :

— Obtenir le nouvel arbre de maniére incrémentale & partir de I’ancien arbre.

— Gérer la premiére apparition de chaque caractére.

Puisque la construction d’Huffman est insensible au changement d’échelle,
il est plus facile d’associer aux sommets de 'arbre le nombre d’occurrences du
sous-ensemble de lettres associés que la fréquence. D’autre part, on peut établir
la caractérisation suivante.

Proposition 14 Soit un arbre associé a un code préfize tel qu’un sommet u
contienne w(u) > 0 le nombre d’occurrences des caractéres qui se trouvent sur
les feuilles de son sous-arbre. Alors cet arbre est un arbre de Huffman ssi il
eriste une numérotation des sommets uy, ... usn_1 telle que :

- Vi < j w(u;) < w(uy)

- V1 <i<mn, ugy_1 et uy; sont des freres dans ’arbre.

Preuve

Si on dispose de cette numérotation alors on applique ’algorithme de Huffman
en choisissant les sommets 1,2, puis 3,4 et on obtient l’arbre original ce qui
démontre qu’il s’agit d’'un arbre de Huffman. Réciproquement lors de 'exécu-
tion de l'algorithme d’Huffman la numérotation des sommets suit I'ordre de
traitement des paires de sommets (en respectant les poids respectifs des deux
freres).

c.q.f.d. QOO

Supposons maintenant que nous ayons un arbre d’Huffman et que nous aug-
mentions le nombre d’occurrences d’une feuille, disons u;. Nous voulons main-
tenir la propriété énoncée dans la proposition précédente.

— Nous incrémentons w(u;) puis nous le comparons avec w(u;4+1). Si w(u;) >
w(u;41), on recherche le plus grand indice i + k t.q. w(u;4%) a 'ancienne
valeur de w(u;) et on échange wu; et u;y . L’échange signifie que les sous-
arbres issus de ces deux sommets sont échangés. Observons qu’aucun des
sommets ne peut étre un descendant de lautre puisqu’avant la mise a
jour les poids étaient identiques. D’autre part, la propriété est maintenant
vérifiée de 1 a i + k.

— Puis on recommence avec le pére de w(u;) qui doit étre aussi incrémenté.
La procédure s’arréte a la racine.



FI1GURE 3.4: Mise a jour d’un arbre de Huffman

La figure illustre ce procédé qu'implémente la fonction MajHuffman de 1’al-
gorithme 28

Afin de gérer I'apparition d'un caractére manquant, nous ajoutons un ca-
ractére joker, disons 7 avec aucune occurrence en méme temps que le premier
caractére. Chaque fois qu’un nouveau caractére est ajouté, ce sommet devient
un sommet interne avec deux fils : un sommet associé au caractére joker et le
nouveau caractére. Lorsqu’il ne reste plus qu'un caractére & apparaitre, on rem-
place le caractére joker par ce caractére. La figure illustre ce procédé qui est
décrit par la fonction AjoutHuffman de I'algorithme Notons que la fonction
MajHuffman tient compte du caractére 7 afin d’éviter d’échanger le frére de la
feuille associée & 7 avec son pére lors d’une incrémentation.



Algorithme 28: Mise a jour de 'arbre de Huffman

MajHuffman(A,u)
Input : A, 'arbre de Huffman
Input : u, un sommet de ’arbre

Data : v un sommet, ez un booléen

if EstFeuille(u) A Frere(u) = LireFeuille(A,?) then
| EcrireW(u,LireW(u) + 1); u < Pere(u)
end
while u # Racine(A) do
EcrireW(u,LireW(u) + 1)
ex < false; v < u
while LireW(u) > LireW(Suiv(v)) do ex < true; v <— Suiv(v)
if ex then Echange(u,v)
u + Pere(u)
end
EcrireW(u,LireW(u) + 1)

AjoutHuffman(A,a,n)
Input : A, 'arbre de Huffman
Input : a, un caractére, n le nombre de caractéres de I'alphabet

Data : u,v,w des sommets

u < LireFeuille(A4,a)

if v = NULL then

u < LireFeuille(A4,?)

if NbCar(A) < n —1 then
v < Creer(A,a,l)
w 4 Creer(A,?,0)
AjoutFg(u,w); AjoutFd(u,v)

else

| EcrireFeuille(A,u,a)
end

end
MajHuffman(A,u)
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FIGURE 3.5: Apparition d’un nouveau caractére

3.8 Le codage de Lempel-Ziv

L’algorithme de Lempel-Ziv est aussi un algorithme adaptatif. Cependant
son principe est trés différent de 'algorithme de Huffman adaptatif. Nous le
présentons d’abord avec un fonctionnement en deux passes (lecture du message
puis codage) puis indiquons comment modifier I’algorithme pour qu’il travaille
a la volée.

Soit le message m, 1'algorithme découpe le message en mots tous différents
les plus petits possibles. Par conséquent, un mot « reconnu » a forcément pour
plus grand préfixe propre un mot déja reconnu.

Afin de simplifier nos démonstrations, nous supposons que ’alphabet d’en-
trée est un alphabet binaire. Ces résultats se généralisent sans difficulté au cas
d’un alphabet quelconque. On fait aussi I’hypothése que le message se découpe
entiérement (par ajout de bits si nécessaire).

Exemple 1.
Soit I’alphabet X = {0,1}, le message 001010 donne lieu & un découpage en



trois mots : 0, 01 et 010. En généralisant cet exemple, on obtient un découpage
de 2n mots pour le message 0,01,...,(01)"710,(01)" de longueur n(2n + 1).
Cet exemple correspond au cas d’un ratio maximal entre le dernier mot et la
longueur du message.

Exemple 2.

Soit l'alphabet X = {0,1}, le message 0100011011 donne lieu & un découpage
en six mots : 0, 1, 00, 01, 10 et 11. En généralisant cet exemple, on obtient un
découpage de 2" — 2 mots pour le message 0,00, ..., (1)"~10,1" de longueur
(n — 1)2"*! 4+ 2. Cet exemple correspond au cas d’un ratio maximal entre le
nombre de mots obtenus et la longueur du message.

Soit m un message, nous notons ¢(m) le nombre de mots obtenus a partir
de m. Détaillons maintenant le codage de Lempel-Ziv. Le codeur et le décodeur
gérent « simultanément » une table (un dictionnaire) des mots, initialisée avec
le mot vide comme premiére entrée. Le nombre de bits d’un index de cette table
doit étre [log(e(m) 4+ 1)]. Cette quantité n’est connue qu’a la fin du message.
Il est cependant trés facile d’utiliser le nombre de bits correspondant & la taille
courante de la table du codeur qui est la méme lors de ’émission de I'index que
celle du décodeur lors de la réception de l'index.

Chaque nouveau mot reconnu par ’émetteur est un mot de la table étendu
par un bit. Aussi I’émetteur envoie 'index de la table suivi du dernier bit du
mot. Puis il met & jour sa table. Le décodeur lit I'index dans sa table compléte
par le bit qui suit et reconstitue le mot ; il actualise a son tour la table.

Lorsque le flux se termine, la derniére partie du message ne correspond pas
nécessairement & un nouveau mot. Aussi I’émetteur le compléte par des bits pour
en faire un nouveau mot et indique la fin du codage. Pour indiquer qu’il s’agit de
la fin du codage, il suffit de répéter la premiére entrée (0,m[1]), soit [log(c(m)+
1)] +1 < [log(n) 4+ 1] + 1 bits supplémentaires. On termine la transmission en
envoyant le nombre n de bits significatifs du message. Calculons un majorant du
codage du message. La longueur d’un nouveau mot est au plus égale a v/2n (voir
Pexemple 1), la répétition de la premiére entrée et la transmission de la longueur
du message conduit a 2[log(n)+1]+1 bits supplémentaires. Le majorant (appelé
B) est donc :

B = c(m)[log(c(m) + 1)] + v2n + 2[log(n) + 1] + 1

On suppose que 'occurrence des bits est régie par une distribution de pro-
babilités p sur {0,1}. L’inégalité suivante est la clé de 'optimalité asymptotique
du code.

Proposition 15 (Inégalité de Ziv) Soit m = x; ...x, un message binaire et
Y1592, - - - Ye(m) la suite de mots reconnus dans m. On note c¢; le nombre de mots
y; de longueur [. Alors :

Z ¢ log(e) < — Z log(p(xi))

leN i<n

Par conséquent :

1
lim sup — Z cilog(e) < H(X) avec probabilité 1

n—oo 1eN



Preuve
La probabilité d’occurrence d’un mot y; est le produit des probabilités d’occur-
rence de ses lettres. Donc :

= 2i<n 108(P(2i)) = = 3 i< o(m) log(p(y;))
—2ien Z\yﬂ:l(l/cl) log(p(y;)) 2 = Xien IOg(Z\yH:l(l/cl)p(yj))

en vertu de la convexité de — log

Or puisque tous les y; sont distincts Zlyjlzl p(y;) < 1. Puisque la fonction — log
est décroissante :

- Zign IOg(p(xi» > = ZleN a IOg(l/cl) = ZleN a IOg(cl)

La deuxiéme inégalité s’en déduit a Paide de la proposition [I3]

c.q.f.d. QOO

Cette inégalité est remarquable car le code de Lempel-Ziv ne semble pas
tenir compte de 'occurrence des bits. Remarquons déja que le terme gauche est
« proche » de la taille du message codé. La suite des propositions consiste a
démontrer que ce terme est asymptotiquement égal a cette taille, ce qui établira
Poptimalité asymptotique du codage.

Nous établissons d’abord une borne sur le nombre de mots obtenus en fonc-
tion de la taille du message & coder. Le point important est que la « production
de mots par bit » tend vers zéro quand la longueur du message tend vers l'infini.

Proposition 16 Soit m un message binaire de longueur n et ¢(m) le nombre
de mots reconnus dans m. Alors :

c(m) < avec limy,—yoo€n = 0

~ (1 —ep)log(n)
c(m

Dot : limp 00—~ =0

Preuve

Soit ny, = 2521 j20 = (k — 1)2F*! + 2. L’exemple 2 montre le pire découpage
possible pour un mot my, de longueur nj. Dans ce cas :

c(my) = 2k — 2 < 2k < .

Soit maintenant nj < n < ngy1. On pose n = ny + A avec A < (k + 1)2F+1,
Alors le pire découpage est obtenu a partir de celui de ny, en ajoutant |A/(k+1)]
mots. Par conséquent, c(m) < 25 + 2 = 2.

On cherche maintenant a estimer 1’ordre de grandeur de k.

Tout d’abord k < log(ng) < log(n).

D’ou :

n < ngppr = k282 4+ 2 < (k +2)25+2 < (log(n) + 2)2k+2

Par conséquent :

k+2> log(m)

D’ou : k —1 > log(n) — log(log(n) +2) — 3

_ (1 i 10g(10%§;()$2))+3) log(n)

<(1- %)bg(n) pour n > 4

< (1 tosliostil ) jog ()
11 suffit alors de poser : €, = min(0.5,%)

(0.5 est introduit afin d’éviter une division par zéro)



c.q.f.d. OO0

Le proposition suivante utilise la maximalité de la loi géométrique pour I'en-
tropie & espérance constante.

Proposition 17 Soit m = x1...x, un message binaire et y1,y2, .- - Ye(m) la
suite de mots reconnus dans m. On note ¢; le nombre de mots y; de longueur (.

Alors : (m)
c(m
lims 1 <l 1
im sup og(c(m)) < limsup — - ch og(cy)

n
n—00 n—00 IeN

Preuve
+ Dien alog(a) = ZleN ¢ log( 3:2) )

= @ log(c(m)) + T ZleN oy 108 ()

Introduisons une v.a. U & valeurs sur les longueurs telle que Pr(U = l) = (‘;’n)
On observe que E(U) =),y % = (m) D’aprés la proposition
H(U) < (55 + 1) log(zs + 1) — (2 log(525)
=(gm + )Uog(gé%7‘+'1)Aflog(pé;)) 4—log(gé%5)
= (7 + D log(22 + 1) + log (%)
En substituant H(U) par sa borne :
2 log(e(m)) = & Ciey @ log(er) + S H(U)
< 3 N aalog(er) + (G2 + 1) log(42 +1) + < log( )
Poson(s )

_ cm 1
=" = (1—e,,) log(n)
On a :lim, .oz =0
Donc : limy, oo (x + 1) log(x + 1) = 0 et lim,, 0o —z log(xz) =0
Ce qui établit la proposition.

c.q.f.d. OO0

Proposition 18 Le codage de Lempel-Ziv est asymptotiquement optimal. Au-
trement dit : l

limsup ——= (m) < H(X) avec probabilité 1

n—o00 n
avec X la v.a. associée & l'occurrence des bits, m un message aléatoire de lon-
gueur n et I(m) la longueur du code associé a m.

Preuve
Le nombre de bits transmis pour un message m de longueur n est borné par :
B = c¢(m)[log(c(m) +1)] +v2n + 2[log(n) + 1] + 1

D'une part, on observe que lim,_,o, 2 — (;") log(e(m)) = 0.
D’autre part, en combinant les propositions [I5] et [I7, on a :
limsup,_, . < log(c(m)) < H(X) avec probabilité 1

n

c.q.f.d. QOO



3.9 Loi forte des grands nombres

Rappelons quelques faits élémentaires sur les probabilités que nous utilise-
rons sans le préciser :
— Soit {A;}ier une famille finie ou dénombrable d’événements alors
Pr(Uer 4i) < Xier Pr(4s)
— Soit {A;}ien une famille croissante (resp. décroissante) d’événements alors
Pr(U;er As) = lim;_, o0 Pr(A;) (vesp. Pr((;e; As) = limi_,oc Pr(Ay)).
Etant donnée des v.a. X1,...,X,,... de méme loi et mutuellement indépen-
dantes, la loi forte des grands nombres affirme que ’ensemble des suites obtenues
par réalisation des v.a. M, = (1/n) >, ., X& qui convergent vers m, la moyenne
de la loi, est de mesure 1. Le lemme ci-dessous est une forme « probabiliste »
de critére de Cauchy.

Lemme 8 Soient X1, ..., X, desv.a. mutuellement indépendantes avec E(X;) =
m; et Var(X;) = v;. Posons S = Y .., Xi, E(Sp) = smyp = Y ... m; et
Var(Sk):svk:ZiSkvi. Soitt>1: B

1
Pr( \/ (Sk — smk)2 > tzsvn) < 2
k<n
Preuve

Nous notons x la probabilité que 'on cherche & majorer. Nous exprimons x d’une
autre fagon. Soit Yy la v.a. définie comme la fonction indicatrice de I’événement :

\/ (Spr — smy)? < t2sv, A (S — smy)? > t2sv,

k' <k
Autrement dit, Yy indique que Sy est la premiére somme & vérifier I'inégalité du
lemme. Par définition >~ ., Y € {0,1} et

z=Pr() Yi=1)=E()_Y)

k<n k<n

Puisque (3., Yi)(Sn — smp)? < (S, — smy,)?, on a:

Z E(Yi(S, — smp)?) = E((Z Yi)(Sp — smp)?) < sv, (3.1)

k<n k<n

Posons :

Uk = (S — smy) — (Sg —smg) = > Xp —mps

k<k'<n

E(Yk(Sn — smn)2) = E(Yk(Sk - smk)z) + QE(YkUk(Sk — Smk)) + E(YkUlz)
D’apreés la définition de Uy, cette variable est indépendante de Yj(Sy — my)
et par conséquent F (YU (S — smy)) = E(Uk)E(Yx(Sk — smy)) = 0 puisque
E(Ui) = 0. Donc : E(Y3,(S, — smy)?) > E(Yi(S, — smg)?).
Mais Yy # 0 implique (Sy, — smy)? > t2sv,. Dot : Y3,(Sk, — smy)? > Yit?sv, et
par passage a lespérance E(Y (S, —smy)?) > E(Yi.(Sk—smy)?) > E(Y;)t?sv,,.
En sommant l'inégalité précédente et en utilisant I'équation [3.] on obtient :
svp > 3o B(Ye(Sn — smp)?) >3, o, E(Yi)t?sv, > at?sv,
ce qui permet de conclure. -



c.q.f.d. OO0

Lemme 9 (Critére de Kolmogorov) Soient Xi,...,X,,... des v.a. mutuel-
lement indépendantes avec E(X;) = m; et Var(X;) = v;. Posons S, = Y, .. X,
E(Sk) = smy =, mi et Var(Sy) = svi, = Y, Vi- -
Supposons que Y, 15 < 00. Alors :

. Sk — smy .
lim ——— =0  presque sdrement
k—o0
Preuve
Notons w une réalisation des v.a. X1,...,X,,.... Notons A I’ensemble des réa-

lisations w telles que la suite Sk(w)—smy converge vers 0. A = (o Aq avec

Ag={w| Ik e NVK >k |M\ < d~'}. Pour parvenir & la conclusion
du lemme, il nous suffit de démontrer que Pr(A,) = 1. Introduisons maintenant
Agg = {w | VK >k |22 | < =1} Onoa: Ay = Uy Aas. Pour démon-
trer que que Pr(Ay) = 1, il nous suffit d’établir que pour tout £ > 0, il existe
un k tel que Pr(Agqr) > 1—¢.

Appelons By, = {w | Ik € N 2" < | < 20 A |W| > d~1}. Puisqu’au
dénominateur, on a substitué a k, 2"~ < k on a (Uh’zh Bh/) C Ayon-1. Dot
Pr(Agaon-1) > 1=~ Pr(By ). Sinous démontrons que ), .y Pr(By) < 0o,

le lemme est établi.

Appliquons le lemme précédent avec t = df/’%.

On obtient Pr(By,) < d?272"*25p,,. Par conséquent :
Shen Pr(Bu) < X en 2722 30, on vk

=4d? Y en Uk Yoo, 2770 S 8d? Yoy B < 00,
c.q.f.d. QOO

Lorsque les variables X} sont identiquement distribuées et ont une va-
riance finie la loi forte des grands nombres est une conséquence immeédiate
du lemme précédent. Pour I’établir sans hypothése sur la variance, nous nous
appuyons sur le lemme suivant.

Lemme 10 (Borel-Cantelli) Soient Aj,...,Ag,... des événements qui véri-
fient >, oy Pr(Ag) < co. Alors :

PT(ZlAk <oo)=1

keN

Autrement dit, presque stirement seul un nombre fini d’événements A est si-
multanément réalisé.

Preuve

Appelons B I'événement ), 14, < oo (un nombre fini d’événements Ay est
simultanément réalisé).

Appelons B,, = ﬂkz” A (aucun des événements Ay, pour k > n n’est réalisé).
On observe que B,, est une suite croisante et B = UneN B,.



Il nous suffit donc de démontrer que pour tout € > 0, il existe un n tel que
Pr(B,) >1-—=.

Or Pr(B,)>1—=73%,., Pr(Ag).

Puisque la série Y, . Pr(Ay) converge, la conclusion est immédiate.

c.q.f.d. OO0

Théoréme 5 (Loi forte des grands nombres) Soient X1,...,X,,... desv.a.
mutuellement indépendantes de méme loi avec E(X;) = m. Posons S, = Y. .. X,
alors : -
. Sk .

lim — —m =0 presque sdrement

k—oo k
Preuve
Introduisons deux nouvelles familles de variables Uy et Vi telles que X, =
Up + Vi. Uy = X, si | Xgx| < k et Uy = 0 sinon. Démontrons que presque
strement seul un nombre fini d’événements Ay = {Vj # 0} est simultanément
réalisé. La distribution des v.a. X,, est définie par la fonction de répartition F.

Notons ay = f:; |z|dF{z}.

Par définition, la moyenne existe si E(]X|) < oo.

Or E(|X|) = >4~ ax- Donc cette série converge.
s ,

Pr(Ve #0) = [C0 dF{z} + [ dF{z} <Y, “H

Par conséquent,

ZkeN Pr(Vy #0) < EkeN ZiZk aliﬂ = ZieN Ekgi a?l = EieN Qi1 < 00

Le lemme de Borel-Cantelli nous permet alors d’affirmer que presque siirement

X} = Uy sauf pour un nombre fini d’indices.

Il nous suffit maintenant de démontrer que

. Zigk Ui N
lim —=—— —-m =0  presque stirement
k—o00 k

Posons vy, la variance de Uy.
Par définition des Uy et des ag, vg < E(U,f) <ay+2as+...+ kag.
Par conséquent,

-2 L : -2
D1 S KT icnian =D aiid s kTP <20 i <00
On a utilisé ici la majoration standard :

Zkzi k=2 < Zkzz(k -1t = Zkzz(k -)t -kt =1/ 1)
Le critére de Kolmogorov s’applique et :

. Zi<k Ui—m;
lim ———————

=0 presque strement avec m; = E(U;)
k—o0 k

. k™
Mais m; = [, dF{x} converge vers m.
Il en est de méme pour mj, = % > i<k mi. Ce qui permet de conclure.

c.q.f.d. QOO



Chapitre 4

Algorithmes d’approximation

Ouvrage recommandé : [Vazirani|

4.1 Généralités

On considére dans ce chapitre des problémes d’optimisation. Une instance
d’un probléme d’optimisation consiste en :
— un ensemble de solutions admissibles
— un colt (resp. une récompense) strictement positif C'(sol) associé a chaque
solution sol dans le cas d’un probléme de minimisation (resp. maximisa-
tion).
La nature des problémes traités garantit qu’il existe une solution optimale sol*
de cotit associé C* > 0.

Etant donné un probléme, un algorithme qui prend en entrée une instance
de taille n et renvoie une solution sol fournit une garantie de performance p(n)
si % < p(n) (resp. % < p(n)) dans le cas d’un probléme de minimisa-
tion (resp. maximisation). On dit plus simplement qu’il s’agit d’un algorithme
d’approximation p(n).

Un schéma d’approximation est un algorithme d’approximation qui prend
en entrée une instance et une valeur € > 0 t.q. pour tout € fixé, 'algorithme est
un algorithme d’approximation . Un schéma d’approzimation polynomial est
un schéma d’approximation qui, pour tout € fixé, s’exécute en temps polynomial
par rapport a la taille de l'instance.

Un schéma d’approximation entiérement polynomial est un schéma d’ap-
proximation qui s’exécute en temps polynomial par rapport a n et a 1/e.

4.2 Le probléme de la couverture de sommets

Soit un graphe G = (V,E), le probléme de la couverture de sommets consiste
a trouver un sous-ensemble de sommets V'’ de cardinalité minimale t.q. toute
aréte soit adjacente & au moins un sommet de V’. Ce probléme est la version
optimisation du probléme de décision N P-complet qui prend en entrée un graphe
et une valeur entiére et renvoie vrai s’il existe une couverture de taille inférieure
ou égale a la valeur.
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Nous proposons un algorithme qui procéde ainsi. Il maintient un ensemble
de sommets initialement vide qu’il enrichit itérativement comme suit. Tant qu’il
existe une aréte non adjacente a I'un des sommets de V| il ajoute les deux som-
mets adjacents a cette aréte a V'. L’algorithme formalise cette procédure
Extraire extrait une aréte arbitraire de I’ensemble considéré et des listes d’aja-
cence des sommets de I’aréte. Supprimer extrait les arétes adjacentes au sommet
entrée de ’ensemble considéré.

Analysons la complexité de cet algorithme. Une aréte est examinée une et une
seule fois soit lorsqu’elle est sélectionnée pour ajouter ses sommets soit lorsqu’elle
est supprimée des arétes a considérer. Par conséquent le temps d’exécution est
en O(|A|) si on utilise des listes d’arétes doublement chainées avec pointeur sur
cellule partagée et pointeur retour depuis la cellule (ce qui permet de sélectionner
et de supprimer une aréte en O(1)).

Analysons son rapport d’approximation. Ceci peut sembler problématique de
prime abord puisqu’on ne connait pas le cotit optimal. Mais comme assez souvent
dans la suite nous allons minorer ce colit. Notons A, les arétes sélectionnées
au début de chaque itération. Elles ne partagent pas leurs sommets. Donc C* >
|Aser]- Or la solution renvoyée a pour coiit 2| Age|. Autrement dit, Ialgorithme
est un algorithme de rapport 2.

Algorithme 29: Un algorithme approché pour le probléme de couverture

Couvrir(G) : sous-ensemble de sommets
Input : G = (V,E), un graphe non orienté
Output : V'’ une couverture des arétes
Data : A’ un sous-ensemble d’arétes
Vi< 0; '+ E
while £’ # () do

(u,v) < Extraire(E’)

V'« V' U {u,w}

Supprimer(FE’,u) ; Supprimer(F’,v)
end
return V'

4.3 Le probléme du voyageur de commerce

4.3.1 Inapproximabilité du probléme général

Ce probléme est intéressant car il nous permet d’établir un résultat d’inap-
proximabilité. Rappelons ce probléme. On se donne un graphe complet dans les
arétes sont étiquetées par des cofits positifs ou nuls. Le cotit d’'un chemin est
la somme du coiit des arétes. Il s’agit de trouver un cycle hamiltonien de cott
minimal.

Théoréme 6 Si P # NP alors pour toute constante p > 1, il n’existe pas d’al-
gorithme d’approximation en temps polynomial et & garantie de performances

p



Preuve

Soit un graphe G = (V,E), on construit le probléme de voyageur suivant V' =V
et c({u,v}) =1 si {u,w} € A" et c({u,v}) = p|S| + 1 sinon. Cette construction
se fait en temps polynomial en fonction de la taille de G.

Soit une solution sol qui comprend une aréte n’appartenant pas a A, alors
C(sol) > p|S|+1+|S] =1 > p|S] (4.1)

Si G posséde un cycle hamiltonien alors C* = |S| sinon d’aprés 'inégalité pré-
cédente, C* > p|S|

Supposons qu’il existe un algorithme d’approximation en temps polynomial et
a garantie de performances p. S’il existe un cycle hamiltonien dans G alors la
garantie de performances et I’équation implique que l'algorithme renvoie le
cycle hamiltonien. S’il n’existe pas de cycle hamiltonien dans G alors la valeur
trouvée est strictement plus grande que p|S| > |S|. Puisque cette réduction
est polynomiale, le probléme du cycle hamiltonien serait décidable en temps
polynomial.

c.q.f.d. OO0

4.3.2 Le probléme avec inégalité triangulaire

On introduit maintenant une restriction naturelle : le coiit représente une
distance et vérifie I'inégalité triangulaire suivante.

Vu,o,w €V e({u,w}) < c({uw}) + c({v,w})

Nous présentons 1'algorithme [30] de conception trés simple qui fournit un rap-
port d’approximation constant. Cet algorithme consiste a choisir un sommet r
arbitraire, construire un arbre couvrant de poids minimal par 'algorithme de
Prim, puis de produire comme tournée la liste des sommets obtenus par parcours
préfixe.

Nous avons illustré sur la figure I} la tournée obtenue afin d’expliquer
pourquoi cet algorithme garantit un ratio de 2. Les distances correspondent aux
distances euclidiennes (ce qui nous évite de toutes les représenter) et vérifient
par conséquent l'inégalité triangulaire. On rappelle qu'un parcours préfixe tra-
verse deux fois chaque arc, une fois explicitement en venant du pére et une fois
implicitement lors du retour de fonction (en supposant une écriture récursive).
La liste des noeuds ordonnés suit ce parcours excepté lorsque le noeud suivant le
noeud courant nécessite de « remonter » au moins le long d’un arc mais dans ce
cas on a substitué & un chemin, une aréte. Aussi, en vertu de I'inégalité triangu-
laire, ’aréte ne peut étre plus longue que le chemin et la tournée obtenue a pour
longueur au plus deux fois la somme des distances des arétes de 'arbre couvrant.
Le retour final & la racine est un cas particulier de ce type de raccourci.

Soit maintenant une tournée de distance minimale. En supprimant la der-
niére aréte, on obtient un arbre couvrant. Par conséquent la longueur de la
tournée est supérieure ou égale a la somme des distances des arétes de I’arbre
couvrant. Ce qui nous permet de conclure. Nous avons représenté sur la figure [1.2]
la tournée de longueur minimale.



Algorithme 30: Un premier algorithme approché pour le voyageur de
commerce

Tournee(G,c¢) : liste ordonnée des sommets
Input : G = (V,E), un graphe non orienté et ¢ un coit des arétes

Output : L une liste ordonnée de V

Data : r un sommet
Data : T un arbre de sommets V'

r < un sommet arbitraire de V'

T < Arbrecouvmin(G,c,r)

L + la liste des sommets de T obtenue par un parcours préfixe
return L

4

;
;/
L.
o

un raccourci

= arc de I'arbre emprunté par la tournée
—— arc de l'arbre non emprunté par la tournée
---------- » arc %e I'arbre parcouru en arriére par le parcours préfixe

= % arc hors de l'arbre constituant un raccourci du parcours préfixe

FIGURE 4.1: Une tournée obtenue par 1’algorithme

FIGURE 4.2: Une tournée de longueur minimale



4.4 Le probléme du couplage maximal

Nous souhaitons améliorer le rapport d’approximation de I’algorithme pré-
cédent. Ceci nécessite la résolution en temps polynomial d’un probléme qui a
son importance propre : le couplage maximal. Afin d’aider & la compréhension
de Talgorithme, nous résolvons d’abord le cas d’un graphe non pondéré.

4.4.1 Couplage maximal dans un graphe

Soit G = (V,E) un graphe non orienté, un couplage est un sous-ensemble M
de E t.q. pour tout e,e’ € M on a eNe’ = (). Le probléme du couplage maximal
consiste a trouver un couplage M t.q. m = |M| soit maximal. Bien entendu,
m < %

Nous cherchons un moyen d’augmenter la taille d’un couplage si celui-ci n’est
pas maximal. D’ou la définition suivante.

Définition 11 Soit M un couplage de G un graphe, un chemin (resp. circuit)
élementaire P = (vo,v1,...,vt) est dit un chemin M -augmentant (une M-fleur)
St :

— 1 est impair

- {U17U2}7{03,U4}, ey {’Ut,Q,’Ut,Q} eM

— vy et vy ne sont pas couverts par M

En notant, EP l'ensemble des arétes de P, on observe que M’ = MAEP (avec
A la différence symétrique) est un couplage t.q. |[M'| = |M| + 1. On a en fait
un résultat plus fort.

Théoréme 7 Un couplage M est maximal ssi il n’existe pas de chemin M-
augmentant.

Preuve

La condition nécessaire est une conséquence de I'observation précédente. Consi-
dérons maintenant deux couplages M, M’ avec |M| < |M’'|. Soit le graphe
G' = (V,M U M’). Tout sommet a au plus deux arétes adjacentes dans G’. Par
conséquent tout composante connexe est soit un chemin élémentaire soit un cir-
cuit élémentaire. Puisque |M| < |M’], il existe une composante C' = vg,v1, . . .,y
(notée comme un chemin ou un circuit) qui contient plus d’arétes de M’ que
d’arétes de M. Soit {v;,v;41} € M'\ M, alors en raisonnant par récurrence a par-
tir de 7 + 1 et récurrence inversée a partir de ¢, on déduit qu’il alterne les arétes
de M'\ M et de M \ M’. Ce ne peut étre un circuit car sinon M et M’ aurait
le méme nombre d’arétes sur C'. Il s’agit donc d’un chemin M-augmentant.

c.q.f.d. OO0

On pourrait donc chercher directement un chemin M-augmentant. Cepen-
dant, ce probléme ne se réduit pas simplement & un probléme d’accessibilité.
Aussi nous allons élargir notre recherche aux promenades M -alternées.

Définition 12 Soit M un couplage de G un graphe, un chemin non nécessai-
rement élémentaire P = (vo,v1,...,v;) est dit une promenade M -alternée si :
— t est impair



~A{vivet{vsval, . v v} €M
— vg et vy ne sont pas couverts par M

Notons que les chemins M-augmentants et les M-fleurs sont des cas particuliers
de promenades M-alternées.

Soient G = (V,E) un graphe et M un couplage, le graphe orienté D(G,M) =
(V,A) est défini par A = {(u,v) | H{u,w} € E\ M A F{w,w} € M}. Notons W
I’ensemble des sommets non couverts par M et W les voisins de W dans G qui
sont couverts par M. Un chemin de v € W a v € W* dans D(G,M) fournit une
promenade M-alternée en complétant le chemin par une aréte de {v,w} avec
w € W et vice versa. Par conséquent, la recherche (en temps polynomial) d’un
plus court chemin de W a W* dans D(G,M) soit nous fournit une plus courte
promenade M-alternée soit établit qu’il n’en existe pas. De plus, un plus court
chemin de W a W* dans D(G,M) a des propriétés particuliéres.

Proposition 19 Soit un chemin P = v,,v1,...,v; dans G obtenu par « dé-
pliage » d’un plus court chemin de W a W* dans D(G,M). Alors soit P est un
chemin élémentaire, soit il existe ¢ < j t.q. i est pair, j est impair, v; = v; et
P =v,,1,... Wji—1 est un chemin élémentaire.

Preuve

Supposons que P ne soit pas un chemin élémentaire et notons j le premier
indice tel qu’il existe ¢ < j avec v; = v;. Si j — i était pair alors P’ =
Vo, U1, « - yVi—1,Uj41, - - - V¢ serait plus court que P. Par conséquent j — ¢ est im-
pair. Supposons que 7 est impair alors v;,v;41 et v;_1,v; appartiendraient a M
et par conséquent v;41 = v;_; contredisant la définition de j.

c.q.f.d. OO0

Résumons la situation aprés la recherche d’un plus court chemin W a W*
dans D(G,M) et son dépliage en un chemin. Il y a quatre cas possibles.

— Il n’existe pas un tel chemin et donc pas de chemin M-augmentant. M est
un couplage maximal.

— Ce chemin se compléte en un chemin M-augmentant dans G.

— Ce chemin se compléte en une M-fleur dans G.

— Ce chemin contient un préfixe de longueur paire P’ = vg,v1,...,v; qui est
un chemin élémentaire suivi d’un circuit élémentaire de longueur impaire
P’ =wv;v1,...,v;. Soit M’ = MAEP' (EP’ ensemble des arétes de P’),
M’ est un couplage de méme taille que M et P” est une M'-fleur.

Il nous reste donc a traiter le cas de 'obtention d’une M-fleur (ou M’-fleur)
lors de la recherche d’un chemin M-augmentant. A cette fin, nous introduisons
une opération relative & deux ensembles XY que nous appelons le repliage de Y’
dans X, noté X/Y et défini par X/Y = X si XNY =0et X/Y = X\YU{Y}
sinon. Cette opération s’étend aux graphes non orientés. Soit G = (V,E) un
graphe et C' un sous-ensemble non vide de sommets, G/C = (V' ,E’) avec V' =
V/C et E' = {{uw} | {u,w} € EA{upv} CV\CHU{{u,C} | {uw} € EAu€
VANCAveCH.

Théoréme 8 Soit C l'ensemble des sommets d’une M -fleur (vo,v1, ... ,v¢), alors
M est un couplage maximal de G ssi M/ = M/C est un couplage mazimal de

G'=G/C.



Preuve

Soit P = wy,...,w, un chemin M-augmentant de G. Puisqu’il a deux extrémi-
tés, nous supposons qu’il ne démarre pas en vg. Si P ne rencontre pas C' alors P
est un chemin M-augmentant de G’. Supposons qu’il rencontre pour la premiére
fois en w; = v; alors wy, ... ,w;_1,C est un chemin M’-augmentant.

Soit P = wy,...,w, un chemin M-augmentant de G’. Si P ne rencontre pas C
alors P est un chemin M-augmentant de G. Supposons qu’il rencontre w; =
C alors puisque C' n’est pas couvert par M, on peut supposer que le che-
min se termine en C. L’aréte {w,_1C} correspond a une aréte {w,_1,v;}. Si

1 est impair, wg,...,Wp—1,V4,Vi+1,-..,v; est un chemin M-augmentant sinon
W, « ,Wn—1,V;,Vi—1, - - - ,Ug €st un chemin augmentant.
(] Wl
0L @ r—
\%
4
v
3
une M-fleur |, V=V,
2
—_— M v,
[ — .
- D M WO Wl
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Nous avons maintenant tous les éléments nécessaires a la conception de I’al-
gorithme 31} L’algorithme augmente par pas unitaire la taille du couplage maxi-
mal. Afin de chercher un chemin M-augmentant (fonction CheminAugmentant),
il construit le graphe orienté D(G,M) et effectue une recherche de plus court
chemin (fonction PlusCourtChemin) dans ce graphe entre les sommets non cou-
verts par M et leurs voisins couverts par M. Si un tel chemin n’existe pas alors
il n’existe pas de chemin M-augmentant. Sinon on le compléte par une aréte
afin d’atteindre un sommet de W. Si le chemin obtenu est élémentaire alors ce
chemin est un chemin M-augmentant et il est renvoyé par ’algorithme. Dans
le cas contraire, on en extrait une M-fleur C' moyennant un réajustement de
M (fonction DiffSym). L’algorithme s’appelle alors récursivement sur le graphe
G/C pour le couplage M/C' et renvoie son résultat aprés un éventuel dépliage
relatif & C' (fonction Depliage).

Analysons la complexité de cet algorithme. La construction du graphe D(G, M)
et la recherche d’un plus court chemin se fait en temps linéaire (i.e. en O(|V] +
|E])). Il y a au plus |V| appels récursifs durant une itération et au plus |V|
itérations. On obtient donc un algorithme en O(|V |*(|V| + | E|)).

Le théoréme qui suit établit un résultat de type min — max (similaire au
résultat de dualité en programmation linéaire) pour le couplage maximal.

Notations. m(G) désigne la taille d’un couplage maximal de G. o(G) désigne le
nombre composantes connexes de taille impaire de G. Soit U un sous-ensemble
de sommets de V, le graphe G — U est obtenu par suppression des sommets de
U et des arétes adjacentes.



Algorithme 31: Un algorithme de couplage maximal

CouplageMax(G) : couplage
Input : G = (V,E), un graphe non orienté

Output : M, un couplage maximal de G

Data : P, un chemin
M+ 0
while True do
P <+ CheminAugmentant(G,M)
if P ==NULL then return M else M « DiffSym(M,P)
end
CheminAugmentant(G,M) : chemin
Input : G = (V,E), un graphe non orienté, M un couplage de G

Output : P un chemin M-augmentant ou NULL s’il n’existe pas

Data : D un graphe orienté
Data : W,W*,C' des sous-ensembles de sommets
Output : P’ un chemin

W {v|BueV {uv} e M}
We«—{v|FueVIweW {uv} e MA{vw} € E}
D < ConstruireD(G,M)

P <+ PlusCourtChemin(D,W,¥*)

if P == NULL then return NULL

// Soit u le dernier sommet de P et we W t.q. {u,w}€F
P+ P w

if P est un chemin M -augmentant then return P
// Soit P=wg,...,vs, j=min{k | <k v; = v}
/] et i<j t.q. v; =v;

M <+ DiffSym(M,(vo,...,vi))

C + {1},‘,. .. ,Uj}

P’ < CheminAugmentant(G/C,M/C)

if P/ == NULL then return NULL

P « Depliage(P’,(vi,...,vj))

return P




Théoréme 9 (Tutte-Berge) Pour tout graphe G = (V,E)

1
= min = (|V Ul - — 4.2
m(G) = min (V] +|U] - o(G ~ 1)) (4.2)
Preuve
Soit M’ un couplage d’un graphe G’, considérons l'intersection du couplage avec
une composante C' = (V(C),E(C)) |E(C)NM’'| < ||C]/2]. En regroupant les
composantes selon la parité de leur cardinalité, on obtient m(G’) < +(|V'| —
o(@")).
Un couplage de G se décompose en un couplage de G—U et un ensemble d’arétes
dont chacune intersecte U. Par conséquent (en servant de I'inégalité précédente),

m(g) < |U]+m(G~0) < U]+ 5(V\U| ~o(@~ 1)) = S (V| +|U] ~o(@~ 1))

Nous démontrons I'inégalité inverse (i.e. 1’égalité) par récurrence sur |V|. Le cas
|[V| = 1 est trivial. Nous supposons que G est connexe car sinon on applique
I’hypothése de récurrence sur chacune de ces composantes et le résultat s’obtient
car le minimum d’une somme de termes est supérieur ou égal a la somme des
termes minimums.

Supposons d’abord qu’il existe un sommet v couvert par tous les couplages de
taille maximale, alors m(G — {v}) = m(G) — 1 et par hypothése de récurrence,
il existe U' C V' \ {v} avec

m(G) —1=m(G —{v}) = %(\V \ {3+ (U] = o(G = U" = {v}))

= %(IV\*1+|U'U{v})|*1*0(G*U'*{v})) = %(IVHIU’U{”J})I*O(G*U'*{v}))*l

Par conséquent U = U’ U {v} convient.

Supposons maintenant qu’il n’existe pas un tel sommet. Par conséquent m(G) <
1|V|. Nous montrons par 'absurde qu'il existe un couplage de taille £ (|V/|—1) ce
qui implique le résultat en prenant U = ) dans ’équation [4.2| et en remarquant
que |V est impair..

Supposons que tout couplage maximal M ne couvre pas au moins deux sommets
u,v. Choisissons parmi ces triplets (M,u,v) celui qui minimise la distance entre u
et v. Cette distance ne peut étre égale a 1 car sinon on augmente M avec I'aréte
{u,v}. Choisissons un sommet arbitraire ¢ sur un chemin de longueur minimale
joignant u & v. t est couvert par M en vertu de la minimalité.

Parmi les couplages de taille maximale qui ne couvrent pas ¢ (il y en a forcément
d’aprés nos hypothéses), choisissons-en un, disons N, qui maximise |[M N N|. La
minimalité relative & w,v implique que N couvre u et v. Puisque M et N ont
méme cardinalité, il existe un sommet x # t couvert par M mais pas par N.
Soit e = {x,y} € M. y est couvert par une aréte f de N car sinon on pourrait
augmenter N avec e. Dans ce cas N = N\ {f} U {e} est un couplage maximal
qui ne couvre pas t, avec |M N N’| > |M N N|. D’ou la contradiction.
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4.4.2 Couplage maximal dans un graphe pondéré

Nous considérons maintenant un graphe G = (V,E) dont les arétes sont
pondérées par un cofit c. Nous recherchons un couplage M t.q. D ., c(e) soit
maximal. Nous allons d’abord transformer le probléme. En ajoutant éventuel-
lement un sommet et des arétes de cotit nul, on se limite & la recherche d’un
couplage parfait, i.e. tel que tout sommet soit couvert. Puis en multipliant par
—1 les cotits, on recherche un couplage qui minimise ) ., c(e). Enfin en ajou-
tant une constante suffisamment grande, on se restreint au cas des cofits positifs
ou nuls.

L’algorithme que nous allons développer manipule €2 un ensemble de sous-
ensembles de cardinalité impaire qui vérifie :

Vo' e QUNU =0vU CU VU cU

On peut imaginer {2 comme un arbre dont la racine est V' et les autres sommets
sont les ensembles de §2 avec la contrainte U’ est fils de U implique U’ C U. De
plus, on requiert que pour tout sommet v de V, on ait {v} € Q, autrement dit
les feuilles de cet arbre sont les sommets.
Notations. Soit U un sous-ensemble, on définit le sous-ensemble d’arétes 6(U) =
{{uw} | v € UAv & U}. Soit N un sous-ensemble d’arétes, on définit le cotit
de ce sous-ensemble c(N) =3 .y c(e).

L’algorithme maintient aussi une fonction de potentiel 7w :  — Q qui vérifie
les propriétés suivantes :

1.YUeQU|>23=nU) >0

2.Ve € E 3 preq ces) TU) < cle)

Soit N un couplage parfait et m une fonction de potentiel. N et 7 vérifient
les inéquations suivantes :

(N =Y Y aU)=> wU)INNU)| =D w(U)

eENUEN,ecs(U) UeQ UeQ
De plus,
-~ Ve € N Y peqeesw)™U) = cle) transforme la premiére inégalité en
égalité ;

— et VU € Q INN4(U)| =1 transforme la deuxiéme inégalité en égalité.



L’objectif de I’algorithme est d’obtenir un couplage parfait qui réalise I’égalité.
Ainsi on est assuré de posséder un couplage parfait de cotit minimal.
Notations. Soit 7 un potentiel, le cotit d’une aréte relatif & m est cr(e) =
c(e) = Xpeq,ces) T(U). Le graphe G/€) est obtenu en repliant les ensembles
maximaux de Q (I’ensemble de ces ensembles est noté Q™2*). Attention, il s’agit
ici d’'un multigraphe car on a besoin de conserver les arétes et leurs coftits. Soit
U € Q avec |U| > 3, le (multi-)graphe G|U est obtenu en repliant les sous-
ensembles maximaux de €2 contenus dans U.

L’algorithme garantit que tout G|U contient un circuit hamiltonien Cy
d’arétes avec ¢, (e) = 0 pour tout e € Cy.

Enfin, algorithme maintient un couplage M sur G/ et un sous-graphe de
G /Q appelée une M-forét, notée dans la suite F. Une illustration en est donnée
a la figure ci-dessous.

— Les sommets de F' sont ceux de G/€.

— Toutes les arétes de M sont des arétes de F. Toutes les arétes e € F
vérifient ¢, (e) = 0.

— Les composantes connexes de F' sont de deux types : une aréte de M et ses
deux sommets ou un arbre dont un seul sommet n’est pas couvert par M
que nous appellerons racine. Cet arbre orienté a partir de la racine alterne
sur tout chemin, des arétes de M et des arétes qui n’appartiennent pas a
M. Les feuilles sont a une distance paire de la racine.

— On notera Pair(F) (resp. Impair(F)) les sommets d’un arbre a distance
paire (resp. impaire) de la racine. Observez que certains sommets n’ap-
partiennent ni & Pair(F) ni & Impair(F)

une M-forét o—e I

_ M o—e

RS
e couvert par M t
o non couvert par M I I

Nous avons maintenant tous les éléments pour décrire 1'algorithme.

Initialisation. 2 est constitué des singletons {v} associés aux sommets avec
m({v}) = 0. M est vide. F est 'ensemble des sommets isolés.

Terminaison. M est un couplage parfait de G/Q. On transforme M en un
couplage parfait de G qui vérifie Ve € M cr(e) =0 et VU € Q |M N4U)| =
1 en « dépliant » les ensembles de {2 par une approche descendante illustrée
par la figure ci-dessous. D’aprés le raisonnement fait plus haut, ces propriétés
garantissent qu’on a affaire & un couplage minimal.



S
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Itération. On met a jour 7 : YU € Impair(F) n(U) + 7(U) — a et YU €
Pair(F) n(U) < n(U) + « avec « la plus grande valeur possible qui garantit
que 7 vérifie les contraintes exigées par I'algorithme. Autrement dit :

a = min(min({7(U) | |U| > 3AU € Impair(F)}),
min({c,({U,V}) | {UV} € EAU € Pair(F) ANV & Impair(F)}))
Remarquons que « est bien défini puisque ) ., 7(U) est borné par le cotit d'un
couplage parfait et puisque |Pair(F)| > [Impair(F)| (M n’est pas un couplage

parfait). Examinons les différentes situations possibles.
Cas U € Impair(F) |U| > 3 Aw(U) = 0. Dans ce cas, on retire U de §2 et on

compleéte de la fagon indiquée par la figure ci-dessus en divisant le circuit Cy en
deux parties selon les sommets de G|U attachés aux arétes adjacentes & U dans

G/

\
. ‘
N



Cas e = {U,V} € E ¢z(e) =0AU € Pair(F) ANV & Pair(F) U Impair(F).
Dans ce cas, on étend un arbre de F avec 'aréte e comme indiqué par la figure
ci-dessous.

— |

o—e
T el
oo

(0]

Cas Je={U\V} € E c,(e) =0AU,V € Pair(F) et FU{e} ne contient pas
de circuit. Dans ce cas, on F' U {e} contient un chemin M-augmentant qu’on
utilise pour augmenter la taille de M comme indiqué par la figure ci-dessous.
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Cas Je = {UV} € E cz(e) = 0AU,V € Pair(F) et F U {e} contient un
circuit. Soit W l’ensemble des sommets du circuit, on ajoute & ) I’ensemble
W, on pose m(W) = 0 et on met a jour de maniére approprice G/Q, F et M
comme indiqué par la figure ci-dessous.
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Preuve de terminaison et estimation de la complexité. Remarquons que
V(G/Q)| — 2| M| reste invariante lors du traitement descas 1,2 et 4
et décroit de 2 lors du traitement du cas 3. Il y a donc au plus augmentations
de | M| correspondant aux occurrences du cas 3.

Définissons V4 'ensemble des sommets de V repliés (méme indirectement)
dans un sommet de Pair(F) et €y ’ensemble des sommets de G/Q qui n’ap-
partiennent pas a Pair(F). Examinons la quantité 2|Vpqir| + |[€20].

— Lors du traitement du cas 1, soit |Vjair| soit [Q] (soit les deux quantités)

augmente.

— Lors du traitement du cas 2, |Vpqir| croit d’au moins 1 et || décroit de
1.

— Lors du traitement du cas 4, pour chaque sommet de w € W anciennement
dans I'mpair(F) les sommets de V' qu’il contenait sont maintenant dans
Vpair. Donc 2|Vpair| + Qo] croit d’une quantité au moins égale au nombre
de sommets anciennement dans I'mpair(F).

Comme la quantité 2|V,qr|+|€0| est bornée par 2|V|. Il y au plus 2|V| itérations
entre chaque augmentation de |M| et donc au plus |V|? itérations. Il reste a
vérifier que chaque itération et la terminaison se font en temps polynomial. Le
seul point délicat est la taille de I'ensemble 2. Démontrons que || < 2|V|.
prouvons-le par récurrence sur le nombre n de U € Q t.q. |U| > 3. Sin = 0 alors
|2 = |V]. Sin > 1 alors U € Q t.q. U ne contient que des singletons disons
{{v1},.. . ,{um}} avec m > 3. Posons V' =V \ {vy,...,u; } U{U} et ' obtenu
en supprimant de ©Q {{v1},...,{um}}. Par récurrence, | —m = || < 2|V'| =
2(lV] —=m+1). D’ou | < 2[V| —m + 2 < 2|V]| (Pargument fonctionne aussi
avec m = 2).



4.4.3 Le probléme du voyageur de commerce révisé

A Taide de 'algorithme de couplage parfait de coliit minimal, nous allons
proposer un algorithme fournissant une meilleure garantie de performances dans
le cas des inégalités triangulaires. Pour cela nous nous appuyons sur un résultat
classique.

Définition 13 Soit MG = (V,E) un multigraphe (i.e. plusieurs arétes peuvent
avoir les mémes extrémités). Une promenade eulérienne est un ordonnancement
{uo,v0}, .-« {tun—1,0n_1} des arétes de E t.q. VO < i < n U; = Vit1 mod n-

Proposition 20 Soit MG = (V,E) un multigraphe conneze dont tous les som-
mets ont un degré pair t.q. |E| > 0. Alors MG admet une promenade eulérienne.

Preuve

On choisit arbitrairement un sommet vy. Puisque G est connexe, il admet une
aréte d’extrémité {vp,v1}, on choisit cette aréte et on poursuit itérativement
jusqu’a ce qu’on atteigne un sommet qui n’a plus d’aréte. La seule fagon de
s’arréter est de revenir en v, = vy en raison du degré pair des sommets. Si
toutes les arétes ont été traversées, on a une promenade eulérienne.

Sinon par connexité, il existe un sommet v; qui dispose d’encore une aréte (en fait
au moins deux). On étend par le méme procédé la promenade v;,v;41, ... ,Un_1,
Vg, - - . ,U;. Cette procédure se termine nécessairement fournissant ainsi une pro-
menade eulérienne.

c.q.f.d. QOO

Le nouvel algorithme béatit aussi un arbre couvrant de cotit minimal 7. L’en-
semble Vjir des sommets de degré impair de cet arbre est de cardinalité paire.
Soit le sous-graphe complet engendré par Vjp,r, il admet un couplage parfait.
Donc on peut calculer M un couplage parfait de cotit minimal.

Soit la tournée optimale TO = v1,01,V2,02, .. .,09m—1,02m—1,U2m,02m avec
Vipair = {v1, - - ;02 }. On construit les deux couplages :

M1 = {{’01,1)2}, . ,{’Ugm_l,vgm}} et M2 = {{’Ug,vg}, N ,{Uzm,vl}}
En vertu de 'inégalité triangulaire, ¢(M7) 4+ ¢(Mz) < ¢(TO).
Par conséquent, ¢(M) < ¢(T0O)/2.

Soit le multigraphe constitué de T" et de M. Il est connexe et tous ses sommets
sont de degré pair. Il admet une promenade eulérienne w,01,w2,02, ... ,Wn,0n
avec V = {ws,...,w,}. De cette promenade eulérienne, on extrait le circuit
hamiltonien wy,ws, . .. ,w, de colt inférieur ou égal (par l'inégalité triangulaire)
a ¢(T) 4+ ¢(M) donc & 2¢(TO). Le résultat de l'algorithme est illustré par la
figure avec le plus mauvais choix de raccourci.

4.4.4 Le probléme du sac a dos

On dispose d’un sac & dos qui peut contenir jusqu’a ¢ kilos et d’un ensemble
de n paquets dont les poids sont notés X = {z1,...,x,}. Il s’agit de sélectionner
un sous-ensemble de paquets d’indice I qui maximise la somme des poids sous
la contrainte que cette somme n’excéde pas t. Autrement dit, on cherche :

max(in | I C {1,...7n}/\2xi <t)

icl el
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= aréte de l'arbre empruntée par la tournée
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-------------- aréte de I'arbre non empruntée par la tournée

urétg‘du couplage empruntée par la tournée

raccourci (mauvais choix)

FIGURE 4.3: Une tournée obtenue par 'algorithme révisé

Ce probléme est N P-complet ce qui justifie ’emploi d’algorithmes d’approxi-
mation.

Afin de concevoir un algorithme d’approximation, nous proposons d’abord
un algorithme exact qui s’exécute en temps exponentiel. Au début de I'itération
k de 'algorithme L contient la liste (ordonnée) des sous-ensembles J t.q.
JCA{L,....k—1} et 3, ;x; < t. Une itération consiste a produire une liste des
sous-ensembles étendus avec 'indice k (fonction Ajout), fusionner les deux listes
(fonction Ajout) et purger la liste des sous-ensembles dont la somme associée
excéde t (fonction Purge). A la sortie de la boucle, il suffit de renvoyer un
sous-ensemble dont la somme associée est maximale (fonction Max).

Algorithme 32: Un algorithme exact pour le probléme du sac & dos

SacADos(X,t) : sous-ensemble d’indices et une valeur
Input : X, un ensemble d’entiers indicé par {1,...,n} et ¢t un seuil

Output : I un sous-ensemble d’indices et s = >, ;21
Data : L,L’ des listes de paires (.J,s) avec s = Ejeij

Data : k£ un indice

L« {(0,0))

for k from 1 to n do
L' + Ajout(k,L)
L <+ Fusion(L,L’")
L + Purge(t,L)

end

return Max(L)

Observons que les opérations se font toutes en temps polynomial en fonction
de la taille des listes mais que cette taille peut croitre de fagon exponentielle.



L’idée qui sous-tend 'algorithme d’approximation est de conserver une liste
de taille polynomiale. Fixons nous un paramétre d’épuration ¢. Sachant que la
liste est ordonnée, on parcourt la liste par ordre croissant et on supprime un
élement de somme s si I’élement précédent a pour somme s” avec s < (1 +9)s’.

La taille de la liste est inférieure ou égale f%] +1.

Nous démontrons le lemme suivant qui nous garantit le rapport d’approxi-
mation.

Lemme 11 L’algorithme d’approximation par épuration avec paramétre § =
g/2n (avec € < 1) garantit un rapport d’approzimation e.

Preuve
Démontrons qu’a la fin de I'itération & pour tout sous-ensemble J C {1,... k},
il existe un sous-ensemble J’' de la liste t.q. (H—;W <sjy <sj.

A la fin de la premiére itération, c’est exactement le résultat de 1’épuration.
Soit un ensemble J C {1,...,k} et posons J” = J\ {k}. D’aprés ’hypothése
de récurrence, il existe J* élément de la liste a la fin de l'itération k — 1 t.q.
(He?% < sy < syu. Posons J*t = J*U{k} sik € Jet JT = J* sinon.
Dans le premier cas on obtient

Sy + Tg Sy
(1+¢e/2n)k=1 = (14 ¢/2n)k1

+ap < sy +xp < Sgr At ag

D’ou :
SJ

(1+¢e/2n)k—1
Dans le deuxiéme cas, 'encadrement ci-dessus est simplement ’hypothése de

récurrence.
Aprés épuration il existe un J' t.q.

<sy+ < sy

SJ S+
T/ < T e/am

<syp<sy+ <8y

A la fin de l’algorithme, on a donc pour J de somme s; maximale et inférieure
ou égale a t, un J' dans la liste t.q. WSW < sy < 8y.

Or nlog(l+¢/2n) <e/2

Donc (1 +¢&/2n)" < e/2

Pour € <1, /2 <14e¢

Ce qui permet de conclure.

c.q.f.d. OO0

Nous voulons démontrer que cet algorithme est un schéma d’approximation
entiérement polynomial. I1 nous suffit donc de borner la taille de la liste mani-

log()
|—10g(1:g‘r8/2n)“ +1

log(t)
Toa(i+e/2ny T2
222108l 1 9 (car log(1 + 7) > 12 pour x> 0)
dnlog(t) 4 o (dés quee <1)

€

IN

IN A



Chapitre 5

Algorithmes et probabilités

Ouvrage recommandé : [Mitzenmacher et Upfal|

5.1 Gestion de données dynamiques

5.1.1 Listes a trous

Nous nous intéressons au probléme classique d’insérer, de supprimer et de
rechercher des données dotées d’une clef & valeurs dans un ensemble totalement
ordonné. Les solutions les plus efficaces reposent sur des arbres binaires de re-
cherche « équilibrés ». Il existe plusieurs possibilités d’équilibrer les arbres mais
elles requiérent toutes une certaine ingéniosité. La complexité des opérations est
alors au pire des cas en O(log(n)) ou n est le nombre d’¢léments présents dans
la structure au moment de ’opération.

Si on se passe de ce mécanisme d’équilibrage, alors moyennant des contraintes
d’équiprobabilité sur l'occurrence des clefs et sur 'absence de suppression, on
démontre que le temps moyen des opérations se fait aussi en O(log(n)).

Nous allons illustrer I'intérét des algorithmes probabilistes en montrant qu’on
arrive au méme résultat (et méme mieux) sans aucune hypothése sur les données
et les opérations.

La structure de données que nous étudions s’appelle liste a trous. Elle est
représentée sur la figure[5.1] Il s’agit d’un ensemble de listes doublement chainées
superposées par double chainage. Ces listes vérifient les propriétés suivantes :

— Toutes les listes sont triées.

— La liste la plus basse contient tous les éléments de la structure ainsi que

les valeurs bornantes —oo, + co.

— Toute autre liste contient un sous-ensemble non nécessairement strict des

éléments de la liste en-dessous d’elle ainsi que les valeurs bornantes —oo,+
00.
— Seule la liste la plus haute est réduite aux valeurs bornantes —oo, + co.

Lorsqu’un nouvel élément doit étre inséré, on détermine sa position dans la
liste la plus basse par le mécanisme de recherche que nous détaillons plus loin.
On l'insére dans cette liste, puis par un tirage aléatoire équiprobabiliste, on
choisit ou non de 'insérer dans la liste supérieure. Le mécanisme de recherche
garantit que cette insertion se fait en temps constant. Si I'élement a été inséré

83
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FIGURE 5.1: Listes & trous

alors on réitére le procédé. Lorsqu’on insére dans la liste la plus haute, on crée
une liste au-dessus. Notons que 'on peut étre amené a créer plusieurs listes par
I'insertion d’un unique élément.

5.1.2 Analyse de complexité

Afin d’estimer les temps d’opérations nous établissons d’abord un résultat
sur le nombre de listes superposées.

Proposition 21 Soit H la v.a. associée au nombre de listes. Alors dans une
structure a n > 0 éléments on a Pr(H > 3log(n) +2) < %

Preuve

La probabilité qu’il y ait h + 2 listes correspond a la probabilité qu’au moins un
élément de la liste ait été dupliqué h fois. En appliquant la majoration « union-
somme », on obtient Pr(H > h+ 2) < gi. Par conséquent,

Pr(H > 3logy(n) +2) < L

_n 4
> S3Toga(n) — n2*

c.q.f.d. QOO

Nous décrivons maintenant les opérations. La recherche d’un élément se pra-
tique ainsi. On parcourt la liste la plus haute jusqu’a ce qu’on rencontre 1’élément
recherché ou que I’élément suivant soit strictement plus grand que 1’élément re-
cherché. Dans le premier cas on descend a la verticale (en vue d’une éventuelle
suppression) et dans le deuxiéme cas on descend a la liste inférieure et on ré-
itére le procédé. A la fin de la procédure, si ’élément est absent, on dispose sur
toutes les listes d’un pointeur sur le plus grand élément qui le précéde. Nous
avons illustré sur la figure [5.2] la recherche de 1'élément de clef 8.

Proposition 22 Soit R la v.a. associée au nombre de parcours de pointeurs
lors d’une recherche. Alors dans une structure a n > 16 éléments on a :
Pr(R >logy(n)(12logy(n) 4+ 8)) < 2 et E(R) < 6logy(n) + 6

Preuve
Dans la formule ci-dessous on intégre le parcours du pointeur vertical qui accéde
a la liste 7 et IN; le nombre de parcours de pointeurs horizontaux de la liste 1.
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FIGURE 5.2: Recherche de la clef 8

Pr(R > logy(n)(121logy(n) + 8))

= PT(Z1§¢ Lr>i(1+ Ni) > logy(n)(121logy(n) + 8))

S Pr(Xicicsiogy (my+2 (1N +2 3100, (n)+2<i LE2i(14+Ni) > logy (n)(1210g,(n) +8))
< PP 1o 10g. (2 (1 + Ni) > logy(n)(6 logy(n) +4))

+PT(Z310g2(n)+2<i Lu>i(14 Ni) > logy(n)(6logy(n) +4))

< Pr(Xi<icaiogy (n)+2(1+ Ni) > log,(n)(6logy(n) +4)) + Pr(H > 3logy(n) + 2)

< Di<i<slony (myr2 (1 + Ni > 2log, (n)) + =

Pour étudier le parcours de recherche d’un point de vue probabiliste, rien n’em-
péche d’imaginer qu’il démarre du dernier élément du parcours et remonte jus-
qu’a Porigine des listes & trous. Soit un élément examiné e # —oo de la liste
i, Pélément précédemment examiné peut étre soit un certain ¢’ < e sur la liste
i, soit e sur la liste ¢ + 1. Le deuxiéme cas intervient avec une probabilité 1/2,
d’aprés le mécanisme d’insertion. Dans le cas ol ¢ = —00, cette probabilité est
égale a 1. Par conséquent pour tout 4, la v.a. N; est t.q. Pr(IN; > m) < 2%,1 En
reportant dans la derniére inéquation, on obtient :

Pr(R > logy(n)(12logy(n) 4+ 8)) < 310%# 1L

< % dés que n > 16.

Pour calculer 'espérance de R, on décompose dans le cas défavorable en parcours
de pointeurs horizontaux et verticaux. Remarquons que le nombre de parcours
de pointeurs horizontaux est inférieur ou égal & n. On se sert aussi de I'inégalité
3logy(n +1) < 3logy(n) + 1 dés que n > 4.

E(R) = E(X 1 <; 1u=i(1+ Ni))

< E(Zl§i§3log2(n)+2(1 + N;) + nPr(H > 3log,(n) +2) + Z3log2(n)+2<i Pr(H >1)
< E(Zl§i§3log2(n)+2(1 + Nl)) +1+ ZglogQ(n)+2<i %2

< Di<i<aiogy (n)+2 B(L+ Ni) +2

< 6logy(n) +6

c.q.f.d. OO

La suppression se fait en effectuant une recherche puis en supprimant 1’élé-
ment dans toutes les listes en partant de la liste la plus basse (ceci peut entrainer
des suppressions des listes les plus hautes). L’insertion se fait en effectuant une
recherche puis en insérant I’élément comme indiqué précédemment, la recherche
ayant permis d’obtenir les pointeurs appropriés. Dans les deux cas, le surcott



est indépendant de n et suit en premiére approximation une loi binomiale de
paramétre 1/2.

5.2 Le probléme de la coupe maximale

5.2.1 N P-complétude de la coupe maximale

Le probléme de la coupe maximale consiste a partitionner les sommets d’un
graphe en deux sous-ensembles tels que le nombre d’arétes reliant les deux en-
sembles soit maximal. Contrairement au probléme de la coupe minimale qui se
résout en temps polynomial (par une recherche d’un flot maximal), ce probléme
est NV P-complet. Afin de le prouver, nous allons procéder en deux temps.

Définition 14 (MAX2SAT) Le probléme MAX2SAT a pour entrées un ensemble de
p clauses (avec éventuellement des répétitions) d’au plus deuz littéraux et un
entier k > 0. Il consiste a trouver une interprétation des variables tel qu’au
moins k clauses soient satisfaites.

On rappelle que 3SAT consiste, étant donné un ensemble de clauses d’au
plus trois littéraux, & trouver une interprétation des variables tel que toutes les
clauses soient satisfaites. Ce probléme est NP-complet.

Proposition 23 Le probléme MAX2SAT est NP-complet.

Preuve

Nous procédons par réduction en temps polynomial de 3SAT. En dupliquant si
nécessaire certains littéraux, on suppose que toutes les clauses ont exactement
trois littéraux.

Nous notons ’ensemble des clauses de l'instance I du probléme 3SAT {a; V
b; V ¢; }1<i<p. L'instance correspondante I’ du probléme MAX2SAT est définie par
les clauses :

P

U{ai,bi,ci,di, —a; vV _‘bi,—'ai V ¢4, —\bi vV G, Ay V ﬁdi,bi vV _‘di,Ci V —\di,}

i=1
et lentier kK = Tp
Ici d; est une nouvelle variable.

Si I est satisfaisable examinons les différents cas (en tenant compte des
symétries) de satisfaction d’une clause :

—a; = Vet by =c¢; =F en choisissant d; = F (resp. d; = V), on obtient 7

(resp. 6) clauses satisfaisables.
— a; = b; =V et ¢; =F en choisissant d; = F ou d; = V, on obtient 7 clauses
satisfaisables.
— a; = b; = ¢; = V en choisissant d; = V (resp. d; = F), on obtient 7 (resp.
6) clauses satisfaisables.

Par conséquent par un choix approprié on obtient 7p clauses satisfaites. Remar-
quons aussi qu’il n’est pas possible d’obtenir plus de 7 clauses satisfaisables par
clause de I.

Si I n’est pas satisfaisable alors pour toute interprétation il existe une clause
t.q. a; = b; = ¢; = F. Dans ce cas, si d; = V (resp. d; = F), on obtient 4 (resp.
6) clauses satisfaites. Il n’est donc pas possible d’atteindre Pobjectif 7p.



c.q.f.d. OO0

Définition 15 (MAXCUT) Le probléme MAXCUT a pour entrées un graphe G =
(V,E) et un entier K > 0. Il consiste a trouver une partition des sommets
V=VwV, tel que |[{{uw} | {upv} e EAue VI Ave W} > K.

Proposition 24 Le probléme MAXCUT est N P-complet.

Preuve

Nous procédons par réduction en temps polynomial de MAX2SAT. En dupliquant
si nécessaire certains littéraux, on suppose que toutes les clauses ont exactement
deux littéraux. De méme si une clause est de la forme x V =z, on la supprime et
on décrémente k. Enfin si £ = 0, la réduction consiste & associer & I, un graphe
constitué d’un unique sommet et d’un objectif K = 0.

Soit I une instance du probléme MAX2SAT. Les clauses de ce probléme sont :
a; Vbiti<i<, et Uentier est k. Les variables de ce probléme sont z1, ... ,z,.
3V 0551<5<p

La réduction repose sur une construction qui garantit que deux sous-ensembles
de sommets sont séparés par toute coupe maximale. Les sommets de I'instance
I’ correspondante sont :

k =k
V = {F}U{z{ 7 }1<i<n0<k<2p
Les arétes de I'instance I’ sont définies par deux sous-ensembles E = E1WE,.
k —k'
By = {27 }hi<i<no<k i <2p

Supposons que nous ayons une partition de V' = V3 W V5. Si pour tout i, tous les
x¥ appartiennent a V,, (m € {1,2}) et tous les Z¥ appartiennent a V3_,, alors
toutes les arétes de E; appartiennent & la coupe.

Supposons que l'une des conditions ne soit pas remplie. S’il existe xf et
xf/ n’appartenant pas au méme V,, (m € {1,2} dépendant de i) alors 2p + 1
arétes ne sont pas couvertes par la coupe car pour tout k” I'une des arétes
{zF" #ky {zF" 2¥'} west pas couverte par la coupe. Il en est de méme pour
toute paire T¥ et Tf/. Si maintenant tous les =¥ et tous les Ef/ appartiennent au
méme V,, alors (2p + 1)? > 2p + 1 arétes ne sont pas couvertes par la coupe.

FE5 est un ensemble de p « triangles » disjoints. Par conséquent chaque
triangle a 0 ou 2 arétes couvertes par une coupe selon que les sommets du
triangle appartiennent au méme ensemble ou pas.

Ey = {{aij_lab?j}v {a?j_lvF}v{b§j7F}}1§j§p

On choisit pour objectif K = |E;| + 2k. Observons que |E;| = (2p + 1)2.

Supposons que nous ayons une partition V' = V; W V5 dont la coupe atteint
cet objectif K. D’aprés nos observations, cet objectif ne peut étre atteint que si
toutes les arétes de E; sont couvertes par la coupe (sinon 2p + 1 arétes ne sont
pas couvertes) et au moins k triangles n’ont pas leurs sommets dans un méme
sous-ensemble de la partition. On définit l'interprétation par z; = V si 2¥ et F
n’appartiennent pas au méme V,,,. Cette définition ne dépend pas de k puisque
tous les xf appartiennent au méme V,,. De plus toujours d’aprés la contrainte

de couvrir les arétes de Ef, ff et F' n’appartiennent pas au méme sommet ssi



x; = F pour cette interprétation. La contrainte sur les k triangles garantit alors
que, pour au moins k « j », soit a; soit b; est vrai.

Supposons que I admette une interprétation qui satisfait au moins k clauses.
Nous construisons la partition suivante.

Vi= {xi‘c}fi:\f U {fic}L:F et Vo=V \ 1%

Nous laissons le soin au lecteur de vérifier que la coupure associée & cette par-
tition atteint bien l'objectif.

c.q.f-d. OO0

5.2.2 Algorithmes d’approximation probabiliste et déter-
ministe

Nous cherchons a donc trouver une coupe la plus grande possible. Etudions
I’algorithme probabilisé naif qui consiste & construire une partition en choisissant
avec probabilité 1/2 et de maniére indépendante ’appartenance d’un sommet a
V7 ou a V5. Notons X, la v.a. égale a 1 (resp. 2) si le sommet w appartient a
V1 (resp. V). Soit une aréte {u,v}, la probabilité qu’elle appartienne & la coupe
est égale & :

PriX,#X,)=Pr(X,=1AX, =2)+ Pr(X, =2A X, =1)
=Pr(X,=1)Pr(X,=2)+ Pr(X, =2)Pr(X,=1)=1/4+1/4=1/2

Par conséquent la valeur moyenne de la coupe (dont la v.a. est notée X¢) est
égale a :

E(Xc) = E(Z{u,u}eA 1x,#x,) = Z{u,v}eA Pr(Xy, # Xy) =m/2

ol m est le nombre d’arétes du graphe.

Cet algorithme a donc une garantie de performances moyenne de 2.

En approfondissant I’analyse probabiliste nous allons déterminiser (« de-
randomization » en anglais) cet algorithme tout en conservant la garantie de
performances. Notons les sommets vq,...,v, et supposons que le placement
(pour 'instant aléatoire) des sommets se fasse selon l'ordre des indices. Nous
notons E(X¢ | z1,...,21) = E(X¢ | Xoy, = 21 A ... A Xy, = x) espérance
conditionnelle de X connaissant les k premiers placements.

Nous allons montrer qu’il est possible de choisir 11 t.q. E(X¢o | 21,...,2,) <
E(X¢ | x1,...,Tk,TEr1). Par définition de espérance conditionnelle,

E(XC | xla"'vajk) = 1/2(E(XC ‘ L1y ;xkvl) +E(XC ‘ T1,... 5xk72))

Si k = 0 alors par symétrie F(X¢ | 1) = E(X¢ | 2) = E(X¢). Autrement dit,
le choix de x1 est arbitraire.

D’aprés 1’égalité vue plus haut,

E(X¢ | x1,...,25) <max((E(Xc | 21, .., 21,1),E(Xe | 21,. .., 25,2)))
Autrement dit, le xy, & sélectionner est celui qui maximise F(X¢ | 21, ..., Tk, Tgt1)-
Cette quantité se calcule ainsi :

E(Xc |21, aktii1) = Xy open PriX # Xo [ @1, 20, T041)

= [{vi;} € A | {vi0,} C {v1,-- e} A # )

+1/21{{unv} € A | {0505} 0 {og 2, 0n} # O}

H{{vivps1} € Alvi € {vr, ... o} Ay # g}

Le deuxiéme terme provient du fait que si au moins un des sommets d’une
aréte n’est pas encore placé alors sa probabilité d’étre dans la coupe est 1/2



(indépendamment des placements déja effectués). Le troisiéme terme est le seul
qui dépend de x41. Autrement dit, pour maximiser E(X¢ | @1, ..., 2k,2k41) il
suffit de choisir de placer vgy; pour maximiser le nombre d’arétes {v;,vg41}
avec i < k appartenant a la coupure. Par récurrence, ce choix assure que
m/2 = E(X¢) < E(X¢ | 1,...,25,). On a ainsi obtenu un algorithme (dé-
terministe) en temps polynomial qui garantit un rapport d’approximation 2.

5.3 Bornes de Chernoff

Les bornes de Chernoff fournissent un moyen efficace d’établir des garanties
d’approximation pour des algorithmes probabilistes. Elles reposent sur deux
hypothéses : les choix probabilistes sont indépendants et & valeurs dans 0,1.

L’inégalité de Markov est un résultat élémentaire qui est le point de départ
des bornes de Chernoff.

Lemme 12 (Inégalité de Markov) Soit X une v.a. positive alors

BE(X)

a

Pr(X >a) <

Preuve
Soit ¥ une v.a. définie par Y = a - 1x>,. Y est toujours inférieure ou égale &
X.Dou E(X)>E(Y)=aPr(X > a).

c.q.f.d. QOO

Ce lemme a pour objectif de rendre exploitables les bornes de Chernoff.

Lemme 13 Soit 0 < 6 < 1 alors

el < _% A e < o %
———<e ———<e
(1 _|_5)1+<5 - (1 _5)1—6 =
Preuve
En passant au logarithme, la premiére inégalité est équivalente a f(J) = 6 —
+9d)log(1+46) + L < 0. Calculons les dérivées successives de f :
1+ 0)log(1+6)+ &
f(8) = —log(1+0) + % et f7(6) = — 135 + 3
f" est négative ou nulle sur [0,1/2] et positive ensuite. Donc f’ décroit puis
croit. Puisque =0et < 0, est négative ou nulle sur |0,1]. Donc
it. Pui "0)=0 ") <o, f égati 11 0,1]. D
décroit sur cet intervalle. Puisque f(0) = 0 l'inégalité s’en déduit.
En passant au logarithme, la deuxiéme inégalité est équivalente & g(0) = —§ —
1—9)log(1—9)+ & < 0. Calculons les dérivées successives de g :
2
_ _ 1
g'(0) =log(1—=6)+det g"(0) = —75 +1
g" est négative ou nulle sur [0,1[. Donc ¢’ décroit sur cet intervalle. Puisque
g'(0) = 0, ¢’ est négative ou nulle sur [0,1]. Donc g décroit sur cet intervalle.
Puisque ¢g(0) = 0 l'inégalité s’en déduit.

c.q.f.d. OO



Théoréme 10 (Bornes de Chernoff) Soient Xi,...,X,, des v.a. indépen-
dantes & valeurs dans {0,1} t.q. Pr(X; = 1) = p;. Soient X = >, X; et
p=FE(X)=3c,pi Soit0<d<1. Alors : B

e’ a uo?
P’I“(X > (1 +(5> ) (W) S e 3

676 " H52
Prx < -0 < () <e

Preuve
On suppose § > 0 car le cas 6 = 0 est trivial. Pour tout ¢ > 0,
tX
Pr(X > (140)u) = Pr(e"* > e 1+0r) < §<(1€+6)2L
d’aprés l'inégalité de Markov.
D’autre part,
E(etX) = E(etzign Xi) = E(Hign etXi) = Hign E(e!Xi)
d’aprés I’indépendance.
B(eX) = 14 pyef 1) < 0
Dot : E(etX) < [,.,, e’ 1) = eu(e’-1)
Posons t = log(1 + 6) on obtient :
5 H
Pr(X>(1+0)p) < (W)
Pour tout ¢t < 0,
tX
Pr(X < (1= 6)p) = Pr(e!™ > !0 < By
d’apreés I'inégalité de Markov.
Comme précédemment : E(efX) < etle 1)
Posons t = log(1 — 4), on obtient :

Prx < (-0 < (r55=)

Les autres inégalités sont des conséquences du lemme précédent.

c.q.f-d. OO0

Le corollaire qui suit correspond a un cas courant d’utilisation des bornes
de Chernoff & savoir un échantillonnage répété d’'une méme variable aléatoire.
(voir la section suivante).

Corollaire 1 Soient 0 < p,d,e <1 etm > 31%(3/5). Soient X1, ...,X,, des v.a.
indépendantes ¢ valeurs dans {0,1} t.q. Pr(X; =1) = p. Alors

(I(1/m) ZX pl<ep)>1-9§

i<m

Preuve

Pr(|(1/m) Zigm Xi—pl = ep) = Pr(| X2;<,,, Xi — mp| = emp)
= PT(Zz<m X; > (1 +e)mp) + PT(ZlSm X; S (1 —e)mp)
< _ rrt,pE + _ rerE < 2 _ 7n,p6 < 6

d’apres le théoreme [10]

c.q.f-d. OO0



5.4 Comptage d’interprétations d’une formule DNF

5.4.1 Un algorithme d’approximation non polynomial

Une formule propositionnelle est sous forme normale disjonctive si elle est la
disjonction de clauses conjonctives comme dans la formule ci-dessous.

(x1 AN —xo Axs) V(2o Axg) V (021 A g Azy)

La satisfaisabilité d’une formule DNF est triviale puisqu’il suffit de satisfaire
une clause. Un probléme plus difficile est de compter le nombre d’interpréta-
tions qui satisfont la formule. En effet, etant donnée ¢ une formule CNF a n
variables, sa négation —p se réécrit en temps linéaire sous forme DNF disons
¢’. p est satisfaisable ssi ¢’ admet moins de 2™ interprétations qui la satisfont
(notez que la représentation binaire de 2™ est linéaire en fonction de ). Par
conséquent, le probléme de savoir si une formule admet au moins (ou exacte-
ment) k interprétations est N P-complet.

Afin de formaliser notre objectif, nous introduisons la notion de schéma
d’approrimation entierement polynomial probabilisé. Nous considérons dans ce
cadre des problémes qui étant donnée une entrée x ont pour résultat une valeur
V(z). Un v.a. X est une (,9)-approximation d’une valeur v ssi :

Pr(X —v| <ev)>1-9§

Un schéma d’approximation entiérement polynomial probabilisé est un al-
gorithme probabilisé qui prend en entrée une instance x et deux paramétres
0 < &,0 <1 t.q. le résultat de l'algorithme est une (e,§)-approximation d’une
valeur V() et qui est polynomial par rapport a la taille de |z|, 1/ et log(61).

Algorithme 33: Un algorithme probabiliste approché pour le comptage
d’interprétations

Compter(p) : un entier
Input : ¢, une formule DNF & n variables

Output : X une estimation du nombre d’interprétations satisfaisant ¢

Data : Y,i des entiers
Data : m une constante entiére

Y« 0

for ¢ from 1 to m do
Générer de maniére équiprobable une interprétation des variables de ¢
if cette interprétation satisfait ¢ then Y <+ Y + 1

end

return 2"(Y/m)

Examinons 1’algorithme et notons c(¢) le nombre d’interprétations qui
satisfont . Notons Y; la v.a. correspondant au résultat de 'interprétation i,
E(Y;) = c(p)/(2"). Puisque X = (2"/m)> 1<, Yis E(X) = c(¢). En appli-
quant le corollaire [I, on obtient que si m > 3(2%)log(2/6)/(c%c(p)) alors X
est une (g,0)-approximation de ¢(y¢). Malheureusement cet algorithme n’est pas



polynomial par rapport a || en raison du 2" au numérateur. Remarquons ce-
pendant que si 2" /c(yp) est polynomial par rapport a || alors on a un schéma
d’approximation entiérement polynomial probabilisé.

5.4.2 Un algorithme d’approximation polynomial

L’insuffisance de l'algorithme tient au fait que son espace d’échantillonnage
ne tient pas compte de la formule ¢. Ecrivons ¢ = Cy V ...V C} avec les C;
des clauses conjonctives. On fait ’hypothése non restrictive qu’une variable
et sa négation ne peuvent apparaitre dans une clause (sinon on supprime la
clause). Soit /; le nombre de littéraux de la clause C;, il y a 2" ! interprétations
qui satisfont C;. Appelons cet ensemble d’interprétations SC; et définissons
Pensemble U = {(a,i) | a € SC;}. Remarquons que pour tout 4, |SC;| se calcule
en temps linéaire et que |U| = Y., |SC;] se calcule en temps polynomial. Enfin
le fait qu’une interprétation appartient SC; se teste aussi en temps linéaire.

Définissons le sous-ensemble S de U par : S = {(a,i) | a € SC; AVj <
i (a,j) ¢ SC;}. Cet ensemble est en bijection avec 'ensemble des interprétations
satisfaisant ¢. Nous avons maintenant tous les ingrédients pour concevoir un
meilleur algorithme.

Algorithme 34: Un autre algorithme probabiliste approché pour le comp-
tage d’interprétations

Compter(p) : un entier
Input : ¢, une formule DNF & n variables

Output : X une estimation du nombre d’interprétations satisfaisant ¢

Data : Y,j des entiers
Data : m une constante entiére

Y <0
for j from 1 to m do

Choisir aléatoirement un SC; avec une probabilité %
k3 3

Générer de maniére équiprobable une interprétation de SC;
if cette interprétation appartient & S then Y « Y 4+ 1
end
return |U|(Y/m)

Examinons 'algorithme Notons Y; la v.a. correspondant au résultat de
Pinterprétation i, E(Y;) = |S|/|U| = ¢(p)/|U].

Puisque X = (|U|/m) >, ;<. Yi, E(X) = c(¢). En appliquant les bornes de
Chernoff, on obtient que si m > 3(|U])log(2/6)/(c%c(y)) alors X est une (g,5)-
approximation de ¢(p). On fait maintenant 1’observation essentielle que puis-
qu’une interprétation peut satisfaire au plus ¢ clauses U/c(p) < t et par consé-
quent il suffit que m > 3tlog(2/4)/e? pour que X soit une (g,5)-approximation
de ¢(¢p). On a donc obtenu un schéma d’approximation entiérement polynomial
probabilisé.



Chapitre 6

Programmation linéaire

Ouvrages recommandés : [Roos et al|, [Papadimitriou et Steigliz], [Cormen et all
chapitre 29|

6.1 Introduction

Le temps d’exécution d’un programme est un facteur primordial. Certains
problémes, bien que disposant d’algorithmes de résolution, ne peuvent étre trai-
tés que pour des instances de petite taille. Il en est ainsi si 'algorithme a un
temps d’exécution exponentiel en fonction de la taille du probléme. La program-
mation linéaire (qui a pour but de minimiser une fonction objectif linéaire dans
un espace de solutions contraintes par des équations et/ou inéquations linéaires)
est intéressante & double titre. Ses applications sont trés nombreuses (gestion,
économie, réseaux, etc.) et elle dispose d’un algorithme classique appelé algo-
rithme du simplexe qui bien qu’ayant une complexité théorique exponentielle
s’exécute rapidement dans la plupart des cas pratiques [Cormen et all.

L’espace des solutions, vu comme un objet géométrique, est un polyédre. Si
ce polyédre est non vide et si la fonction objectif admet un minorant sur ’espace
des solutions alors la théorie affirme qu'un des sommets de ce polyédre est une
solution optimale. Etant donné un sommet, le simplexe décide s’il est optimal et
dans le cas contraire soit détecte que la fonction n’est pas minorée soit, via une
transformation linéaire, lui substitue un sommet qui, s’il est différent de ’ancien
sommet, réduit la fonction objectif. Substituer un sommet & un autre s’appelle
pivoter. Il y a deux difficultés techniques & résoudre. Lorsqu’on pivote on peut
retomber sur le méme sommet. Par un choix astucieux de « pivotage » ceci
ne peut se répéter indéfiniment. Par conséquent puisque le nombre de sommets
est fini, cet algorithme se termine. Il faut aussi trouver un sommet initial. Ce
probléme se résout en appliquant le simplexe & une variante du probléme pour
laquelle Vorigine est un sommet.

Les problémes de flots constituent un champ d’application naturel pour la
programmation linéaire. Ceux-ci se modélisent & ’aide d’un graphe muni d’une
source et d’un puits et dont les arétes sont étiquetées par des capacités de trans-
port. Il s’agit alors de maximiser le flot allant de la source au puits en respectant
I’équilibre des flux entrants et sortants en un autre noeud. Ce probléme fait I'ob-
jet de nombreuses déclinaisons. Par exemple on peut ajouter une information de
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FIGURE 6.1: Un probléme de flot maximal

type cotit unitaire sur les arétes. Il s’agit maintenant pour un flot donné de mi-
nimiser le cotlit de transport. Nous avons donc modélisé une structure de graphe.
Puis pour chaque probléme étudié, nous avons transformé automatiquement le
graphe en un programme linéaire équivalent.

Il y a de multiples algorithmes pour résoudre un programme linéaire. Ainsi
un probléme de minimisation admet un probléme dual de maximisation dont la
solution fournit moyennant une transformation une solution au probléme ini-
tial. L’algorithme « primal-dual » [Papadimitriou et Steigliz] est basé sur des
idées similaires. Une approche différente est adoptée par les méthodes inté-
rieures [Roos et al| qui déplacent un point & l'intérieur du polyédre afin d’at-
teindre une solution optimale. La complexité de ces méthodes est polynomiale
méme si elles sont parfois moins efficaces que le simplexe en pratique.

6.2 D’un probléme de flots & un programme li-
néaire

Soit le graphe décrit a la figure Ce graphe représente une source d’ap-
provisionnement en gaz, le noeud 1, une destination d’exploitation de ce gaz,
le noeud 5, un ensemble de canaux de distribution intermédiaires qui ont une
capacité maximale et d’embranchements entre les canaux, les noeuds 2, 3 et 4.
L’objectif est de maximiser I'arrivée en gaz a la destination en respectant ’équi-
libre entre les entrées et les sorties aux embranchements. On fait ici ’hypothése
que le débit maximal de la source est supérieur ou égal a la somme des capacités
de ses canaux sortants. Ce probléme s’exprime sous forme mathématique de la
facon suivante (la variable x; ; représente la capacité du canal de ¢ & j utilisée
par la solution) :

Maximiser z; 5 + z1 3 tel que :

OSQSLQ§15/\0S$173S21A0§£2,4§37/\0§$3,4§13
0§Z275§55/\0§$3,5§44/\0§.’£475§19

T12 =T24+ T25,013 =T34+ T35,T24 F L34 = T4ps



Remarquons qu’en ajoutant les variables complémentaires y; ; qui repré-
sentent les capacités des canaux non utilisées, on obtient le probléme équivalent
suivant :

Maximiser z; 2 + 71,3 tel que :

V(Z,]),O S .T,',J' A 0 S yi,j
Tio+y12=15Az13+ 13 =21 A204+ Y24 =37TANx34+y34=13
Tas + Y25 =99 ANx35+ Y35 =44 N 2a5+yss =19

T12 —T24 —T25 =0A213— T34 —235=0AT24+T34—245=0
Exercice. Le probléme de flots & coit minimal s’énonce ainsi. Les canaux
portent ici deux informations : la capacité maximale et le cotit unitaire de trans-
port. On se fixe une valeur de flot & transporter de la source a la destination
et il s’agit de répartir ce flot sur le réseau afin de minimiser le cotit global du
transport. La figure[6.2] illustre une instance de ce probléme. Ecrire ce probléme
sous forme d’un programme linéaire.

6.3 Différentes formulations du probléme de pro-
grammation linéaire

Comme nous 'avons remarqué a propos du probléme de flots, différentes
formulations caractérisent le méme probléme. Nous allons le mettre en évidence
dans un cadre général.

Notations. Dans la suite, nous parlons de probléme PL pour un probléme
de programmation linéaire. « - » dénote le produit matrice-matrice et ses cas
particuliers : matrice-vecteur, vecteur-matrice et le produit scalaire d’un vecteur
ligne par un vecteur colonne.

Définition 16 (PL général) Une instance du probléme PL général est donnée
par les éléments suivants :

i, j o
- 1 capacité du canal
- j colt unitaire du canal
: valeur du flot

FIGURE 6.2: Un probléme de flot a colit minimal



— I,I', des ensembles d’indices de ligne tels que INI' = () correspondant aux
contraintes du probléme. I est associé auz égalités et I' aux inégalités.

— J,J', des ensembles d’indices de colonne tels que JNJ' = 0 correspondant
auz variables du probléme. J est associé auzx variables positives et J' auz
variables réelles.

— A, une matrice IUI' x JUJ" a coefficients rationnels qui correspond
auzx combinaisons linéaires des variables associées aux contraintes. Ali,—|
(resp. A[—,j]) désigne le vecteur ligne {1} x JUJ' (resp. colonne IUI' x{1})
de la matrice A d’indice i (resp. j).

— b, un vecteur colonne I x {1} a coefficients rationnels correspondant aux
valeurs a comparer & ces combinaisons linéaires. On note b;, la composante
d’indice i de ce vecteur.

— ¢, un vecteur ligne par {1} x J a coefficients rationnels correspondant
@ la combinaison linéaire qui définit la fonction objectif. On note c;, la
composante d’indice j de ce vecteur.

— {x;}jes, un ensemble de variables réelles et x est le vecteur colonne I x {1}
de ces variables.

1l s’énonce ainsi :
Minimiser c¢-x tel que :

Viel,Ali—]-x=b;
Vie I, Ali,~] -z > b;
VjEJ,Z‘jZO

Nous définissons deux formes restreintes de probléme PL.

Définition 17 (PL canonique, PL standard) Soit un probléme PL,
— Ce probleme est un probléme PL canonique si I = () et J' = (). Autrement
dit, il est constitué d’inégalités et toutes ses variables sont positives.
— Ce probléme est un un probléme PL standard si I' = () et J' = (). Autre-
ment dit, il est constitué d’égalités et toutes ses variables sont positives.

La proposition suivante démontre que tout probléme PL peut se transformer
en un probléme canonique ou standard équivalent.

Proposition 25 Soit un probléme PL général, alors il existe un probléme PL
canonique et un probléme PL standard qui lui sont équivalents.

Preuve

Transformation en probléme canonique. Nous procédons en deux étapes.
Nous substituons a toute égalité Ai,—].x = b; les deux inégalités Ali,—|.z > b;
et —A[i,—].z > —b;. Pour chaque variable z; avec j € J', nous ajoutons deux
nouvelles variables x;+,z;- telles que jT.,57 € J et nous substituons Tj+ — Tj-
& x; dans toutes les équations.

Transformation en probléme standard. Nous procédons également en deux
étapes. Comme précédemment, pour chaque variable z; avec j € J’, nous ajou-
tons deux nouvelles variables z;+,z;- telles que jT,5~ € J et nous substituons
Tj+ —x;- a x; dans toutes les équations. Puis nous ajoutons '’ensemble des va-
riables {x;s };eyr avec i° € J et nous substituons a toute inégalité Afi,—|.x > b;,
légalité Ali,—].x — x;s = b;.

c.q.f.d. OO0



6.4 L’algorithme du simplexe

L’algorithme du simplexe résout les problémes PL standard ce qui nous
conduit aux notations suivantes. Sol(A,b) = {z € R/ | A-x = b}, Solt(Ab) =
{x>0|A-z=0b}. I ={1,...,m} et J={1,...,n}. Nous notons la fonction
objectif f(z)=c- x.

Le probléme PL standard noté (A,b,c) s’énonce alors :

Minimiser c-z tel que = € Sol™(A,b)

Remarquons qu’en prenant ¢’ = —c¢, on transforme un probléme de minimisation
en un probléme de maximisation et vice versa.

6.4.1 Schéma général de P’algorithme

L’algorithme procéde en plusieurs étapes. Cependant la preuve de correction

de I'algorithme ne suit pas les étapes de cet algorithme. Aussi nous présentons
d’abord le schéma général de ’algorithme en nous appuyant sur des résultats
que nous démontrerons dans un ordre différent de leur utilisation.
Premiére étape. Il s’agit de transformer le probléme de fagon a ce que
rang(A) = m. Cette étape s’exécute en temps polynomial et est trés similaire a
l’algorithme d’élimination de Gauss. Comme l'indique la proposition suivante,
il y a deux résultats possibles a l’issue de cette étape.

Proposition 26 FEtant donné un programme linéaire (A,b,c) alors :
— Soit on peut détecter que ce probléme n’a pas de solution.
— Soit on peut le transformer en un probléme (Al c)
/

tel que rang(A’) =m’.

Illustration. La figure ci-dessous se lit ainsi. La premiére ligne décrit la
contrainte est 1 + 3x4 + 225 = 1 (idem pour les deux lignes suivantes). La
derniére ligne décrit la fonction objectif 1 + x5 + x3 + x4 + x5 + 0.

A z oz x3 T4 s b
IJTOJO[3]2
I]1]Jo0[5]1
L1144 16 ]

c[1]J1[1]J1]1] o0

Il est évident que le rang de A est 3. Imaginons que nous voulions nous en
assurer en faisant apparaitre une matrice identité 3x 3. Sans changer le probléme,
nous soustrayons la premiére ligne aux deux autres ce qui nous donne :

A x xy x3 x4 x5 b
1[0J0[3]¢2
Ol 1021
0 1] 1[1]2

c[I[IJI[I]1] o




Puis nous retirons la deuxiéme ligne a la troisiéme ligne.

A x T2 X3 T4 Tp b
1 0 0 3 2
0 1 0 2 | -1
0 0 1 1-113

c ’ 1 \ 1 \ 1 \ 1 \ 1 ‘ 0

On supposera dans la suite que rang(A) = m. Par conséquent n > m. On
considére maintenant une partition (dynamique) des indices de J = BW N avec
Card(B) = m. On note Ap (resp. Ay) la sous-matrice de A constituée des
colonnes d’indice appartenant & B (resp. V). On fait de méme avec les vecteurs
cet x.

Deuxiéme étape. 1l s’agit de trouver une solution initiale au probléme et
plus précisément une base initiale.

Définition 18 (Base d’un probléme PL) Une base B est un sous-ensemble
de m indices de J telle que Ap est inversible et Agl - b est positif ou nul. La

solution associée o la base B est définie par :
Vj e B,xj = (ABI b)j et Vj é B,l‘j =0

Illustration. Dans notre exemple B = {1,2,3} constitue bien une base. En
effet, nous avons « composé » notre probléme par Agl et le vecteur Ag,l b se
trouve sur la derniére colonne. Comme il est positif cela nous fournit la solution
initiale 1 = 1, o = 2, 23 = 3, 4 = 25 = 0 et f(z) = 6.

Le principe de cette recherche est de construire un autre probléme qui dispose
d’une base initiale évidente et dont le résultat soit indique que le probléme
original n’a pas de solution soit permet de retrouver une base initiale.

Proposition 27 Etant donné un programme linéaire (A,b,c) alors
— Soit on peut détecter que ce probléme n’a pas de solution.
— Soit on peut trouver une base B.

Troisiéme étape. Il s’agit d’améliorer la solution courante en remplagant un
indice de la base par un indice hors base pour obtenir une nouvelle base dont
la solution est au moins aussi bonne que la solution précédente. La proposition
suivant nous assure que cela est toujours possible & moins que : soit la solution
courant soit optimale, soit on détecte qu’il n’existe pas de solution optimale.

Proposition 28 FEtant donné un programme linéaire (A,b,c) et B une base
alors :
— Soit on peut détecter que la solution de B est optimale.
— Soit on peut détecter que ce probléme n’est pas minoré.
— Soit on peut trouver une base B’ avec B' # B, B = B\ {i} U{j} pour un
certain couple (i,j) telle que cp ~A]_3,1 b <cp- Agl - b, Dégalité n’étant
réalisée que si les solutions associées sont identiques.

Nous dirons que B’ est obtenue par « pivotage » a partir de B.



Illustration. Afin de décrire le pivotage, nous allons exprimer notre fonction
objectif en tenant compte de la base. Chacune des trois contraintes permet
d’exprimer une variable de la base en fonction des variables hors base. Par
exemple, ;1 = 1—3z4—2x5. On peut substituer ces expressions dans la fonction
objectif et nous obtenons f(x) = 6 — 3x4 — 3z5 (valide pour tout = € Sol(A,b)).
Le tableau se réécrit ainsi.

A x1 x2 T3 s s b
1[0[0][3]2
01021
001 ]-1]3]| [3]

c[0]00]3[3] 6

On s’apergoit alors que si on augmente x4 ou x5 tout en maintenant la positi-
vité de la solution, on diminue la fonction objectif. Choisissons d’augmenter xs.
Puisque x1 = 1 —3x4 — 225, x5 ne peut dépasser 1/2; puisque x5 = 2 — 24 + x5
cette équation ne contraint pas I’augmentation de x5 ; puisque 3 = 3+ x4 — 35
x5 ne peut dépasser 1. La variable qui sortira de la base est donc x;. Le nouveau
tableau est obtenu en réécrivant la premiére ligne x5 + 3/2x4 + 1/221 = 1/2 et
en remplagant dans les deux autres lignes et dans la fonction objectif x5 par
1/2 —3/2x4 — 1/2x;. Ce qui nous donne :

A x5 w1y T3 T4 T b
TToT0T 312 [
o 1o i
NEENSESEINE

c[0JO0JOo[ 3 [3] 3

Nous constatons que la fonction objectif s’écrit f(x) = 9/2+3/2x4 + 3/2xs.
Autrement dit, la nouvelle base fournit une solution optimale.

Quatriéme étape. L’algorithme reposant sur la propriété précédente ne se
termine pas si et seulement si il rencontre deux fois une méme base. Cependant
avec une stratégie appropriée d’échanges d’indices, ce cas ne peut arriver.

Proposition 29 1[I existe une stratégie de pivotage telle que pour toute suite de
bases B1,. .., Bg vérifiant que V1 < k < K, By1 est obtenue par pivotage de
Bk, on a BK 75 Bl-

6.4.2 Preuve de correction de ’algorithme

Il nous suffit pour cela d’établir les propositions de la section précédente.

Preuve de la proposition (relative au rang de A)

Supposons que le rang de la matrice A noté r vérifie r < m.

Soit I’ un sous-ensemble d’indices de r vecteurs lignes indépendants de A.

Soit maintenant i ¢ I’, alors 3{ Ay }ierr, tels que Afi,—] = >, . Aw Ali',—]. 11
y a alors deux cas & considérer :



— Sib;i =), cp Awby alors la contrainte Afi,—] -2 = b; est redondante par
rapport a celles spécifiées par I’ et elle peut étre omise.
— Sinon le probléme n’admet pas de solution.
Dans le cas oil la deuxiéme branche de 'alternative n’est jamais rencontrée, on
restreint la matrice A aux lignes de I’ de cardinal » = rang(A) avec équivalence
des problémes.

c.q.f.d. OO0

Preuve de la proposition (relative au pivotage)
On note :

— by = Agl - b vecteur indicé par B,

— Ip la matrice identité indicée par B x B

- AN = Agl - An matrice indicée par B x N
Nous observons que :

— La solution courante associée & B est définie par

Vj € B,x; = bpn]j] et Vj € N,z; = 0. On la note sp.

— Puisque Ap-Apny = AN, vk € N,A[—,k] = EjEB ABN[j,k‘} : A[—,j]
L’équation des contraintes peut se réécrire Ag - xp + Ay - zn = b ce qui est
équivalent a zpg + A;l Ay TN = A,}l - b qui se réécrit finalement

Ig-zp+ Ay -xn = beN (6.1)

L’équation signifie que pour une valeur de zy (resp. zy > 0), il y a exac-
tement (resp. au plus) une valeur de xp (resp. xp > 0) telle que = € Sol(A,b)
(resp. x € Solt(A,b)).

Intéressons-nous maintenant a la fonction objectif f(z) =c- x.

Lorsque = € Sol(A,b), nous pouvons la réécrire :

f(ﬂj) =CN TN t+CB-TB :CN~SCN+CB‘(A51~I)7A51'AN~$N)
:CB‘Aél-b-l—(CN—CB‘Aél-AN)-l'N

On note f(B) =cp-bpy et cgy = cy — cp - Apy. Alors la fonction objectif se
réécrit :

Vo € Sol(AD), f(x)=f(B)+can-2aN (6.2)

Cas n°1. Si maintenant cgy > 0, alors pour tout = € Sol(A,b) tel que zxy >0
f(z) > f(B). Par conséquent, le minimum est atteint pour x = sp et a
pour valeur cp - bp.

Cas n°2. Sinon ceci signifie qu’il existe un j € N tel que cgy[j] < 0.

On note NP = {j € N | cgn[j] < 0} et jZ = max(NP) (d’autres stratégies de
choix sont possibles).

Soit maintenant z¢ défini pour § > 0 par :

- Vj € B,zglj] = bpn|j] — 0ABN[),jE]

- Vje N\ {jF} zo[j] =0

~ il =0
En vertu de I’équation xg € Sol(A,b). Par conséquent, f(zg) = f(B) +
Ocpn([iP]. Soit maintenant BZ = {j € B | Apnlj,jZ] > 0}.
Cas n°2.1. Si BZ = ) alors V0 € R*,x9 > 0 et puisque limg_,o, f(x5) = —00,
il n’y a donc pas de solution qui minimise la fonction de cotut f.



Cas n°2.2. Sinon on note B? = {j € B? | vk € BE, ABbff;Ean < ABbffZ[?Bn 1.

BE est I'ensemble des indices de la base B tels que xg[j] atteint en premier
zéro lorsque 6 croit. On pose jZ = max(BP) (d’autres stratégies de choix sont

. ben[i2
possibles) et 8 = #&é}ﬂ

Par construction, zgs > 0 et xg5[j5] = 0. Le nouvel ensemble d’indices est

B" = B\ {j} U {jZ}. Rappelons que A[—;l] = 3. 5 Apn[ijl]A(=.7).

Puisque Agn[jZ,58] # 0, les vecteurs colonnes de A indicés par B’ sont bien

indépendants.

Puisque f(B’) = f(B) + 08 Apn[j2,jP], on en déduit que f(B') < f(B) avec

inégalité stricte si 7 > 0.

La preuve est terminée mais nous indiquons comment calculer Ag/n: et bpr -

et cp/n+ car ces calculs sont repr]i38 dans l'algorithme [38]

Al=3P) = = Yienizin aenptam Al il + mmpmm Al-f)

Ce qu’on peut aussi écrire :

Al=5P = X e p Ap w757 ]1Al-.J]

Il reste & compléter le calcul de Ag/n- :

vk e N\ {57},

Al— K]

=3 ,es ABNIIKIA[—,]]

= jen.jeip ApNKA[=G] + Apn (57 K e pr Aprnr 15,3 71A[=41)

= jenr 2B (ANl + Apn (i K Ap v 1,57 Al=d] + AN 7 KA o 5,57 1A-05]

Par construction bp/n: = xg5.

Enfin, il faut calculer cp/n/. Pour z € Sol(A,b), on a :

i) = bp v 58] = X jens Apv 10 5]2 ]

Par conséquent,

f(x) = F(B) + X2 ;en canli]]]
FB) + X ey conlilels]) + eon i) (bar [i8] = ¥yens Ap [i8 gleli])

FB) + X jenyzy (eanli] — ean il Ap v 52 5])2li] — Apw 585712 (5]

c.q.f.d. OO0

Preuve de la proposition (relative a loccurrence des bases)

Nous appliquons la régle de Bland qui consiste & choisir le plus grand indice
entrant et le plus grand indice sortant. Nous démontrons cette proposition par
I’absurde. Supposons que l'algorithme construise une suite de bases By, ... Bg
avec By = By.

Si nous supprimons tous les indices appartenant a (), ., By ainsi que les
vecteurs lignes correspondants dans les matrices Ap, v, et les composantes cor-
respondantes dans les vecteurs bp, y, alors ’algorithme se comporte de la méme
fagon puisque ces indices ne sont jamais sélectionnés pour sortir de la base.

Si nous supprimons tous les indices appartenant a (), k<K Nj ainsi que les
vecteurs colonnes correspondants dans les matrices Ap, v, et les composantes
correspondantes dans les vecteurs cp, N, alors l'algorithme se comporte de la
méme fagon puisque ces indices ne sont jamais sélectionnés pour entrer dans la
base.



Nous pouvons donc supposer que tout indice entre et sort de la base au moins
une fois durant la suite de « pivotages ». Par conséquent puisque la solution
courante reste identique durant tout le processus, on a Vi,k, bp, n, [¢{] = 0 (sinon
0, > 0 pour au moins une base By). Autrement dit la solution courante est le
vecteur nul et la fonction objectif est nulle pour cette solution.

Soit maintenant im 'indice maximum restant, By une base telle que im € NN
By11 (i-e. im entre dans la base By41) et By une base telle que im € By NNy 41
(i.e. im sort de la base Bys). On note in l'indice qui entre dans la base By 1.

Définissons le vecteur y par :

- ylin] =1

- Vie Bk/,y[i] = _ABk’Nk’ [’L,ZTL]

— Vi€ Ny \ {m},y[z] =0
Par construction, y € Sol(A,b) et par conséquent f(y) = f(0) + cp,, N, [in] =
cB,, N, [in] < 0 puisque in entre dans la base. D’autre part A, n,, [im,in] > 0
puisque im sort de la base et Vi € By \ {im}, Ap,, n,, [i,in] <0 d’aprés la régle
de choix de l'indice sortant. Autrement dit, y[i| < 0 < i = im.
Puisque im entre dans By41, ¢, n, [im] < 0. D’aprés la régle de choix de I'indice
entrant Vi € Ny, \ {im}, cp,n,[i] > 0. Evaluons f(y) en fonction de la base By.
f(y) = ZieNk CB,, Ny, [7’] : y[z]
= ZieNk\{im} CBi Ni [Z] : y[l] + BNy, [Zm] ’ y[lm] 2 CBy Ny, [Zm] : y[zm] > 0.
D’oit une contradiction.

c.q.f.d. QOO

Le choix des indices entrants et sortants peut toujours se faire sans respecter
la régle de Bland. 1l suffit simplement de 'appliquer lorsque la solution ne pro-
gresse plus. Ceci est particuliérement intéressant si on veut appliquer des régles
heuristiques de choix de ces indices. D’autre part il existe une autre stratégie
qui permet de de garantir la terminaison de I'algorithme du simplexe que nous
expliquons maintenant. Cette stratégie repose sur 'ordre (total) lexicographique
entre vecteurs.

Définition 19 Soient v et v/ deux vecteurs de R™, v est dit plus petit lexicogra-
phiquement que v' (noté v <; v') ssi 1 < i < m,v[i] < V[ AVL < j <iv[f] =
v'[j]. On note également v <; v ssiv <, v' Vv =1

On suppose que J est muni d’un ordre total sur les indices et ne contient pas 0
considéré comme plus petit que tout indice de J. On note bA la matrice I x{0}U.J
définie par bA[—,0] = b et Vj € J bA[—,j] = A[—.j]. De maniére similaire, soit
B une base, on note BAgy = Agl - bA. On note aussi CEN le vecteur ligne
indicé par {0} U J tel que ¢y [0] = —f(B) et Vj € J,chy[i] = cpn[j]. Lintérét
de cette écriture est de mettre en évidence la stratégie que ’on veut adopter et
dont la correction est assurée par le lemme suivant.

b A X1 X9 T3 T4 Is
1 110 0|32
2 0 1 0 2 | -1
3 0] 0 1 /-1 3




Lemme 14 Soit une base B, soit j. un indice entrant quelconque (i.e. tel que
esnlje] <0), alors :

Si js € B est défini par bApN[js,je] > 0 A

Vj € B,j # js,bApnlj,je] > 0= mbABN[jsy—] <i mbABN[ja_]
alors B' = B\ {js} U {je} est bien une base.

Si de plus Vj € B,bApn[—,j] >1 0

alors ¥j € B ,bApin/[—,j] >1 0 et ¢y >1 Chn-

Preuve
Le fait que js soit unique résulte du fait que rang(A) = m.

La premiére partie du lemme est évidente car en examinant l'indice 0 de la
bpn[j]

matrice bA, nécessairement j, est choisi parmi les j qui minimisent Aoal ]
s

sachant que Agn|[j,js|] > 0.
Supposons I’hypothése complémentaire vérifiée et examinons maintenant les
lignes de la matrices bAp: .

bAp N jer—] = papnp0ABNLs—] >0 0.
Soit j € B\ {js}. o
bApn/lj,—] = bApn[j,—] — g2k b Apn s,

Il y a deux cas & examiner.
Cas n° 1. Agnlj,je] > 0. Alors on réécrit
bAp N [j,~] = bApNide] Gagaprg0AsN =] = sagnpg70ABN s —]) >1 0
d’apreés le choix de 'ordre lexicographique.
Cas n° 2. Agyn[j,je] < 0. Alors bAp n/[j,—] =1 bApnN[j,—] >; 0 puisque Pordre
lexicographique est « compatible » avec 'addition : v >; 0 = v + v’ >; v'.
Examinons maintenant c'g, N-Ona:

£ ldel :
CE’N’ = CE’N — bAC;Jf;V[j]S,jc]bABN[jS’_] > CEN
pour la méme raison que celle qui nous a fourni 'inéquation précédente.

c.q.f.d. QOO

Deuxiéme preuve de la proposition (relative a loccurrence des bases)
En appliquant la stratégie du lemme précédent, il est impossible d’obtenir deux
fois la méme base puisque le vecteur cg, N croit strictement lexicographique-
ment. Pour assurer la condition initiale, il suffit d’ordonner J de telle facon que
si By est la base initiale alors Vj € By,Vj € Ny, j < j'. Ainsi sur chaque ligne,
on a un coefficient non négatif suivi éventuellement de quelques 0 puis d’un 1.

c.q.f.d. QOO

Une fois établies les trois propositions précédentes, nous disposons d’un al-
gorithme pour le cas particulier ol une base initiale est connue.

Preuve de la proposition (relative a la base initiale)

Tout d’abord nous supposons que b est un vecteur positif ou nul. En effet, pour
chaque composante négative, il suffit de multiplier par —1 cette composante et
le vecteur ligne de A correspondant sans changer le probléme. Nous augmentons
alors le probléme avec m variables {Z,11,...,Zntm} et la matrice A par V1 <
i <m,Ali;n+i|=1AVn+1<j#n+i<n+m,Alj] =0.



La base initiale est B = {n+1,...,n+m} (la sous-matrice associée est 'identité),
bpy = b. On minimise la fonction objectif ;. Autrement dit, V1 <
J<n,epnli] =— Z1gigm Ali.j].
Puisque la fonction objectif est minorée par 0, lorsque 'algorithme se termine,
il renvoie une solution optimale.

n<i<n—+m

Cas n°1. Si la fonction objectif est non nulle, alors le probléme initial n’admet
pas de solution.

Cas n°2. Dans le cas contraire, la base correspondante inclut peut-étre des
indices des variables auxiliaires (qui sont nulles). La matrice (Id | Agn) res-
treinte aux composantes des variables originales est la transformée par A]_Bl de
la matrice originale (nous la notons A’). A’ est de rang m. Par conséquent, soit
¢ Iindice d’une variable auxiliaire dans la base B, alors il existe au moins un
indice j d’une variable originale dans N tel que Agn|i,j] # 0. Sinon le vecteur
ligne d’indice 7 de A’ est nul et rang(A’) < m. On pivote i et j sans tenir
compte de la fonction objectif puisque x; = x; = 0. En itérant cette opération,
on obtient une base composée uniquement des indices de variables originales et
on détruit les vecteurs colonnes des variables auxiliaires.

c.q.f.d. QOO

6.4.3 L’algorithme détaillé

L’algorithme[35]élimine les contraintes redondantes afin d’assurer que le rang
de la matrice soit égal au nombre de contraintes. La variable newm fournit le
nombre de contraintes finales (éventuellement 0 si la matrice A est nulle). La
boucle principale examine la ligne d’indice i. Au début de cet examen, newm
lignes ont été conservées et déplacées en premiére position et les newm premiéres
colonnes constituent une matrice triangulaire supérieure de diagonale sans élé-
ments nuls. Si la ligne d’indice ¢ est non nulle, elle est conservée car I'indice j de
son composant non nul est forcément compris entre newm + 1 et n augmentant
ainsi le rang de la sous-matrice. On incrémente newm et on inverse les colonnes
d’indice j et newm (et les composants correspondants du vecteur ¢) pour faire
apparaitre le composant non nul en colonne newm. On combine linéairement
la ligne i avec les lignes i + 1,...,m afin de faire apparaitre des zéros sous ce
composant. Ces combinaisons linéaires s’appliquent aussi au vecteur b. Puis on
déplace la ligne (et le composant b;) en position newm. Si la ligne i est nulle
alors soit b; est nul et la ligne est redondante ; soit b; est non nul et le probléme
n’admet pas de solution. Le tableau ind fournit 'indice de colonne en fonction
de V'indice de la variable.

L’algorithme résout le probléme lorsqu’il dispose d’une base initiale. Il
itére un pivotage a l'aide de deux algorithmes : Sélectionner qui fournit les
indices entrants et sortants (si un pivotage est possible) et Permuter qui pratique
le pivotage en fonction des indices fournis. L’itération s’arréte si Sélectionner
découvre que la base est optimale ou que le probléme est non minoré.

Dans l’algorithme le tableau ¢nd ordonne les indices des variables de
telle sorte qu’un indice j appartient a la base ssi ind[j] < m. La matrice A
de cet algorithme correspond & la matrice Agy, et le vecteur ¢ & cgy. Cette
matrice et ce vecteur ont n — m colonnes; une variable hors base d’indice j
y apparait & la colonne d’indice ind[j] — m. Le vecteur b correspond a bgy.
La matrice A et le vecteur b ont m lignes; une variable de base d’indice j y



Algorithme 35: Eliminer les contraintes redondantes

Eliminer(A,b,c,ind,m,n) : statut
Input : n, le nombre de variables

InputOutput : m, le nombre de contraintes éventuellement diminué
InputOutput : A, une matrice m x n

InputOutput : b, un vecteur de dimension m

InputOutput : ¢, un vecteur de dimension n

InputOutput : ind, un tableau 1..n repérant la place des variables

Output : le statut de I'opération

Data : statut une variable de type statut, i,j,k,newm,itemp des indices
Data : temp,pivot des valeurs, trouve un booléen

newm < 0
for i + 1 to n do invind[i] + i
for i < 1 to m do (ligne i conservée si indépendante des précédentes)
j < newm + 1; trouve + false
repeat
trouve < Ali,j] # 0
if not trouve then j < j+1
until 7 > n or trouve
if trouve then
newm < newm + 1
for k <+ 1 to m do
‘ temp < A[k,newm]; Alknewm| < Alk,j]; Alk,j] + temp
end
temp + c[newm]; c[newm] <+ c[j]; c[j] + temp
itemp < invind[newm] ; invind[newm) + invind|[j] ;
invind[j] < itemp
for j « i+ 1 tomdo
pivot <— A[j,newm]|/Ali,newm]; Aljnewm] < 0
for k < newm + 1 to n do
| A[j k] < A[j k] — pivot - Ali.K]
end
blj] = blj] — pivot - b[i]
end
for j < 1 to n do A[newm,j] <+ Alij]
b[newm)] <+ bli]
else if b[i] # 0 then return vide
end
if newm = 0 then return matricenulle
for i < 1 to n do ind[invind[i]] < i
m < newm; return rangm




Algorithme 36: Minimiser avec une solution initiale

MinimiserInit(A,b,c,ind,m,n) : statut
Input : n, le nombre de variables
Input : m, le nombre de contraintes

InputOutput : A, une matrice m x n —m

InputOutput : b, un vecteur de dimension m

InputOutput : ¢, un vecteur de dimension n — m

InputOutput : ind, un tableau 1..n repérant la place des variables
Output : le statut de 'opération

Data : statut une variable de type statut, ¢,7 des indices

statut,i,j < Sélectionner(A,b,cind,m,n)
while statut = sélectionné do
Permuter(A,b,c,ind,m,n,i.j)
statut,i,j + Sélectionner(A,b,cind,m,n)
end
return statut

apparait a la ligne d’indice ind[j]. La sélection des indices & permuter se fait
suivant la régle de Bland. La recherche de I'indice entrant se fait en repérant les
indices hors base (ind[j] > m) dont la composante cpy est strictement négative
(c[ind[j] —m] < 0). Le premier indice trouvé est I'indice entrant. Si aucun indice
n’est trouvé alors la solution est optimale. Le recherche de I'indice sortant se
fait parmi ceux qui contraignent la diminution de la solution (A[ind[i],jN] > 0)
. . . . blind[i]] .

et parmi ceux-la ceux qui la contraignent le plus (W minimal). Le plus
petit indice parmi les plus contraignants est renvoyé. Si un tel indice n’est pas
trouvé alors le probléme n’est pas minoré.

L’algorithme utilise les mémes variables que 'algorithme précédent. Le
« pivotage » se fait en deux étapes. Il met d’abord a jour la colonne qui va
correspondre & 'indice sortant. Pour ce faire, il doit multiplier I’ancien coefficient
par fm sur toutes les lignes différentes de 'indice sortant (y compris
pour le coefficient de c¢). Le coefficient sur la ligne de l'indice sortant est égal

a m et le coefficient sur b correspond & la nouvelle valeur de la variable
JN]
entrante %. Une fois ceci fait, il met & jour les colonnes en tenant compte

du fait que la colonne de I'indice sortant a déja été mise & jour ce qui facilite les
calculs. Enfin les indices sont intervertis.

L’algorithme consiste & trouver si possible une base initiale. Il rend po-
sitifs les coeflicients de b négatifs. En raison de l'insertion des variables auxi-
liaires, la matrice A correspond exactement & la matrice Agy. Le vecteur ¢ est
choisi de maniére appropriée. Indbis est le tableau de position des indices en te-
nant compte de 'insertion des variables auxiliaires. L’algorithme appelle ensuite
MinimiserInit pour trouver une solution optimale au probléme intermédiaire.
Dans la boucle qui suit, il examine les variables auxiliaires. Si une variable auxi-
liaire est non nulle alors le probléme n’a pas de solution. Si malgré tout elle
est dans la base alors il la pivote avec une variable originale hors base. Enfin il
élimine les colonnes superflues en décalant les colonnes restantes et mettant &



Algorithme 37: Sélectionner les indices a permuter

Sélectionner(A,b,c,ind,m,n) : statut,entier,entier
Input : n, le nombre de variables
Input : m, le nombre de contraintes

InputOutput : A, une matrice m x n —m
InputOutput : b, un vecteur de dimension m
InputOutput : ¢, un vecteur de dimension n —m
InputOutput : ind, un tableau 1..n repérant la place des variables
Output : le statut de I'opération, les indices sortants et entrants
Data : 1,j,is,je,iB,jN des indices, pivot,inverse des rationnels
je<+0;4j+0
while j < n and je = 0 do (Recherche de l'indice entrant)
j+—j7+1
if ind[j] > m then if c[ind[j] — m] < 0 then je + j
end
if je = 0 then return optimal,0,0
JN «ind[j] —m
15 < 0 pivot < oo
for i + 1 to n do (Recherche de l'indice sortant)
if ind[i] < m then
if Alind[i],jN] > 0 then
if % < pivot then
is < i; 1B < ind]i]
nverse <— m
pivot < b[iB] - inverse
end

end

end

end

if s = 0 then return nonminoré,0,0
return sélectionné,is,je




Algorithme 38: Permuter

Permuter(A,b,c,ind,m,n,is,je)

Input : n, le nombre de variables

Input : m, le nombre de contraintes

Input : is,je, les indices entrants et sortants

InputOutput : A, une matrice m x n —m
InputOutput : b, un vecteur de dimension m
InputOutput : ¢, un vecteur de dimension n — m
InputOutput : ind, un tableau 1..n repérant la place des variables
Data : 4,5,iB,jN des indices, pivot,inverse des rationnels
iB <« ind[is]; jN < ind[je] —m
inverse m ; pivot < b[iB] - inverse
for : < 1 to m do
if 7 # iB then
bli] « b[i] — pivot - Ali,jN]
Ali,jN] + —Ali,jN] - inverse
end
end
c[jN] + —inverse - c[jN]
b[iB] + pivot ; A[iB,jN| <+ inverse
for j < 1ton—mdo
if j # jN then
for i < 1 to m do
if i # iB then

end
end
AliB,j] + inverse - AliB,j]
end
end

for j < 1ton—mdo

| i j # N then c[j] < clj] — A[iB,j] - c[jN]
end
ind[is] < jN +m; ind[je] < iB;




jour les indices.

L’algorithme [40] qui implémente la méthode du simplexe enchaine 1'algo-
rithme d’élimination de lignes, de recherche de base initiale et de recherche de
solution optimale pour un probléme initialisé. Le seul point délicat est la mise a
jour des coefficients de la fonction objectif en tenant compte de la base initiale.

6.5 La dualité

De nombreuses méthodes alternatives reposent sur la dualité que nous pré-
sentons maintenant. Supposons que nous ayons une combinaison linéaire des
vecteurs lignes de A, d = ), ;yiAli,—] telle que d < ¢, alors pour tout
x € Solt(Ab), Y icryibi = d-x < c-x. Autrement dit, ), ;b est un
minorant de la valeur optimale. En recherchant le plus grand minorant possible
par cette méthode, on obtient le probléme dual suivant :

Maximiser y-btel que y e RIAy-A<¢
Nous généralisons cette notion a un probléme quelconque.

Définition 20 (Probléme dual) Soit P un probleme PL appelé probléme pri-
mal donné par les équation suivantes :

Minimiser c¢-x tel que :
Viel Ali,—]-x=b;
Viel Ali,—] -z >

Vjeldz; >0

Alors D le probléeme dual de P est défini par les équations suivantes ot y
est un vecteur ligne de variables de support TUT' :

Maximiser y-b tel que :
Viedy - Al-jl<¢
VieJy-Al-jl=c¢
Viel,y; >0
Le lemme suivant généralise le raisonnement du début de la section.

Lemme 15 Soit P un probléme PL et D son dual. Soient x une solution (non
nécessairement optimale) de P et y une solution (non nécessairement optimale)
deD. Alorsy - b<y-A-z<c-x.

Preuve

Vie J (y- Al—.j])z; < cjz; puisque z; est positif et

vieJ, (y- Al=.j)zj = cjz;.

Dou : ZjGJUJ’ (y- Al=g)z; < ZjeJuJ/ CjTy

Autrement dit : y- A-x <c-x

VieI',y;(Ali,—] - ) > y;b; puisque y; est positif et

Vi€ I,y (Ali,—] - @) = yib; Do : 3 e rop yi(All, =] - @) = e 10 vibi
Autrement dit : y-A-x >y b



Algorithme 39: Trouver une solution initiale

Initialiser(A,b,ind,m,n) : statut
Input : m, le nombre de contraintes
Input : n, le nombre de variables

InputOutput : A, une matrice m x n,

au retour seule la sous-matrice m x n — m est significative
InputOutput : b, un vecteur de dimension m

InputOutput : ind, un tableau 1..n repérant la place des variables

Output : le statut de 'opération

Data : i,j,k,next des indices

Data : ¢ un tableau de dimension n des coefficients d’accroissement
Data : indbis,invind, deux tableaux 1..n +m

repérant la place des variables et vice versa

for i + 1 to m do (inverser les b si nécessaire)
if b[i] < 0 then
| bli] < —bli]; for j < 1 to n do Ali,j] < —Alij]
end
end
for i + 1 to n do (Initialisation de c¢)
| c[i] < 0; for j < 1 to m do c[i]  c[i] — Ali.j]
end
// Initialisation de indbis
for i + 1 to n do indbis[i] + m + ind]i]
for i +— 1 to m do indbis[n + 1] « i
MinimiserInit(A,b,c,indbis,m,m + n)
for i «+ n+1 to n+m do (sortir les variables aux. de la base si possible)
if indbis[i] < m then
J < indbis[i]; if b[j] > 0 then return vide
trouve < false; k < 0
repeat
k+—k+1
if indbis[k] > m and A[j,indbis[k]] # 0 then
Permuter(A,b,cindbis,m,m + n,i,k)
trouve < true
end
until trouve = true
end
end
// Initialisation de invind
for i + 1 to n + m do invind[indbis[i]] < ¢
for i + 1 to m do ind[invind[i]] + i
14 m;next < 0
while next < n —m do (élimination des colonnes superflues)
1 i+1
if invind[i] < n then
next < next + 1; ind[invind|[i]] < next +m
for k < 1 to m do Alk,next] + Alk,i —m]
end

end
return unebase




Algorithme 40: Le simplexe

Simplexe(A,b,c,m,n) : statut

Input : m le nombre initial de contraintes, n le nombre de variables
Input : A une matrice rationnelle m x n

Input : b un vecteur rationnel de dimension m

Input : ¢ un vecteur rationnel de dimension n

Output : le statut de 'opération

Data : ind un tableau 1..n repérant la place courante d’une variable
Data : ¢BN un vecteur rationnel 1..n — m,

coefficients d’accroissement courant des variables hors base

Data : statut une variable de type statut, ¢« un indice, opt une valeur

for i + 1 to n do ind[i] + ¢
statut < Eliminer(A,b,ind,mn)
if statut # rangm then return statut
statut < Initialiser(A,b,ind,m,n)
if statut # unebase then return statut
for i + 1 to n do (maj des coefficients en fonction de la base trouvée)
if ind[i] > m then
k < ind[i] — m; ¢cBN[k] < ][]
for j + 1 ton do
| if ind[j] < m then ¢BN[k] < ¢BN|k] — Alind[j],k]c[j]
end
end

end
statut < MinimiserInit(A,b,cBN,ind,m,n)
if statut # optimal then return statut
print « Solution optimale »
opt < 0
for i < 1 ton do

print « Variable », i

if ind[i] > m then print 0

else print b[ind|[i]] ; opt < opt + c[i] - blind]i]]
end
print « Valeur optimale », opt
return trouvé




c.q.f.d. OO0

Le lemme suivant justifie le choix du mot « dual ».

Lemme 16 Soit P un probléme PL et D son dual. Si D est exprimé comme
un probléme de minimisation alors son dual est P.

Preuve
Soit D réécrit en probléme PL :

Minimiser — b7 -y tel que :
V] S J7 _AT[jv_] : yT > —Cj
Vj € J/7 _AT[j>_] : yT = —Cj
Vi € I/,yi >0
Son dual s’écrit alors

Maximiser z” - (—c)” tel que :

Viel z' —AT[—4] < —b;
VieIaT —AT[—i] = —b;
Vi€ J, z; >0
En prenant I'opposée et la transposée des trois premiéres lignes, on retrouve P.

c.q.f.d. OO0

La proposition suivante souligne 'intérét du probléme dual.

Proposition 30 Les problemes primal (noté P) et dual (noté D) vérifient les
relations suivantes :
- 51 P n’est pas minoré alors D n’admet pas de solution.
— Si D n’est pas magjoré alors P n’admet pas de solution.
— P admet une solution optimale si et seulement si D admet une solution
optimale. Dans ce cas, les valeurs optimales coincident.

Preuve

Les deux premiéres affirmations de la proposition découlent du lemme [T5]

Sans perte de généralité, nous supposons le probléme P exprimé sous forme
standard. Supposons que P ait une solution optimale et soit B la base trouvée
par l'algorithme du simplexe. Rappelons les différentes (in)équations vérifiées

par cette base :
f(B)=cp-Az' b (6.3)

(cette équation est vérifiée pour toute base)
CN—CB-AE1 AN >0 (6.4)

(cette équation est vérifiée pour toute base optimale)



Posons y = cB~A§1. Alors d’une part cg = y-Ap et d’autre part, l’inéquation
se réécrit cy > y - Ax. Dot ¢ > y - A. Ceci montre que y est une solution de
D. L’équation se réécrit f(B) = y - b. Puisque la valeur associée a y est la
valeur optimale de P, un majorant des valeurs possibles de D, y est une solution
optimale et les valeurs optimales des deux problémes coincident.

Pour établir la réciproque, il suffit d’observer que le probléme dual du probléme
dual est le probléme primal d’aprés le lemme [16| et appliquer le méme raisonne-
ment.

c.q.f.d. QOO

Autre preuve de la dualité. Cette preuve alternative repose sur un résultat
dont nous présentons ici I’'une des nombreuse variantes.

Lemme 17 (Farkas) Soit C une matrice K x L et k € K. Alors les deux
propositions suivantes sont équivalentes.

1. WeRK v.C=0Av>0Av[k] >0
2. AweRE C-w < OA(C-w)k] <0

Preuve

Supposons l'existence simultanée de v et w tels que décrits dans le lemme. Alors :
VE' € K, v[K'|(C - w)[k'] <0 et v[k](C-w)[k] <0

Par conséquent v-C-w < 0, mais v-C-w = (v-C)-w = 0, d’ott une contradiction.
Il reste a établir que I'un de ces deux vecteurs existe toujours. Nous le prouvons
par récurrence sur |K]|.
|K| =1 (i.e. K = {k}). Alors soit C est la matrice nulle et v défini par v[k] = 1
convient. Si C' n’est pas nulle alors 31 € L,C[k,l] # 0. Si C[k,l] < 0 alors w
défini par w[l] = 1 et w[l'] = 0 pour tout I’ # | convient. Sinon le vecteur
opposé convient.
|IK| =n+1 et le lemme est vérifié pour |K| = n. Nous essayons d’obtenir
v ou w de deux facons différentes.
Premiére tentative. Soit k; un indice de ligne différent de k. Posons K; =
K\ {k1} et Cy la matrice obtenue a partir de C, en supprimant la ligne indicée
par k1. En utilisant I’hypothése de récurrence :
— soit Jv e REL v - CL=0Av1 >0A v [k] > 0. Dans ce cas, v défini par
VE € K1,v(k') = v1(k') Av(k1) = 0 convient.
— soit Jw € RE,Cy - w <0 A (Cy - w)[k] > 0.

— Si (C - w)[k1] < 0 alors w convient.

— Il reste un cas défavorable : (C - w)[k;1] > 0.
Deuxiéme tentative. Soit W le sous-espace vectoriel de RX engendré par
Pensemble {C[—,l]};cr,. W peut étre décrit par une équation linéaire v - D = 0
ou les colonnes de D forment une base du sous-espace orthogonal de W. On
applique alors 'hypothése de récurrence & Dy, la matrice obtenue & partir de D

en supprimant la ligne D[k;,—]. Alors :
— Soit Jv; € REL vy Dy = 0Av; > 0Awvi[k] > 0. Observons que v défini par
VE' € Ky,v[k'] = —v1[k'] Av[k1] = 0 satisfait v - D = 0. Par conséquent v

est engendré par {C[—,l]}icr, i.e. v =), w[l].C[,l] avec w[l] € R. Ce
vecteur w convient.



— Soit Jw, Dy - w > 0 A (D; - w)[k] > 0. Définissons v par v = D - w. Par
construction v - C' = 0.
— Si v[k1] > 0 alors v convient.
— Il reste un cas défavorable : v[k;] < 0.
Supposons maintenant que les deux cas défavorables sont simultanément ren-
contrés. Ceci signifie que :
— Jw € REVE ¢ {k1,k}, (C-w)[K'] <OA(C-w)[k] <OA(C-w)[ki] >0 et
~ W eRE v.-C=0AVYE ¢ {ki,k},v[k'] >0Av[k] >0Av[ki] <O.
Calculons de deux fagons v+ C'-w. D’une part, v-C-w = (v-C)-w = 0. D’autre
part, v-C-w =3y o0 oy V[F](C-w)[K] +v[k(C- w) k1] +v[k](C - w)[k]. Cette
somme est constituée de termes négatifs dont les deux derniers sont strictement
négatifs, d’ou v - C' - w < 0. Cette contradiction compléte la preuve.

c.q.f.d. QOO

Deuxiéme preuve de la proposition
Sans perte de généralité, nous démontrons la dualité dans le cas du probléme
primal suivant :

min(c-z | A-x <bAxz € R’)

conduisant au probléme dual :

max(—bT -y |y-A=—-c" Aye R Ay >0)

Soit « une solution optimale du probléme primal.
Posons I' = {i € I | A[i,—] - = = b[i]}. Alors le systéme d’équations :

Viel Ali,~]-w<0Ac-w<0

n’admet pas de solutions. En effet, si un tel w existait alors pour un € > 0
suffisamment petit, x + ew serait aussi une solution du probléme primal avec
c-xr>c-T+ew.

On applique alors le lemme de Farkas qui implique l'existence d’un vecteur
positif v indicé par I’ et d’un réel positif non nul r tel que :

Vi€ Y ofi]- Alij] +relj] =0
iel’
On définit y un vecteur indicé par I ainsi :

Viel y[i]:MAViGI\I’ yli] =0
r
D’aprés les équations vérifiées par v, y est une solution du probléme dual. Cal-

culons son cofit :
Ty == Y ylilbli) = — Yl (3 Aligleli) =~y Az =coa
i€l’ el’ J€I

c.q.f.d. OO0

On peut donc résoudre le probléme dual plutot que le probléeme primal ou
s’appuyer sur la dualité pour concevoir et valider des algorithmes plus sophis-
tiqués tels que 'algorithme primal-dual qui améliore la solution courante par
résolution d’un probléme linéaire de plus petite taille.



6.6 Une méthode intérieure

Les méthodes intérieures procédent différemment et tentent de suivre un
chemin dans le polyédre (appelé chemin central) dont 'extrémité est une solu-
tion optimale. Ces méthodes s’appuient sur des techniques mathématiques plus
élaborées que celles du simplexe. Elles ont ’avantage théorique d’avoir une com-
plexité en temps polynomial alors que le simplexe peut atteindre dans le pire
des cas une complexité exponentielle.

6.6.1 La forme de Goldman-Tucker

Afin de présenter 'une des méthodes intérieures, nous introduisons une nou-
velle expression d’un programme linéaire. Supposons que le probléme soit fourni
sous forme canonique. Il s’énonce ainsi :

(P) Calculer min{c-u|A-u>bu>0}

Hypothéses. Dans cette section, nous faisons les hypothéses suivantes : A n’a
ni colonne nulle ni ligne nulle, ¢ n’est pas le vecteur nul et A,b,c sont a coefficients
entiers. Dans le cas d’une colonne nulle, posons u; la variable associée. Si ¢; > 0
alors le probléme peut étre réduit par suppression de la variable sans rien changer
au probléme initial. Sinon soit le probléme réduit admet au moins une solution et
le probléme initial est non minoré, soit les deux problémes n’ont pas de solutions.
Dans le cas d’une ligne nulle, soit elle correspond a une contrainte 0 = 0 et peut
étre supprimeée, soit elle correspond & une contrainte 0 # 0 et le probléme n’a pas
de solution. Si ¢ est le vecteur nul alors on peut lui substituer la fonction de cotit
u1 sans changer le probléme excepté qu’avec le nouveau probléme, si I’espace
des solutions est non vide on trouvera une solution qui minimise sa premiére
composante. La contrainte d’intégralité s’obtient en multipliant A et b (resp.
¢) par le ppecm des dénominateurs qui y apparaissent. Cette transformation
implique une augmentation au plus quadratique de la taille du probléme et ne
change donc pas le caractére polynomial des méthodes intérieures.

Son probléme dual s’énonce ainsi :
(D) Calculer max{v-b|v-A<c,v >0}

D’aprés le théoréeme de dualité, ceci revient & trouver une solution au pro-
bléme primal et une solution au probléme dual t.q. la valeur de la solution
duale soit supérieure ou égale a la valeur de la solution primale (donc en réa-
lité identique). En introduisant des variables auxiliaires, on obtient le systéme
d’équations :

A-u—z=b, u>0,2>0

AT-U—I—w:c, v>0,w>0
Vov—cl u—p=0, p>0

Dans ce systéme d’équations, v et ¢ sont considérés maintenant comme des
vecteurs colonnes.



Observation. Ceci démontre que le probléme de 'existence d’une solution a
la méme complexité de calcul que le probléme de la recherche d’une solution
optimale.

En « homogénéisant », on obtient le systéme sous la forme Goldman-Tucker :
Au—71b—2=0, u©u>0,2>0

AT v4+71c—w=0, v>0,w>0
bT~v—cT-u—p:0, p>0,7>0

Observations.

— Une solution (v,u,7,z,w,p) de ce systéme avec 7 > 0 fournit une solution
optimale au primal (1u) et au dual (1v) et vice versa en prenant 7 =
Lp=0z=A-u—bw=—-AT v +ec

— Il ne peut y avoir une solution (v,u,7,z,w,p) de ce systéme avec 7 > 0 et
p > 0 car cela contradirait le théoréme de dualité.

— Une solution (v,u,r,z,w,p) de ce systéme avec p > 0 (et 7 = 0) garantit
qu’il n’y a pas de solution optimale. En effet, la premiére ligne devient
A-u > 0, la deuxiéme ligne devient AT - v < 0 et la troisiéme ligne
entraine que b7 -v >0 ou ¢’ - u < 0.

Dans le premier cas, notons u’ une solution de (P), on a 0 < b - v <
wT - AT . v < 0. Ce qui est absurde.

Dans le deuxiéme cas, notons v’ une solution de (D), on a 0 > ¢! - u >
v'T - A-u>0.Ce qui est absurde.

En résumant, il nous suffit de trouver une solution avec 7 > 0 ou p > 0 pour

résoudre notre probléme.

Afin d’alléger les notations, on pose :

v z 0 A —b
r=(ul|s@@)=|w|M=[-AT 0 c
T p A |

Le systéme s’écrit alors :
(GT) M-z=s(z),z>0,s(x)>0

Notons que M7 = —M et que M n’a ni colonne ni ligne nulle. Notre pro-
bléme consiste alors a trouver une solution de (GT) t.q. x, + s(z), > 0 ou n
est le nombre de composantes de x.

6.6.2 La forme auto-duale

Les méthodes intérieures maintiennent une solution dont tous les coeflicients
sont strictement positifs. Ceci n’est pas possible lorsque la forme de Goldman-
Tucker a été obtenue par la transformation indiquée précédemment (car pour
toute solution, p7 = 0). Aussi nous introduisons une nouvelle formulation de
notre probléme.

Soit un probléme (P)

M-z =s(z),z>0,s(z)>0

avec M antisymétrique n X n et x est le vecteur colonne (z1,...,z,).



Notations. 0 désigne selon le contexte le vecteur ou l’entier nul. e dénote le
vecteur dont toutes les composantes sont égales a 1, le vecteur r est défini par
r=e—M-e.

Remarquons que 7 - e = el - e — el - M - e = n (par antisymétrie de M).
Par conséquent, r # 0. Nous définissons le probléme étendu (PE) par :

Minimiser ¢ -2’ t.q.

M 2 +q=s(), 2 >0, s(2')>0

; T , (M r _ 0
¢ (o) = (B ) 0= (03)

Remarquons que le vecteur 2’ = 0,s(2’) = (0,n + 1) est solution de (PFE) et par
conséquent le minimum recherché est 0.

La définition suivante introduit les notions clés associées aux méthodes in-
térieures.

avec

Notations. Soit v et w deux vecteurs de méme dimension, alors vw désigne
le vecteur t.q. Vi, (vw); = v;w;. Dans la suite de ce chapitre, v > 0 = Vi, v; > 0.

Définition 21 Soit un programme linéaire dont les variables sont (z,s(z)).
Une solution (x,s(x)) est une solution complémentaire ssi zs(x) = 0.

Une solution (x,s(x)) strictement complémentaire est une solution complémen-
taire t.q. x + s(z) > 0.

Les derniéres composantes d’une solution strictement complémentaire de
(GT) garantissent que p+ 7 > 0. Aussi nous chercherons a obtenir une solution
strictement complémentaire de (GT).

Lemme 18 ] existe une solution strictement complémentaire du probléeme (GT)
ssi il existe une solution strictement complémentaire optimale du probléeme (PE).

Preuve

Supposons qu'il existe une solution (z,s(x)) strictement complémentaire du pro-
bléeme (GT) alors la solution ((az,0),(as(z),n+1—ar!-z)), pour @ > 0 suffisam-
ment petit, est une solution strictement complémentaire optimale du probléme
(PE).

Supposons qu’il existe une solution (z’,s(z)) strictement complémentaire opti-
male du probléme (PE). Puisque la valeur minimale est 0, on a 2}, ; = 0. Par
conséquent, la solution (z, s(z)) o & = (a,...,z,) est une solution strictement
complémentaire du probléme (GT).

c.q.f.d. OO

De plus, cette transformation garantit que le probléme (PFE) a la propriété
suivante.

Lemme 19 I existe une solution strictement positive du probléme (PE).



Preuve
Soit €' = (e,1). L’équation suivante établit que (e’,e’) est une solution stricte-
ment positive de (PE).

M r\ (e 0 . M-e+r (e
—T 0 1 + n+1/) —’I”T'€+Tl+1 A1
c.q.f.d. QOO

Nous arrivons a la forme du probléme traité par les méthodes intérieures.

Définition 22 Un probleme auto-dual (SP) est défini par :
(SP)  min{¢" -x|s(z)=M-z+q,2>0,s(x)>0}

avec M matrice n X n anti-symétrique, q vecteur colonne de dimension n a
coefficients positifs. De plus M n’a pas de colonne nulle et il existe des indices
i etj tels que g; > 0 et gj = 0.

Un probleme auto-dual est dit initialisé s’il admet une solution strictement po-
sitive.

Nous noterons indifférement le vecteur des n derniéres variables s(x) pour
insister sur le fait que ces variables sont déterminées par x ou simplement s par
souci de lisibilité. Nous laissons le soin au lecteur de vérifier que ce probléme est
son propre dual (d’ou la dénomination) et nous décrivons quelques propriétés
de ce probléme.

Proposition 31
— Soient (x,s(x)) et (y,s(y )) deuz solutions de (SP) alors
(- )" - (s(z) — 5(3)) =
— Une solution de (SP) est optimale ssi elle est complémentaire.
— Soient (z,8(x)) une solution quelconque et (y,s(y)) une solution complé-
mentaire, alors max(z? - s(y),y? - s(x)) < 2T - s(x).
- Soient (x,s(x)) et (y,5(y)) deux solutions complémentaires, alors

zs(y) = 0.
- Si (SP) est initialisé, alors ’ensemble des solutions optimales de (SP) est
borné.
Preuve

Soient (z,s(x)) et (y,s(y)) deux solutions de (SP).

(=) -(s(x) =5(y)) = (& —9)"-(M-2+9—M-y—q) = (x—y)"-M-(z—y) = 0
Soit (z,s(x)) une solution de (SP).

qt - x—( () —M-2)T -z =s(x)T o —2T - MT.2=s(x)T -2

(par anti-symétrie)

Ce qui démontre la deuxiéme affirmation.

Soient (x,s(x)) une solution quelconque et (y,s(y)) une solution complémentaire.
O=(z—y)" M (z-y) =@y (s(z) —s(y))

=al s(@) +yTs(y) — 2T s(y) —y" s(a) =2t s(@) — 2T s(y) —yT - s(@)
Dot : 2T - s(y) + y* - s(x) = 2T - s(x). Puisque chaque terme de cette somme
est positive, on en déduit que max(z? - s(y),yT - s(z)) < 27 - s(x).



Soient (z,s(x)) et (y,s(y)) deux solutions complémentaires.
O=(@-y" M- (z-y)=(x-y)" - (s(x) - s(y))

=zt s(x) +y" - s(y) —ats(y) —yT-s(z) = 2T s(y) —yT - s(x)

Puisque cette somme est positive, on en déduit que 27 - s(y) = yT - s(x) =0 et
par conséquent zs(y) = ys(x) = 0.

Soit (20,s0) une solution strictement positive de (SP). et soit (x,s) une solution
optimale. Alors (d’aprés le troisiéme point) :

xT~50§zOT~SOet :EOT~5§9:OT«SO

Notons xmin (resp. smin) la plus petite composante de 20 (resp. de s0).

On a : Vi,x; < (1/smin)z07 - 50 et Vi, s; < (1/xmin)x0T - s0.

c.q.f.d. OO0

Notons B = {i | 3(z,s(x)) solution complémentaire ,z; > 0} et N = {i |
3(x,s(x)) solution complémentaire ,s(z); > 0}. La proposition précédente
permet d’affirmer que B et N sont des sous-ensembles disjoints de {1,...,n}.
D’autre part, N est non vide car {i | ¢; > 0} C N.

6.6.3 Le chemin central

Notations. On notera SP l’ensemble des solutions de (SP) et SP*, le sous-
ensemble des solutions optimales. Soit w un vecteur, on note D(w) la matrice
diagonale dont la diagonale est le vecteur w. Si toutes les composantes de w
sont non nulles, on note w~?, le vecteur défini par Vi, w;l = wi

Nous voulons démontrer qu’il existe une solution strictement complémentaire
a un probléme initialisé et qu’il existe un « chemin » dans I’espace des solutions

qui y conduit. A cette fin, nous introduisons quelques résultats techniques.

Lemme 20 Soient M une matrice antisymétrique et D une matrice diagonale
dont les coefficients diagonauzx sont strictement positifs. Alors D+ M est inver-
sible.

Preuve
Soit z # 0, 27 - (D+ M) -2 =27 - D -2 > 0. Par conséquent, (D + M) -z # 0.

c.q.f.d. QOO
Lemme 21 Pour tout 0 < w < w € R", les ensembles suivants sont compacts.
Ly = {(z,s) € SP | zs < w}
Uw,w)={w <w<w|3I(z,s) € SP,zs = w}

Preuve

Lz est un fermé. Montrons qu’il est borné. Comme précédemment (z0,s0) dé-
signe une solution strictement positive. Soit (x,s) € Ly, alors :

0= (x—20)T-(s—50) =27 s+207 50— 2T 50— 207 -5

Dot: 2zl -s0<el w4+ 207 -s0 et 207 - s < el -w+ 20T - 50

Notons xmin (resp. smin) la plus petite composante de 20 (resp. de s0).

On a: Vi, z; < (1/smin)(e” -w+207 -50) et Vi, s; < (1/zmin)(e” -w+207 - 50).
U(w,w) est borné. Montrons que c’est un fermé. Supposons qu'il existe une
séquence {w'} convergeant vers w. On a w < w < w. Soit la solution (x%,s?)



t.q w* = z's’. Puisque (2*,s*) € Lz (compact) on peut en extraire une sous-
suite convergente vers un certain (z,s). Par continuité, s = w ce qui permet
de conclure.

c.q.f.d. QOO

Théoréme 11 Soit (SP) un probléme auto-dual. Alors les trois propriétés sui-
vantes sont équivalentes.
(i) (SP) est initialisé.
(11) Pour tout réel p > 0, il existe une solution strictement positive (x,s)du
systeme
M-z+qg=sNxs=pe

(i1i) Pour tout vecteur w > 0, il existe une solution strictement positive
(z,8)du systéme
M-x+qg=sNzs=w

De plus, il y a unicité des solutions des systémes d’équations ci-dessus.

Preuve

Démontrons I'unicité dans le cas (ii¢) (le cas (i7) en est un cas particulier). Soient
(z,s) et (a',s") deux solutions du systéme d’équation. Puisque zs = 2’s’ = w, on
aVi,z; <z, < s; > s} et vice versa. Par conséquent7 Vi, (x; — x})(s; — 85) <0
et (:L‘Z — )(s st)=0= z; =z, A s; = s}. Puisque d’aprés la proposition
(@i —ah)(s; —s;) =0, onen dedult que (.73,8) = (2/,s).

De maniére évidente (i44) = (4) = (¢). Démontrons que (i) = (4i7). Soit
(20,50) la solution strictement positive, w0 = x0s0 et w > 0 quelconque et
différent de w0. Posons w = max(w,w0), 7 = max(w;) + 1, w = min(w,w0),
7 = (1/2) min(w;). On a ne < w < 7je et ne < wl < 7e. Notons U = U(ne,ne).
D’apres le lemme 2T} U est compact. Puisque w0 € U, U est non vide. Soit
la fonction dist(w’) = ||w’ — w||eo qui mesure la distance & w. Cette distance
atteint son minimum sur U en un vecteur w (U est compact). Montrons par
Pabsurde que @ = w, i.e. dist(w) = 0.

Supposons que dist(w) > 0. Notons (&,3) la solution associée a w. Nous allons
nous approcher de w tout en restant dans U ce qui établira la contradiction.
Posons Az = (M +D(£)~1-D(8)) 7 (27 w—3) et As = M -Az. Soit o un réel
positif, on a § + aAs = M - (& + aAzx) + ¢q. Notons w(a) = (& + Az)(§ + As).
Pour « suffisamment petit, on a a la fois & + Az > 0 et § + As > 0.
Explicitons w(«) :

w(a) =0+ a?AzAs + a(2(M - Ax) + A1)
=0+ a?AzAs+ a(&(M - Az) + ( ()71
=+ a?ArAs + a(d ((M—f—D(fc)_ D(3
=0+ a?AzAs + a(2(27 1w — 3))
=0+ a?AzAs + a(w — w)

Par conséquent : w(a) —w = (1 — a) (i — w) + a?AzxAs

.D(3) - Aa))
))- Ax))

On en déduit que pour « suffisamment petit,
- dist(w()) < dist(w)
— Soit ¢ t.q. Jw; — w;| > 0 alors |w; — w(a);| < |w; — W]
— Soit 4 t.q. |w; — w;| = 0 alors |w; — w(a);| < min(1,(1/4) min(w;))



Le premier point implique w(a) est plus proche de w que @ et les deux autres
points que w(«) € U, d’ou la contradiction.

c.q.f.d. OO0

Remarque. Le choixde Ax = (M+D(£)~1-D(38))~!- (27 1w—3) peut sembler
« magique ». Il n’en est rien. Supposons qu’il existe (T + Az,s + As) solution
de (SP) telle que (& + Az)(5 + As) = w, alors :
w— W = TAs + §Ax + AzAs
On néglige le dernier terme (puisqu’on cherche une direction). D’ou :
27w — 27 = As + 27 15Ax
En observant que As = M - Az, on obtient :
27w —5=(M+ D)7t D(3)) - Ax
Ce qui fournit la direction de la preuve.

On appelle chemin central, ’ensemble des solutions (z(u),s(p)) pour p réel
strictement positif t.q. z(u)s(u) = pe. Notre prochaine étape consiste a étudier
le chemin central lorsque p tend vers 0.

Théoréme 12 La limite lim,_,o(z(n),s(p)) existe et ¢’est une solution stricte-
ment complémentaire de (SP).

Preuve

Soit p une suite décroissante de réels strictement positifs tendant vers 0. Alors
VE, (x(pr),s(tx)) € Ly, e, un compact. Cette suite admet donc un point d’accu-
mulation (z*,s*).

Par continuité (x*,s*) est une solution de (SP) et méme une solution optimale
puisque z*s* = limy_, o, ure = 0. D’apreés la proposition

0 = (2" — () - (5 — s(ua)) = g — &7 - s(u) — ()T - s
Notons B* = {i | xf > 0} et N* = {i | s7 > 0}, I'égalité précédente se réécrit :
Yiens Tis(uk)i + Dien~ sir(pn)i = npu

ou encore N N
Yo Ay = (6.5)

S5owlm)i o 5 sl

*

En prenant la limite de cette égalité (restreinte a la sous-suite) quand k tend
versoo, on obtient que |B*| + |[N*| = n, autrement dit (z*,s*) est une solution
strictement complémentaire. Par conséquent, B* = B, N* = N et {1,...,n} =
BWN.

Soit (zT,sT) un autre point d’accumulation de la séquence. En prenant la li-

mite de I’équation restreinte a la sous-suite associée a (z7,s%), on obtient :
z; 5 —

(1/n)(Xiep 35 + 2ien ) =1

En inversant le raisonnement on en déduit que la moyenne arithmétique des

*
Ty

nombres {m+ tiep U {S%}Ze N~ est égale & leur moyenne harmonique ce qui n’est

k2 k2
possible que si tous ces nombres sont identiques, donc égaux a 1. Par conséquent,
il n’y a qu’un seul point d’accumulation ce qui signifie que la suite converge.

c.q.f.d. OO0

En utilisant un raisonnement similaire & celui qui nous a permis de démontrer
que le chemin central n’avait qu’un unique point d’accumulation, il est possible



de démontrer que la solution strictement complémentaire limite est 1'unique
solution complémentaire (donc optimale) qui maximise [];c 5 @i [[;cy 5i- Pour
cette raison, on appelle lim,, o (x(u),s(1)) le centre analytique de (SP).

Observation. Nous affirmons que B # . En effet, si B = () alors (SP)
admet une unique solution optimale (0,q). D’apreés le résultat précédent, c’est
une solution strictement complémentaire donc g > 0 contrairement a ’hypothése
d’existence d’un ¢; nul.

6.6.4 Au voisinage du centre analytique

La distance d’une solution (z,s) strictement positive de (SP) au centre ana-
lytique peut étre caractérisé par deux paramétres :
— sa « distance au bord » 27 - s & valeurs dans [0,00];
— sa « distance au chemin central » % que l'on note 6(z) a valeurs
dans [1,00][. B
Nous introduisons aussi une quantité fondamentale liée au probléme (SP).

osp = min max x; + §;
i<n wesp+ = "

Autrement dit, ogp représente le minimum sur ’ensemble des coordonnées de
la valeur maximale atteinte sur une coordonnée par une solution optimale. En
vertu de la proposition ogp est fini et, en vertu du théoréme ogp est
non nul.

Lemme 22 Soit (x,s) une solution strictement positive de (SP), alors :

gsp x-S
nd(z) ~ ogsp

ViEB,xiZ

Vi e N, s; >

N x; <
nd(az) Ti= osp

Preuve

Appelons 7 = min; <, x;s; et o = max;<,, x;s;. On a : 75 = 7 6(zx). Soit ¢ € B,

et (Z,5) la solution complémentaire qui maximise la variable ;. On a :
fising-sng-s

(la derniére inégalité est une des affirmations de la proposition .

. — T
D’ou, puisque T; > ogp, s; < ‘ZSPS

T . s < nry. Par

Puisque x;s; > 71, z; > TL72E. D’aprés la définition de 7,
conséquent :
. T10Ssp _ OSp
Ti > nte  né(x)

La preuve des deux autres inéquations est similaire et laissée en exercice.

c.q.f.d. OO0

Bien entendu, sous cette forme, ce résultat n’est guére utile car il repose sur
osp dont le calcul est au moins aussi difficile que le probléme (SP) lui-méme.
Nous allons donc établir un minorant de ogp plus facile a calculer.



Lemme 23 Soit A une matrice nxn, alors |det(A)| < [L.<,, [[A[—.i]| ou det(A)
désigne le déterminant de A, et ||v|| désigne la norme euclidienne du vecteur v.

Preuve

Soit A une matrice orthogonale, alors A~! = AT, D’ou 1 = det(Id) = det(A -
A7) = det(A)det(AT) = det(A)?. D’ou |det(A)| = 1 =TT, ||A[-.d]]

Soit A une matrice dont les vecteurs sont orthogonaux 2 a 2, et A’ la matrice or-
thogonale obtenue en normalisant les vecteurs colonnes de A. Par multilinéarité
du déterminant, |det(A)| = [[,,, [|A[—d]l|det(A")] = [];<,, A[=]l

Soit A une matrice quelconque, alors on définit par récurrence une matrice
A’ dont les vecteurs sont orthogonaux 2 a 2, telle que det(A’) = det(A) et
Vi, | A" [—i]]] < ||A[—,d]||. Soit v; la vecteur projection de A[—,i] sur 'espace
linéaire engendré par {A[—,j]},;<;. On pose A'[—i] = A[—i] — v;. A'[—,i] est
orthogonal a {A[—,j}j<i, [|A'[—]]] < ||A[—,i]|| et le déterminant de la matrice
intermédiaire est inchangée (par multilinéarité du déterminant et le fait que v;
appartient a l’espace linéaire engendré par {A[—,j]}j<i)-

c.q.f.d. QOO

Lemme 24 Soit A une matrice mxn a coefficients entiers, b un vecteur colonne
n X 1 a coefficients entiers et soit S = {x|A -z =bAz > 0}. Supposons que S
soit borné et contienne un vecteur strictement positif. Alors :

o
[Licn 1AL

Vi <n,max(z; |z €8) >

Preuve

Supposons que rang(A) < m alors en supprimant des lignes redondantes (comme
dans algorithme du simplexe) on peut se ramener & une matrice A’ (et un vec-
teur b') avec le méme espace de solutions dont le rang est égal & son nombre
de lignes. De plus puisque Vi < n, ||A'[—,i]| < ||A[—.]], la démonstration du
résultat pour A’ entraine le résultat pour A. Aussi on suppose dans la suite de
la preuve que rang(A) = m.

Soit ¢ un indice de colonne de A et z € S une solution qui maximise x; et parmi
celles-ci une solution dont le support J (J = {j | «; > 0}) est minimal. Nous
affirmons que les vecteurs colonnes de J sont indépendants. Si ce n’est pas le cas,
il existe un vecteur y non nul dont le support est contenu dans J t.q. A-y = 0.
Pour un ¢ € R suffisamment petit en valeur absolue, le vecteur x + ey € S. Par
conséquent par maximalité de z;, on a y; = 0. Puisque S est borné, on ne peut
augmenter indéfiniment . Soit € la plus grande valeur t.q. ' = z + ey > 0.
Alors x} = z; et le support de z’ est strictement inclus dans celui de z. Ce qui
est contradictoire.

Puisque rang(A) = m, on peut compléter J pour obtenir un sous-ensemble
d’indices K de cardinalité m t.q A, la matrice réduite aux colonnes de K, soit
inversible. Par la régle de Cramer, on a :

det(AY)
o det(AK)

Li



ou A’ est obtenue a partir de Ax en remplacant A[—,i] par b. Par conséquent,
T; > m. En appliquant le lemme on obtient :

1
U Mo TN = Tl TAA

La derniére inégalité est justifiée par le fait que si A possédait une colonne i
nulle alors S ne serait pas borné car on pourrait augmenter indéfiniment la
composante x; d’une solution quelconque.

>
(.

c.q.f.d. OO0

Notations. Soit A une matrice, on note Ay; la sous-matrice extraite dont les
indices de ligne sont ceux de I (resp. de J). vy est le vecteur colonne extrait du
vecteur v dont les indices sont ceux de I.

Avec ces notations, il est immédiat que ’ensemble des solutions optimales
projeté sur les composantes significatives est défini par le systéme linéaire :

Mpp  Opn rp\ _ ( OB
Myp —Idyn) \ SN —qN
Par voie de conséquence (et en utilisant que le fait que M n’a pas de colonne
nulle), le lemme [24] établit la proposition suivante.

Proposition 32 Soit un probléme (SP), alors :

1
[Licn IM[=i]|

osp > >
HieB [ M=l

On introduit la notation e(M) = m

En combinant les résultats précedents, on obtient la détermination de la
partition BWN lorsque la solution est suffisamment proche du centre analytique.

Théoréme 13 Soit (z,s) une solution strictement positive de (SP) telle que
2
(27 - 5)8(x) < X" Alors B={i | x; > s;} et N = {i | #; < 5;}

.
Preuve
Soit i € B, d’apres le lemme [22]

b > OSP e(M) 2T-s _aT-s
T nd(x) T nd(x) T e(M) osp

Un raisonnement similaire pour un indice ¢ € N permet de conclure.

c.q.f.d. OO



6.6.5 L’algorithme

L’algorithme consiste a se rapprocher itérativement de la solution strictement
complémentaire du théoreme [I2) en suivant d’assez prés que possible le chemin
central. Arrivé en un point suffisamment proche, cette solution est alors obtenue
par une résolution d’un systéme d’équations linéaire. C’est ce dernier point que
nous étudions maintenant.

Supposons que nous ayons une solution strictement positive (z,s) que nous
essayons de modifier pour obtenir une solution strictement complémentaire
(2',s"). Notons A = zp — a'3. Puisque s’z = 0, on doit vérifier ’équation sui-
vante :

0=Mpp-2,=Mpp-(xp—A)=sp—Mpn-any —Mpp-A

Autrement dit,
MBB’AZSB_MBN'xN (66)

Ce qui conduit & la définition suivante.

Définition 23 Soit (x,s) une solution strictement positive de (SP). Alors (Z,3),
un arrondi de (z,s) est défini par Ty =5 =0 et par :
Cas Mg =0. Tg=xp et sy = sy — MnN - TN
Cas Mpp # 0. Soit Mp, g, une matrice carrée inversible extraite de M de
dimension mazimale, soit v = MgllBQ (sp, —Mp, n-xN) un vecteur indicé
par Ba, et A un vecteur indicé par B défini par Ap, = v et Ap\p, = 0.
Tp=aop— A etsy =sy— Myn -y — My -A

On parle d’un arrondi puisqu’il peut y avoir plusieurs choix de paires (B1,Bs).
La recherche de B; et Bs se fait implicitement en résolvant par une élimination
de Gauss (donc en temps polynoémial) ’équation
D’aprés la maximalité de (By,Bz2), il existe une matrice C' t.q.
Mp\p,)B=C" Mp,B
Ecrivons les égalités vérifiées par sp, et sp\p, -
sp, = Mp,prp + Mp,NTN
sp\B, = M(\B,)BTB + M(B\B,)NTN
D'ou :

sp\B, — M(p\p,)ntN = C - (sp, — Mp,NTN) (6.7)

Lemme 25 Soit (x,5) une solution strictement positive de (SP) et (Z,5), un
arrondi de (x,s). Alorss=M -T + q.

Preuve

Supposons d’abord Mg = 0. Alors :

sp=0= Mpy - Ty +qB

(car Uoptimalité implique qg = 0)

D’autre part :

SN =8N —Mnn-oN=Mnp -2+ MNN- 2N +qv — MyNn - 2N
=Mnp-ZTp+MnyN TN +qn

Supposons maintenant que Mpp # 0. Alors :

SN =8y —Myy-zy —Myp-A

=My -2+ MNN - 2N +qn — MyN - 2N — Mg - (v —TB)
=My -Zp+ MnN TN +qnN



Nous décomposons la démonstration pour sg (= 0) en deux parties une pour
les indices de Bj et une pour les autres indices.

Mp,p-Tp = Mp,p-(xrp —A) = Mp,B, - (vB, —v) + Mp,(B\B,) - TB\B,
=—Mp,p, Mg, - (sB, — Mp,n -xn) + Mp, - 5

=—sp, + Mp,n-any+Mp,p-2p=0

Mp\B,)B - TB = M(B\B))B - (B — A)

= M(p\B,)B, - (B, — V) + M(B\B,)(B\B.) - TB\B>
=—Mp\p)B, - Mgp, - (sB, — Mp,n - 2N) + M(p\B,)B - B
=—C-(sp, —Mp,~n-zN)+ MpB\B)B " T8

= =s(\B,) T MB\B))N TN + Mp\B))B 7B

(en utilisant I’équation

=0

c.q.f.d. OO

Afin qu'un arrondi soit une solution strictement complémentaire, il nous faut
garantir que Tg > 0 et Sy > 0. C’est I'objectif du lemme suivant.

Notations. Soit v un vecteur alors ||v||eo = max; |v;|. On a : [|v]| < v/7||v]so-
Soit M une matrice alors [[M|lec = max; (3 ; |A[if]]). On a @ [M - v]e <
1M oo [Vl oo-

Lemme 26 Soit (z,s) une solution strictement positive de (SP) qui vérifie l’in-
égalité suivante.
e(M)°

2T 9)o(z) < ——————
) <

(6.8)

Alors un arrondi (T,3) est une solution strictement complémentaire.

Preuve
Remarquons que

e(M)? e(M)? < e(M)? < e(M)? <€(M)2
An3|M|ls)? 203 ||M|e  2n|M|w nlM|e ~ n

Aussi I'inéquation [6.8] garantit que si on dispose de (z,s), alors B et N sont
connus (théoréme [13)).

Supposons que Mpp # 0. Soit i € Ba,

Y det(Mgl)BQ)
! det(MBlBQ)

ou M ](311) B, €st obtenue en substituant & la iéme colonne de Mg, p, le vecteur
SB1 _MBlN *TN-

Par conséquent,

joi] < Idet(M) )| < lls5, ~ Mpyn - onl Tiemp gy | (M)

< E(M)_1||SBI — Mp,n -yl < e(M)"H|Isp, | + | Mp,~ - 2n])

< e(M) = v/n(l[sB, lloo + | M, N loo - |25 0)

V(@ s) 1+ (| M|lo) 2v/n (" 5) | M|l (M)
B (D)7 = =(0)? < 25




Les derniéres inégalités sont dues au lemme [22] a la proposition [32] et a I'inéqua-
tion
Par conséquent en vertu des mémes résultats,

Vi€ BT =x — A; > Z%)) — max; (|v;]) > 0.

Il reste a vérifier que Sy est strictement positif.

2vn(zT8) (|| M| oo )? M
IMy5 - Allso < [ Mgl Al < 2ECDUMIl o 0D

La derniére égalité étant due a l'inéquation [6.8|
D’autre part,

Mooz s M
1My - 25 oo < 1My sollznlloo < 1M ool |oc < IMre < 200,

Par conséquent,
Vi € N,5; = s; — (MNN '-TN>i — (MNB . A)z

e(M e(M e(M
> s~ | My - 2yllee = 1Mys - Alloo > S55 — 200 — 20D — o

Supposons que Mgg = 0. alors Tg = xp > 0. D’autre part, soit i € N :

M| oo™ M
1My - nlloo < IMNN[lsollznlloo < [M ool [loo < Blsts < 200 <5,

Les derniéres inégalités sont dues au lemme [22] a la proposition [32]et a 'inéqua-
tion [6.8] Par conséquent,
Vi e N,gi =8; — (MNN -LCN)i > 8; — ||MNN . xN”oo > 0.

c.q.f.d. QOO

Notations. Nous généralisons les opérations composantes par composantes
des vecteurs. Soient u et v des vecteurs, = dénote le vecteur obtenu par division
composante par composante et u* dénote le vecteur dont chaque composante
est la composante correspondante de u mise & la puissance k.

Nous décrivons maintenant le coeur de ’algorithme. Soit 7 > 1 une distance
au chemin central et (x,s) une solution courante strictement positive t.q. §(z) <
7, lalgorithme « améliore » la solution courante en lui substituant (x + Ax,s +
As) qui vérifie aussi 6(z + Az) < 7 et t.q. (z 4+ Ax)T - (s + As) < p(aT - 5)
avec p < 1 ne dépendant que de 7. En itérant cette substitution, on obtient un
décroissance géométrique de 27 - s qui nous conduira en temps polynémial & une
solution vérifiant I'inéquation

Nous allons d’abord rechercher une bonne direction Az (il y en a plusieurs).
Cette direction est celle proposée par I.I. Dikin en 1967. Nous remplagons la
contrainte de positivité de la nouvelle solution par cette contrainte (non équi-
valente) :

Cette ellipsoide est appelée ellipsoide de Dikin. Elle est introduite avec 'idée de
considérer des déplacements relatifs par rapport & xs en négligeant le déplace-
ment du second ordre AxAs.

Ona (z+ Az)T - (s + As) —azT - s =27 - As + sT - Az. Nous cherchons donc &
résoudre le probléme de minimisation suivant (dépendant de (z,s)).

:

Az As
N + -
T s

<1

miH{J?T‘ASJrST-A:EAsM~Az/\HM+AS
x s




En introduisant des objets intermédiaires, nous allons simplifier I’expression de
ce probléme. Soient le scalaire y = IT'S, et les vecteurs d = \/g et u =, /%.

n
Observons que d 'z = ds = /pu. D’une certaine maniére, d consiste & changer
I’échelle des axes. Aussi nous introduisons les déplacements remis & la nouvelle
échelle p, = \/,Tfld’lAw et ps = \/ﬁfldAs. Observons que % =Pz et % =
B2 pipeps = AxAs et par conséquent pl - ps=0.
Réécrivons notre probléme auxiliaire.
As—M - Az = /ud 'ps — M - (\/ndp,)
Aussi As — M - Az = 0 est équivalent a :
Ps :D(d)MD(d)pz
Puisque sAzx + xAs = xs (M + E) = pu(ps + ps), Vobjectif se réécrit :

x S

ST Azt 2T As = puT - (ps +ps)

Nous introduisons finalement p = p, + ps. Remarquons qu’a partir de p on
retrouve p, (et donc ps) par la formule p, = (Id + D(d) - M - D(d))™! - p. Le
probléme auxiliaire s’écrit alors :

w12 1
U

Un dernier changement de variable nous conduit a la solution. Soit p = £ alors
le probléme s’écrit :
. NT  — | [I—
min {(v*)" -7 | [p] <1}

Autrement dit, p = —ﬁ. Dou:p= —ﬁ-

La direction recherchée est donc :

ud

Az = aD(d) - (Id+ D(d) - M - D(d)) ™" - <‘||u2||

>/\As=M~Aw

Le déplacement effectif sera aAx (resp. aAx) avec a > 0 et la nouvelle solution
sera notée x(a) = x+alAx (resp. s(a) = s+aAs). Calculons le vecteur z(a)s(«).

U4
#(@)3(0) = Vid(u-+ 0pe) Viid ™ (u - aps) = p(u® ~ oiar +0%peps) - (69)

Le lemme suivant « valide » la direction de Dikin.

Lemme 27 Soit (z,s) une solution strictement positive de (SP) et a > 0.
Alors : o
T T
(o) - s(a) < (1——=)x" -s
(@ s(e) < (1= 22)
Preuve
On rappelle d’abord o7 - s = pe” -u? = ul|u/|? et que p, et ps sont orthogonaux.
Par conséquent, en vertu de I'équation [6.9]:

T4
pta(e) - s(a) = [lull? — a5zt = lull® — alle?||
N <. T2 2
Or (inégalité de Cauchy-Schwartz) : ||u?| = ﬁ||e||||u2|| > % = ”%

Par conséquent : x(a)T - s(a) = p(1 — %)Hu”2 =(1- %)xT -8
c.q.f.d. OO0



I nous reste a trouver quelles valeurs de o garantissent que (z(a),s(a)) une
solution strictement positive de (SP) (il en existe nécessairement au voisinage
de 0). C’est I'objet des lemmes qui suivent.

Lemme 28 Soit (x,s) une solution strictement positive de (SP) et o > 0 t.q.
pour tout 0 < o < «, on a z(a’)s(a’) > 0. Alors (z(a),s()) est une solution
strictement positive de (SP).

Preuve

Pour o/ € [0,a], (o) et s(a’) n’ont jamais une composante nulle. Puisqu’initia-
lement, ces composantes sont strictement positives, par continuité aucune d’elles
ne peut devenir négative.

c.q.f-d. OO0

A l’'aide du lemme précédent, il nous suffit de vérifier que sur un intervalle
contenant 0, z(«)s(a) > 0. Le lemme suivant nous fournit U'intervalle recher-
ché. Afin de faciliter son énoncé, nous nous donnons 7 t.q. 7 > §(z) et nous
introduisons deux quantités auxiliaires : 71 = min;(u?) et 72 = 771 > max;(u?).

Lemme 29 Soit (z,s) une solution strictement positive de (SP) et T > 1 t.q.
d(z) < 7. Alors pour tout a t.q. o < H“ H Na < H%BH :
(z(a),s(cv)) est une solution strictement positive de (SP) et §(x(a)) < 7.

Preuve
. 2 . ~ .o .
La fonction t — t — am est croissante sur [0,72] d’apreés la premiére contrainte

sur «. En appliquant cette fonction aux composantes de u?, on obtient :

<7’ ozT12>e<u2 OLU4 <<7’ 04722>e
1— Qo S - S 2 — 57
] [[u?]] [[u?]]

En ajoutant aux termes des inégalités le vecteur a’®p,ps puis en multipliant par
1, on obtient :

w((r e 2||>””“’@)— @@ <u (o 2||>”“p“’€>

2

11 nous suffit alors de démontrer que : 0 < (7'1 — oz”;—é”) e+ a’pyps

(d’apres le lemme précédent)
2
et que : (7'2 — Huzl\) e+ alpps < T ((71 o QH) e+« pxps>
mais la seconde inégalité implique la premlere En effet supposons qu’il existe

une composante de (7'1 Hu2||) e + a?p,ps qui soit nulle alors d’aprés 1’enca-

drement de x(«)s(a), la composante correspondante de (Tg ”ugu) e+a’p.ps

est positive ou nulle contredisant la deuxiéme inégalité qui est stricte. Par consé-
quent les coordonnées restent strictement positives si la deuxiéme inégalité est
vérifiée.

TT2

2
En rappelant que 5 = 771, 'inégalité devient : (TQHLZH 1 ) e+ a(r — 1)pgps >0

et en simplifiant encore : ”T;?” e+ ap,ps >0




Nous allons substituer & cette condition, une condition plus forte mais aussi plus
simple & vérifier.

PxPs = ((pz +ps)2 - (pz - ps)2)

1
4
Par conséquent,
_%<pa: _py)2 S pzpy S %(pa: +py)2 et _inm _py||2 S pxpy S i”pm +py
Puisque p, et p, sont orthogonaux ||p, — pyll = ||pz + py||

et par conséquent, ||pzps|loo < inz +pylI? = %HpHQ.

I?

2
Il nous suffit donc de vérifier que : iz — a”ff“ >0

UB u2
”p”:H’S”“” HH Nl < v
e e o

2
p . TT2 I»ll TITo ary
Par conséquent : T2l — @7 > ] = >0

en vertu de la deuxiéme contrainte sur «.

c.q.f.d. OO0

Ce dernier lemme nous permet de définir « indépendamment de (z,s).

Lemme 30 Soit (z,5) une solution strictement positive de (SP) et §(z) < T
Soit o = \1f Alors :

T/
a< HuQH Na < in
T 2n ]
Preuve
Rappelons que n > 2.
L n _in el _ 12

T\/ﬁ: TQ\/ﬁ - 27 279 T 27y

D’autre part,
1 4 47’1 47'1

< = <
VAN AVIT VAR (]

c.q.f.d. OO0
L’algorithme [41] synthéthise les différentes étapes du calcul.

6.6.6 Analyse de complexité

Sachant que la solution strictement positive initiale est sur le chemin central,
nous pouvons choisir n’importe quel 7 > 1. Nous choisissons 7 = 2 pour effectuer
notre analyse de complexité.

En notant (z,s) la solution courante et (z’,s’) la nouvelle solution, a chaque
itération z'7 - ¢’ < (1 — 5-)x” - 5. Initialement 27 - s = 1 et nous arrétons les
itérations lorsque 2T s < 35(%

8n2 (|| M]lo)?
Soit t la taille de la représentation du probléme,
e(M)™1 < (Vn2)", [|[M |l < n2t et n < t.
Par conséquent, £(M)~1 < 27 +1/2tloa(t) o || M|, < 20+los(t)

e(M)? 1
8n%(\|MH&)2 = §.25log(t)+2t+3t2

1 1
Pour t assez grand SR e 2




Algorithme 41: Une méthode intérieure

Optimiser(M,q) : solution
Input : M, une matrice n X n antisymétrique
Input : ¢, un vecteur positif de dimension n t.q.e =M -e+q

Output : (z,s) une solution strictement complémentaire

Data : B,N des ensembles d’indices
Data : u,e des scalaires; d,u,Ax, As des vecteurs de dimension n
Data : A un vecteur indicé par B

T e;5+¢€
_e(M)®
an3 (| Mo0)?
while 27 - s > ¢ do
#e%;d%\/%;lu— %
Az < \/aD(d) - (Id + D(d) - M - D(d))~" - (fﬁ)
As <+ M- Ax
x(—a:—&—ﬁAx;s(—s—l—ﬁAs
end
B+ {i|lax;>si}; N« {i]x <si}
if MBBZOthel'l
‘ SN <~ SN —Myn - xN
else
Resoudre en A l'équation Mg - A =sg — Mgy - TN
LL'B(—LCB—A
SN SN —Myy -y — My - A
end
N < 0;s+0
return (z,s)




Aussi le nombre d’itérations est borné par un k t.q.

En passant au logarithme k doit vérifier
klog(1 1 ) < —4t?
0 —_—— _—
g o) =
ou de maniére équivalente
klog(1 1 ) > 4t?
_Eklog(l — —
g on’ =

Puisque —log(1 — 5-) > 5, il sufit que k vérifie :

L > 4t?
2n

Puisque n < t, il suffit que k vérifie :
k> 8t

Le nombre d’itérations est donc polynomial. Le lemme suivant établit un enca-
drement des composantes de la solution strictement positive durant les itéra-
tions.

Lemme 31 Soit (z,5) une solution strictement positive rencontrée lors des ité-
rations de Ualgorithme [[11 Alors :

; e(M)3
8n% (|| M]|o0)?

< si,x; < 2n
Preuve

On rappelle qu’en vertu du lemme 2T .5 < eT.e =n. Appliquons le premier
point de la proposition |31| avec la solution initiale (e,e) et la solution courante

(z,5). .

e ~x+eT

~s:xT-s—|—eT-e§2n

D’ou Vi s;,x; < 2n.

D’aprés le test de la boucle ¢ < 27 -5 o1l € est la variable de I’algorithme. Sachant
que 6(s) < 2, Vi 2nx;s; > €. En se servant de la borne supérieure, on obtient
Vi Ti,S; Z ﬁ

c.q.f.d. QOO

En choisissant une précision qui permet de représenter des valeurs suffisa-

ment petites (e.g. 10’2%), les pertubations d’un calcul approché lors
n oo

des itérations ne modifient pas la convergence. Il suffit par exemple de prendre
« égal a la moitié de la valeur théorique. D’aprés le lemme précédent, le calcul
peut méme se faire en représentation fixe. Seul le calcul final (une élimination de
Gauss) doit s’effectuer dans les rationnels. Ce qui signifie que chaque opération
arithmétique se fait en temps polynomial. Enfin le nombre d’opérations arith-
métiques de chaque itération ainsi que celui de I'arrondi final est polynomial.
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