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Résune

Ce document sert de notes de cours pour le coursédeodstration automatique de
théoremes (2-5), prerére partie, magisre MPRI Z2me ange,édition 2006—2007. Il s'agit
de la version 11 du 24 novembre 2006, faisant saite version 10 du 19 septembre 2006,
la version 9 du 12 octobre 200& la version 8 du 02&tembre 20044 la version 7 du 08
novembre 20044 la version 6 du 13 octobre 20G#|a version 5 du 12 octobre 2004 zela
version 4 du 06 octobre 2004.

Les versions @reedentes servaient de notes de cours pour le cour&uécation au-
tomatique de protocoles cryptographiques de DEA Prograiomadition 2002—2003. |I
s’agissait de la version 3. La version 1 date du vendredi Bdi¢ga 2002. La version 2 date
du mercredi 19 mars 2003. La version 3 date du mercredi 2BZ008.

Il est question ici de techniques desplution, c’est-dire de @monstration automa-
tique, de techniques d’automates d'arbres et de contsagnisemblistes. Le parti pris de
ce document est de ramener tous les motes d’automates et de contraintes ensemblistes
sysématiqguemera des prol#mes de @monstration automatique, ce qui fournit une certaine
unité au sujet.
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1 Préliminaires

Fixons une fois pour toutes un ensemble infimdmbrable de symboles deedicats unaires.
Un atomeest un object de la forme(t,, ..., t,), ou P est un symbole de pdicat etty, ..., t,
sont des termes du premier ordre sur la signature

Dans la suite, nous nous restreindrons toujours an ca4, sauf temporairement a@dut de
la section 7. Autrement dit, les atomes seront de la fdPr(®, ou P est un symbole de pdicat
unaire et est un terme du premier ordre sur la signatr€eci simplifiera les notations. D’autre
part, nous nous iBtesserons geifiquement plus tard une sous-classe de la classe de la logique
du premier ordre (la classeonadiqug préesentant naturellement cette restriction. Finalement,
ceci n’entache pas laégéralitt de nof€non&s, puisque I'on peut toujours code(t, ..., t,)
sous la formé (fp (t1, ..., tn)), ou P est maintenant unaire et il y a bijection entre les symboles
P est les symboles de fonctionairesf.

Un littéral est soit un literalpositif +P (t), soit un lit€ralnégatif —P (t). Uneclauseest une
disjonction de literaux=,P,(t;) CH,Py(ty) 1. CHPy(tk). (Pardisjonctionde litteraux, on
entend ici un ensemble fini de &tiaux.) Sik = 0, on écrit cette disjonctionil s’agit de la
clause vide

Certaines clauses sont parti@sément importantes, il s'agit des clausiesHorn qui sont
celles contenant au plus un &tal positif. Nous ne nous limiterons pas au cas des clauses d
Horn, mais mentionnerors I'occasion certainsésultats inkressants qui ne sont valables que
pour des ensembles de clauses de Horn.

Les clauses de Horn sont regr@as en clausesfinies et clauses buts. Lekuses éfinies
sont les clauses ayant exactement u@ritt positif. On notera typiquement la clausefidie
+P(t) =P,(t;) 1. [ =Pn(t,) comme suit :

P (t) EP—I[Q), R Pn(tn) (1)

Dans le cason = 0, on notera aussi cette claudét), et on I'appellera uffait. La notation 1
est cenge rappeler la notion d'implication. Le langage Prologisgilen @réral la notation -
au lieude 1

Un but, aussi appél clause egative est une clause ne contenant que desrétix regatifs.
Il s’ensuit que tout but est une clause de Horn.&orit parfois le but-P,(t;) 1. =P, (t,)
sous la forme :

CITP{ty),...,Pn(ty) (2)

ou [Cddnote le faux.
Symétriquement, une claugmsitiveen est une qui ne contient que delitux positifs.



2 Semantique

2.1 Smantique de Tarski

Unestructurel est la donge d’'un ensemble non vid2 (le domaing, de sous-ensemblés
de D, un pour chaque gdicatP, et d'applicationd¢ : D" - D pour chaque fonctiofi [3],
d’arite n. Etant don®@ unenvironnemenp, c'esta-dire une application qui assodkechaque
variable urélement deD, lavaleur | [Id d’'un termet est cefinie par :

— | XICA = p(Xx) pour chaque variabbe;

— 1 @ (ty, ..., tn)[A=1¢(1 [EHLOG, ..., | T CA).

On cefinit la relationl, p = P (t), et 'on dit queP (t) estvraiedansl, p, si et seulement 4i [ A
est dandp.

Pour toute claus€, on posd, p |= C si et seulement s'il existe un igtal +P (t) dansC tel
quel,p E P (1), ou un literal —P (t) dansC tel quel, p E P (t). Ceci peugétre reformug dans
le cas de clauses de Horn, comme suit. Par convention, pgsersp E [COn al,p E C,
ou C est une clause de Hom [CAJl ..., A,, si et seulement di,p B A;j pour au moins un,
l1<i<n,oul,pfFA.

La structurel est unmocklede la clauseC si et seulement di,p = C pour tout environ-
nementp ; on écrit alorsl |= C. I est un modle d’'un ensembl& de clauses si et seulement si
I E C pour toute claus€ dansS ; onécritl = S dans ce cas.

On dit gu’une clause, resp. un ensentblde clauses, esttisfiablesi et seulement elle (resp.
il) a un mockle.

2.2 Smantique de Herbrand

Un terme, un atome, un létal, une clause estos(e)si et seulement s'il (si elle) ne contient
aucune variable libre. Ungubstitutiono est une application des variables vers les termes. On
noteto le résultat de I'application de la substitutiorau termet : xo = o(X), f(t;,...,ty)o =
f(t,0,...,t,0). Uneinstancedet est tout terme de la formis, pour une substitution. On
notera aussof la compositionde o et 8, c’esta-dire I'unique substitution telle qu&cB) =
(to)6 pour tout terme : 06 associea toute variable le termea(x)6. Un renommagd_dst une
substitution qui est une bijection entre variables.

L' univers de HerbrandH est 'ensemble de tous les termes clos. Stracture de Herbrand
est toute structuré dont le domaine edtl, et telle quel¢ envoie toutn-uplet de termes clos
ti, ..., ty vers le terme clof (ty, ..., t,), pour toutf d'arité n. (On suppose ici, sans perte de
géréralite, queX contient au moins une constante, c'astire un symbole de fonction d’ai0,
de sorte quéd est non vide.) Il est facile de voir que ceci est biéfini, et que

| G = tp (3)

ou p est vu comme une substitution sur lgt& droit et comme un environnement sur féc
gauche. Ummockle de Herbrandle S est une structure de Herbrand qui est un gledleS.
On a le lemme facile suivant :



Lemme 1 Soitc une substitution] une structurep un environnement. Posopfo] I'environ-
nement qua toutx dans le domaine de associd [Xo [, eta tout autrex associep(x). Alors,
pour tout termet, | 0o Ca = | BL(p[o]).

Déemonstration.Récurrence imradiate sur la structure de —1

Proposition 2 Un ensemble de clausés est satisfiable si et seulement s’il a un ratedde
Herbrand.

Démonstration.Si S a un moeéle de Herbrand$ est clairement satisfiable.éRiproquement,
supposons qusé est satisfiable, et soltun modkle deS. On ckfinit la structure de Herbrankd’
parl5 = {uclogl WCIT}}. (Commet est clos,| [fLd est independant d@ ; on note cette
valeurl L) Commel est un moeéle deS, pour toute claus€ de S, pour tout environnement
p, on al,p | C. C’est en patrticulier le cas lorsqueest cfinissable, c’es&-dire qu’il existe
une substitutiop“envoyant les variables vers des termes clos telle@xe= 1 Xp"pour toute
variablex, autrement dit telle que = id[pY. Doncl = Cp par le lemme 1, d'o 15 p"f C par
définition del “et I'eéquation (3). Dond “est un moéle de Herbrand ds. 1

Remarque 1 Nous ne consietons que des clauses ici. Dans le cas de formuégmgles du
premier ordre, ce lemme est toujours vali@gecondition de ne consaler que des formules
universelles, c’esk-dire de la formelx], ..., X, - F, ou F ne contient aucun quantificateur. Ce
lemme est faux pour les formules existentielles.

Une structure de Herbrant peut étre caradrisce, d’'une autre fagon, par un ensemble
d’atomes clos a savoir les atomes cldd(t) tels quel = P (t). (Encore une fois, I'environ-
nementp est superflu ici, donc omis.)&iproquement, s& est un ensemble d’atomes clos,
on peut @finir l'interprétation de Herbrand correspondat@ar I = {tclogP(t) [H}.

On consi@rera dans la suite, sans le dire explicitement, qu'unetsirel de Herbrane@stun
ensemble d’atomes clos.

2.3 Clauses de Horn et plus petits mogles

En particulier, les structures de Herbrand peuvent @tes ordonges par inclusior_Qn
peut montrer (exercice!) que tout ensemble satisfiablealesek de Horn a yslus petit modle
de Herbrand Ceci n’est pas enagéral vrai pour un ensemble de clauses qui n’est pas de Horn.

Une congguence imradiate est que tout ensemifiede clauses &finies a un plus petit
mocele. En effetS a un moale,a savoir celui qui contient tous les atomes clos.

Une autre caraétisation des plus petits melks de Herbrand, qui est plésidente pour
les sgcialistes de Prolog, est la suivante. Fixons un ense®le clauses de Horn. Sd#
'ensemble des atomes clos, unibnPlosons par conventioha ¥+ [pdur toute substitution.

On consi@re [_.cdmmeétant clos. On éfinit 'opérateurTs deP(F) versP(F) par :

Ts() = {Ad|A CA]..., A, [S]
Ao clos A0 [1]...,A,0 1}
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Ts est monotone pour I'ordre d’inclusion. Par leet®eme de Tarski, il a un leIJs_—pletit point
fixe. (Voir annexe A.1.) En fait, il est facile de voir que ceiplpetit point fixe est | ,T& (D]
(exercice). Ce plus petit point fixe est alors le plus petitaie de Herbrand d& dans le casw

il ne contient pas__Sil contient [,_alorsS est insatisfiable.

2.4 Langages et reconnaissabikt

Avant de passer aux techniques @bnstration automatique sur des ensembles de clauses
du premier ordre, notons que les ensembles de clauses dedEfinissent desangages de
termes Ceci n'est pas sans rappeler léfidition de langages reconnus par automates. Nous
verrons en effet que les automates (d’arbres) sont des dasupars d’ensembles de clauses de
Horn.

SoitS un ensemble satisfiable de clauses de HorR, eh symbole de gdicat. Lelangage
Lp(S) deS al'étatP estl'ensemble des termes clo®ls queP (t) est dans le plus petit mete
de Herbrand d&. Lesélements deé_p (S) sont appeds les termegeconnusa P parS.

Par abus de langage, on dira g@eestvide dansS si et seulement dip (S) est vide, et
de méme pour toute autre propte. Les lemmes suivants sont faciles. Le premier cariet la
reconnaissabil@, €mantiquement.

Lemme 3 SoitS un ensemble satisfiable de clauses de Horn. Le termet@etreconnwa P
par S si et seulement & plus la clause[_ITP{l) est insatisfiable.

Démonstration.Sit [ (S), alors par éfinition P (t) est dans le plus petit mete de Her-
brand deS, donc dans tout made de Herbrand d8 ; doncS plus [IT'P (k) est insatisfiable.
Réciproquement, $$ plus TP (k) est insatisfiable, alors tout melé deS doit ne pas satis-
faire [_ITP(T), et donc conteniP (t) ; donct Lk (S). 1

Le deuxeme lemme caragtise la vacué.

Lemme 4 Etant don@ un ensembl§ satisfiable de clauses de HorR, est vide dan$ si et
seulement s plus la clause[ITP(K) est satisfiable.

On appellera parfois dans la suite des clauses de la farmi&P (k) desreqletes

Démonstration.Si P est vide, alors le plus petit meté de Herbrand d& ne contient pas
d’atome clos de la formB (t), donc satisfaitt_TTP (k).

Réciproquement, § plus [T P (k) est satisfiable, alors son plus petit natelde Herbrand
ne contient pas d’atome clos de la forfét). Comme tout moéle deS plus I P{Ix) est
aussi un moéle deS, le plus petit modle de Herbrand d€ est inclus dans celui d& plus
[ITP(k), donc ne contient pas d’atome clos de la fofer{&) non plus; c’est-dire queP est
vide dansS. 1

Le troiseme lemme caragtise lavacuié d’intersectionc’esta-dire,étant donés un nombre
fini de symboles de gdicatsP, .. .,P,, la question de la vacd@tdeLp, (S) n...n Lp,(S). (On
dira par abus de langage que l'intersectiorPde. . ., P, est vide dans ce cas.)



Lemme 5 Etant don@ un ensembl8 satisfiable de clauses de Horn, l'intersectionRle .. .,
P, estvide dan$ si et seulement § plus la clause[ITP{x), ..., Pn(X) est satisfiable.

On appellera de telles clauses deglétes conjonctives
Démonstration.La demonstration est similair@ celle du lemme 4, et laies en exercice[1

Remarque 2 Il esta noter que la vacuét se traduit en une progte de satisfiabilié. Dans le
cadre des protocoles cryptographiques, un gleddu codage en clauses de Horn d’'un proto-
cole est une preuve deaurite, une observation du& Selinger [Sel01]. Dans ce cadre, une
propriéte de €curite d’'un protocole cryptographique se traduit en une préféride vacui d’'un
langage. On pourra penser &urite = vacuié de 'ensemble des attaques”, encore que ceci soit
davantage un moyen r@amotechnique qu’uneevitable correspondance.

3 Resolution

Comment peut-on&tecter si un ensemble de clauses est insatisfiable ? Unecthesques de
demonstration automatique les plus connues, et les pluaedficen pratique, est tasolution
invenée par J. Alan Robinson en 1965.

La résolution au premier ordre utilise la notiorudification Ununificateuro de deux termes
ou atomes ett est une substitution telle qwe = to. La substitutiono estplus ¢erérale que
oUsi et seulement s'il existe une traisne substitutio telle quec™= 6. Un unificateur le
plus geréral, oumgu(abegeant I'expression anglaismbst general unifi€) de s et det est un
unificateur des ett qui est plus @réral que tout autre unificateur destt.

Si s ett sont unifiables, alors ils ont un unificateur le plusgral. On noterangu (s = t)
I'un de ces mgu. On peut montrer que les unificateurs les @osrgux ne diferent que par un
renommage ; c’esi-dire, sio eto-en sont deux, alors il existe un renommddge! quec = o'p.
On peut aussi montrer qu'’il existe parmi les unificateursples geréraux certain® qui sont
idempotents autrement ditgo = . Cette condition estquivalente au fait qu’aucune variable
du domainedlom o = {x|o(X) 8 x} n’est libre dans aucun tera(x), x [Cdbm o.

La regle derésolutionest :

C c”r=a”
Co [CI6

ol la conditiond = mgu (A = AY signifie queA et APsont unifiables, et que est leur mgu.
D’autre part, la notatioil© en pémisse sous-entend gué n'est pas dans la disjonction
C, et similairement pou€™ A" On sous-entend aussi que les devanpisses ont des en-
sembles de variables libres disjoints, ce qui e effecté en renommant I'une ou I'autre des
préemisses. On appelle la conclusiorrésolvant binairades deux pFmisses.

Cette Bgle se spcialise dans le cas des clauses de Homregle :

A LCA]l..., A, B LB]1...,B,
o =mgu (A; =B)
Ao [Bb,...,B,0,A0,..., A0

o =mgu (A =AY
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La regle de esolution binaire est comgie pour les clauses de Horn : si un enserBlde clauses
de Horn est insatisfiable, alors on peéddire la clause vidd_em un nombre fini dtapes de
résolution binaire.

Dans le cas de clausesmgrales, la@solution binaire n’egpascompkte. Par exemple, I'en-
semble de clauses suivant est insatisfiable :

+P(f(a,x)) [#P(f(x,a)) —P(f(ay)) =P (f(y.a)) (4)

Ici a est une constante, ety deux variables. Cependant, les seasalvants binaires de ces deux
clauses sontP (f(x,a)) 3P (f(x,a)) et+P (f(a,a)) (=3P (f(a, a)), eta partir de ceuxd,
aucune nouvelle clause n’est produite ; en particulierldase vide ne sera jamais produite.

Ceci est facilea corriger ; il suffit de nous donner la possilélid’utiliser une egle addition-
nelle, dite ddactorisation(positive) :

C [#HA [HAY

Co [HAo

On notera que cett@&gle n’est jamais applicable sur une clause de Horn — on@ppla néme
convention que plus haut, et 'on comprend gud_HA [HA"en pémisse sous-entend gde
et A sont distincts et hors de.

On a alors le @sultat que la combinaison des deegles de @solution binaire et de facto-
risation positive est comete : tout ensemble insatisfiable de clauses admet @reatdon de
la clause vide[all'aide de ces deuxegles. (Cette combinaison des deagles est appee la
résolution) Nous montrerons un éoeme plus fort en section 3.2.

Dans I'exemple ci-dessus, ogrive+P (f(a, a)) par factorisation. Enasolvant-P (f(a, y)) (1
—P (f(y,a)) avec+P (f(a, @)), on obtient—P (f(a, a)) ; en ésolvant cette deréie clause avec
+P (f(a, a)) de nouveau, on obtient la clause vide.

On appellefacteur (positif) d’une clauseC toute clauseC“que I'on peut obtenia partir de
C par0, 1, ou plusieurs applications de lagle de factorisation (positive). On appalésolvant
de deux clause8, et CP A tout résolvant binairec [CIFentre un facteu€ deC, et
ctr=a”

On a le ésultat facile :

o=mgu (A=AH

Lemme 6 (Correction) SoitS un ensemble de clausesSth'importe quel ensemble de clauses
obtenues partir de S par résolution binaire et factorisation positive. Tout neteldeS est un
mockle deS"

En particulier, si [edt ceductible par ésolutiona partir deS, alors S est insatisfiable.

Exercice 1 On consi@re la regle defactorisation @gative:
C [=A ="

Co [HAo

On cefinit les facteurs @gatifs de mamire similaire aux facteurs positifs, et lagle derésolution
géréralepar :

o =mgu (A=A

C [=A, [ [#HA, Cr=ACl =AY
Co [TI6
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oum=1,n=1¢etoc=mgu (A = A, ..., An1 = AL, AP=Al .. AL, = AV A, =

AY). Montrer par recurrence sun = 1 que tout Esolvant @réral est &ja un résolvant, au-
trement dit que la &égle de factorisation &gative est superflue. (Ne pas oublier que les deux
prémisses sont suppaEes avoir des ensembles de variables libres disjoints.)

3.1 Raffinements de la esolution, resolution ordonnée avec 8lection

Il existe un certain nombre de restrictions dedgle de ésolution qui restent comgties :

— On peut restreindre la @misseC de la egle de esolution binairé étre une clause
positive ; cette restriction est appella egle dhyperésolution positive
Dans le cas des clauses de Horn, ceci re\aamistreindre cette pmissea étre une clause
reduitea un seul literal positif+A, c’esta-direaétre un fait.
La restriction de la&gle de esolution binaire 0 'une des deux f@misses de laegle
de esolution binaire est une clausaitaire, c’esta-dire ne contenant qu’un igtal, est
appeéerésolution unitaire La résolution unitaire est donc con@pé pour les clauses de
Horn, mais elle ne I'espasdans le cas de clausegrgrales. Consigrer par exemple
I'ensemble insatisfiable :

+P (a) (b) +P(a) =P (b) (5)
—P(a) () —P(a) =P (b)

— On peut restreindre la@misseC [=A de la egle de ésolution binairé étre une clause
négative ; on obtient ainsiltyperésolution @gative

— En ¢eréral, larésolution #mantiqueest compéte, ai 'une des pemisses est contrainée
étre fausse dans une integmationl fixée. On notera que I'on retrouve I'hypésolution
positive en prenant l'interprétation de Herbrand fausse de tout atome clos, et I'hy-
perésolution regative en choisissant polrrlinterprétation del vraie de toute atome
clos.

— Larésolution ordonaedemande que :

— A soit maximal dans la clauge [HA, et A”maximal danC"[3A" ol C et
CYC=A"sont les pemisses de laagle de esolution binaire,

— etA, ASsoient tous les deux maximaux dans larmpisseC A de factorisation,

ceci pour un ordre strict stablesdr les atomes. On dit queedtstablesi et seulement si

A [Blimplique Ac [CBb pour toute substitution telle qu&c etBo sont clos. (Il est en

fait possible de relaxer la condition de stabilivoir [dN95].)

Précisons qu’un atom@ estmaximaldans une claus€ s'il n’existe pas de ligtral +B

dansC tel queB [CAl

La résolution ordon@e est un raffinement complet de &solution, qui est &s restrictif.

— Larésolution ordonée avec 8lectionest similaire, mais utilise en plus une fonctisah ,
dite desglection qui a chaque clausé associe un sous-ensemble (possiblement vide) de
ses literaux regatifs. L'idee est que I'on utilise la fonction délsction pour éterminer
sur quel literal ©soudre ; on n’utilise I'ordre que paefhut.

Regardons d’abord le cas (plus simple)sel (C) retourne soit 'ensemble vide (on dit
gu’aucun literal n’est glectionre dansC) soit un singleto{—A} (on dit que—A est le
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littéral €lectionre dan<C). Precigment, la égle de esolution ordonee avec 8lection est
alors : . .
CLHA, L1 [HA, C[HA

Co [Tl6
oin =10 = mgu (A, = AY...,A, = ADY, aucun literal n’est glectionre dans
C A, [1 [FA, etA,, ..., A, sont maximaux danG A, [_1 [FA, ; et—Atest
stlectionre dansC™” A ou bien aucun ligtral n’y est glectionre maisA est maximal
dansC" =AY
On remarguera que I'on a comkireésolution binaire et factorisation en une seelgle. La
prémisse de droit€ " A s’appelle la pemisseprincipale celle de gauche la pmisse
auxiliaire.
En géréral, on peut demander gpdusieurslittéraux soient&ectionres,—AL ..., —AZ
au lieu d’'un seul~A" dans la pemisse principale de droite. On unifiera chacun avec une
nouvelle pemisse auxiliaire. Dans le cagmgral, doncsel est une fonction quelconque
qui a toute clause associe un sous-ensemble, possiblementigides littraux regatifs,
et la egle de esolution ordon@e avec slection est :

- SR ]
Ci [#HA; [ [#HA;,, C-I=ATY [ [FAF
C,0 [ [Clg [Tl

ou :
(i) nj=1pourtouti,l<i=< [
(i) o=mgu{A; =All<si<s[1<]j<n};

(i) sel (C; [HA; L1 [HA;,,) = CetAi, . .., Ain, sont maximaux danS; [C+HA;; [
. CHA,,, pour touti, 1 < i < [I]

(iv) sel (CPC=AT 1. [=TAR3 = {-AD...,—AD et = 1, ou bien aucun litral n'est
selectionrg, [F 1 et—Alest maximal dan€ [ =AY 1. [=AZ= CP[ AT
Il esta noter que la fonctioeel estquelconqueet n’est restreinte que par le fait qu’elle
doit £lectionner des litraux regatifs. (On pourrait les choisir positifs, ceci ne chaager
rien en terme de comglude.)
Si I'on choisit comme fonction deétection la fonction qui retourne toujours I'ensemble
vide, on note qu’on retrouve l&solution ordonée. Si au contraireel (C) retourne I'en-
semble de tous les létaux regatifs deC, on obtient un raffinement de I’hyp@solution
positive ai les literaux positifs sur lesquels oasout sont de plus restreirdetre maxi-
maux dans leur clause. Lagolution ordonee avec 8lection est compte, et donc ces
derniers raffinements aussi, comme nous allons le montrer.

D’autres raffinements complets peuveiite troues dans [CL73] : la lockésolution de
Boyer, la stratégie “set-of-support”, la stragie lintaire notamment. Certains raffinements ne
sont complets que sur des ensembles de clauses de Hesalution unitaire, &solution input
[CL73], résolution avecélection libre [dN95].
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3.2 Compktude, arbres €mantiques

Soit A;, Ay, ..., Aj, ... uneénuneration des atomes clos. Uirgerprétation partiellesur
cetteénuneration est une liste finigc; A, £5A,, ..., £ Ax. Si Aj appardt avec le signer, on
dit queA; estvrai dans l'interpetation partielle ; il estauxs’il apparat avec le signe-. Sinon,

A; estindéfinidans l'interpétation partielle.

L' arbre de Herbrandest I'arbre dont les sommets sont les intétptions partielles. L'in-
terpietation partiellet A, £5A, ..., £ A adeuxfils, qui sont; A, A, . .., £ AL, —Axi g
et A, A, ..., A, A, 1. (Ceci, bien @r, a condition queA,,, existe ; sinon A,
+A,, ..., A N"a pas de fils.) La racine de I'arbfest I'interpgétation partielle vide.

Les branches maximales (infinies eengral) de I'arbre de Herbrand sont naturellement en
bijection avec les intergtations de Herbrand. $iest une intergrtation de Herbrand, on obtient
une branche maximale qui passe par les nogldgis+,A;, puis£;A;, £,A,, etc., @l %; est
le signe+ si A; [I] — sinon. Reciproquement, sur toute branche maximale, on note que tout
atomeA; appar@ avec un signe uniqugs; dans toute inter@tation partielle de longueur au
moinsi ; on obtient donc une interptation de Herbrand contenant exactemenflg®ls quet;
est le signer.

Théoréme 7 (Herbrand) Etant don@ un ensemble de claus8sdu premier ordre, les trois
conditions suivantes sogtjuivalentes :

1. S estinsatisfiable;
2. 'ensembles | des instances closes 8eest insatisfiable ;
3. il existe un ensemble fiBj d’'instances closes d& qui est insatisfiable.

Démonstration.Supposons$ satisfiable, el un moctle de Herbrand d8 (cf. proposition 2).
Alors pour toute instance clozp d’une clauseC deS, commel, p = C, par I'équation (3), on
al | Cp. Doncl estun modle deS |. On en é&duit que 2 implique 1.

Réciproquement, di est une interg@tation de Herbrand qui satisf&t |, par 'équation (3)
de nouveaul satisfaitS. On en @duit que 1 implique 2.

Clairement, 3implique 2. Il ne reste guemontrer que 2 implique 3. Fixons uaeuneration
qguelconquéA, A, As, ..., des atomes clos. Disons gu’'une clause chsstfausseau nceud
N = +A, £A,, ..., EAL Si et seulement si pour tout Etal+A deC, le littéral oppoé [AT
est dans la list&N. On remarque que € est fausse au ncelM, alorsC est fausse dans toute
interpétationl passant par le nceld. Réciproquement, ST est fausse dans l'intergtationl,
alors il existe un nceud ou C estfausse : sil'on poge = A, L1 [FHLHA;,, i1 <...<lim,
alors on peut prendre pol\ n’importe quel nceud qui contiedt; Al , ..., LRA,, -

On remarque maintenant que, pour toute inteigtion de Herbrand, par 2 il existe une
instance clos€ o d’'une clauseC de S qui est fausse dank Par la remarque ci-dessusg
est donc faussa un nceudN de I'arbre €mantique. Appelonsceud déchecpourS tout nceud
minimal rendant fausse au moins une instance close d’'unselkdeS. (Par minimal on entend
minimal pour la longueur du nceud vu comme listegrbre £mantique clogst le sous-arbre
de l'arbre €mantique de @me racinellet dont les feuilles sont les nceud€chec. L'arbre
semantique clos n’a pas de branche infinie : sinon éfedait une interpgtationl, pour laquelle
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au moins une instance clo€o d'une clauseC de S serait fausse, menaatl’existence d’'un
nceud déchec sur la branchlg ce qui serait absurde. D’autre part, 'arbrsantique clos est
a branchement fini, donc d’'ags le lemme de #&nig, il est fini. (Moir annexe A.2 pour plus
d’informations sur le lemme dedig.) En particulier, il a un nombre fini de feuilles, c'est-
dire de nceuds échec. Choisissant pour chaque nce@édhiéd\ une instance cloggy 6y d’'une
clauseCy deS qui est fausse eN, on obtient que I'ensemble fini d€45, 0y est insatisfiable[ 1

FIG. 1 — Un arbre smantique

lllustrons les notions empl@gs dans la preuve sur un exemple. En figure 1, on ésepé
un arbre émantique (fini) sur les trois atom€s B, A, dans cet ordre. Autrement dA; = C,
A; = B, A; = A. Le nceud 1 est l'intertation partielle vide, e nceud 2 est I'interg@tation
partielle —C, le nceud 3 estC, le nceud 4 est-C,—B, le nceud 5 est-C, +B, etc. Notons
gue la claus€C [CBJ]c'esta-dire+C [3B, est fausse er-C, +B (nceud 5). On note ainsi
gue siS est 'ensemble des clause\; B [CAJJC [CB] [1II'A B, C, alors toute branche
rencontre un nceud qui rend au moins une des clauses faubea.cioisit les nceuds minimaux
(les plus hauts possibles) parmi ces derniers, on obtiemideuds dchec, que I'on a repsengs
en figure 1 par des noeublssur lesquels unedthe pointe ; la source de l@éheétant la clause
Cn choisie qui est fausse .

On peut @ja en dduire la comptude de laé&solution, par&currence sur la taille de I'arbre
semantique clos. Sila raciri@st un nceud échec, alors@écessaireme@-est la clause vide, car
aucune clause non vide n’est fauageBinon, il existe umceud d’'inérence c’esta-dire un nceud
dont les deux fils sont des nceudsahec. (Choisir un nceud noredhec maximal, c’esi-dire le
plus bas possible.) En figure 1, les nceuds éliefce sont 4, 6, et 7. Sdit un nceud d’'inérence,
etN, —A etN, +A ses deux fils. On rappelle q@ —A6n —a €st fausse eNl, —A mais pas en
N, doncCp —aBn —a est de la formeC; [HA. (De plus,C, est fausse eiN.) En particulier,

Cn.—a peut sécrireC [CHB; []. [HB,,, oum = 1etB6y-a = ... = Bpbn—a = A.
De mémeCy ;aBn. 1A peut sécrire CY A ou Cest fausse eiN, et Cy A peut sécrire
CUEB . 3B, oun = 1etBiy.a = ... = B20nia = A. Posong, 'union
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(disjointe si I'on suppose quéy —a et Cy a4 ONnt des ensembles de variables libres disjoints)
debBn —a et deBy ;. a. Par construction, unifie tous leB; et tous IesBjD, donc est une instance
06 deg = mgu (B; = By,...,Bm-1 = By, BY = BSl...,B, = BI B, = B>). On
peut donc appliquer leegle de esolution @rérale (exercice 1) etédiuire un esolvant gréral

Co [Cl6. Il esta noter que cette degre clause a comme instance cl¢8e [C15)6 = C, [C}

qui est fausse au nceidl. En appliquant judicieusement lagle de esolution @réralea deux
clauses bien choisies, on a doné&un nceud @gchec au moins aussi haut que le ndsluqPar
I'exercice 1, on peut obtenir césolvant @réral sans utiliser la factorisatiorégative, donc par
résolution.) Ceci diminue strictement la taille de I'arbesrgmntique clos, et I'on peut appliquer
I'hypothese de&currence : la clause vide egdiictible par&solutiona partir deS.

Théoreme 8 (Compétude) La résolution ordonée avec &lection est compte : pour tout
ordre [sthble, pour toute fonction deekectionsel , 'ensemble de clauses est insatisfiable
si et seulement si I'on peuédver la clause vidd_abartir deS par la seule egle de ésolution
ordonree avec 8lection.

Démonstration.La direction “si” estévidente. Rciproguement, fixond?, ..., A% I'ensemble
fini des atomes clos figurant dans I'ensemble$ind’instances closes d&du theoeme 7.3. On
suppose led\} dans un ordre tel que 8 [CA}, alorsi < j. (En d’autres termes, ogtend ]
a un ordre total sur leA.) Appelons un arbre&nantique closidape si ses nceuds sont de la
forme=+; A, ..., £A) aveck < n. Par construction, il existe un arbrérsantique clos adamt
tel qu'a tout nceud @checN est assoé@ une claus€y de S et une substitutiofy telle que
CnOn est une clause close qui est fauss&Nen

Appelonsarbre decoe pour un ensemble de clausgStout uplet(T, C.,8.), ou T est un
arbre €mantique clos adaptC. associex chaque noeud@&hec (feuille dd) N une clause€y
de SY etf. associea chaque nceud @checN une substitutiory telle queCy 8y est close et
faussea N. Il existe donc un arbreétog pourS.

Etant don@ un arbre dcok (T, C.,6.) pour ST soit la racineC&st un noeud échec, et
alorsCest recessairement la clause vide, soit I'on trouve un nceud (gsi pas dechec) dans
T en calculant comme suit. Le plan de landonstration consist&@ montrer que ce nceud est
caracéristique de clauses sur lesquelles on peut appliquégle de esolution ordonee avec
selection. L'appliquer engendre une nouvelle clause, qra an arbre dcog plus petit, au sens
ou une certaine mesure bien fawlde cet arbreétrdtra ; ce qui montrera la terminaison.

Choix des clauses sur lesquell&soudre Soit doncS"un ensemble de clauses et un arbre
décoe (T, C., 6.) pourS- Soit, pour chaque noeudéthecN, Cy 0y une clause close qui est
fausse erN. Soit =y Hy le littéral +A{ de Cn 6y aveci maximal—autrement dit, le ligral
le plus grand, ou le plus bas sur la branche meaait Si N est un ensemble fini d’atomes
Bi,..., Bk, notons—N la disjonction—B; 1. [9By. SiP est un ensemble fini d’atomes
B, ...,Bk, notons+P la disjonction+B; 1. [+By.

On peutécrireCn 0y de facon unique sous la formeyHy CHPy 3NN CS), ou Py
est 'ensemble des atomes Qg 6y (hors £yHy) qui apparaissent sous le sigre Sy =
{L6n|L [=dl (Cn)}, etNy estl'ensemble des atomes@g6y (hors=y Hy) qui apparaissent
sous le signe-, resp. non glectionrées et 8lectionres.
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Disons queCy, et par extensiol€y 6y, estgéreratrice si et seulement 9y apparé po-
sitivement, c’est-direxy = +, et si aucun literal n'y est glectionre (Sy = [DSi Cy est
gérératrice,Cn 0y est donc de la forme-Hy CHPN =Ny

On construit une inter@tation propositionnellk parétapes, comme suit. Sdjf = [_Buppo-
sonsly déja construite, et considlons toutes les clausesrgratricesCy telles queHy = A},
le k + 1-ieme atome. S'il en existe une telle gy, [T (tous les atomes @s sont vrais)
etPn n I, = [{ious les atomes positifs sont faux), posdps, = Ik LAY, }. Sinon, po-
serly,; = lk. La suite s'arétea l'indice n, lorsqu’on aénuneré tous les atomes, et I'on pose
I = I,. Linterprétationl ales prop@ts suivantes :

(1.1) Pour toute clauseggeratriceCy telle quel rend vrais tous les atomes b, et faux tous
les atomes d@y, | rendHy vrai.

(1.2) SiH estun atome vrai dars alors il existe une clausegeratriceCy telle queHy = H.
De plus, tous les atomes 8, sont vrais dans$, et tous les atomes d& sont faux dans
l.

La vérification de ces deux propies est laigse en exercice. Elleghend du fait qu'un ligtral
devenu vraia I'etapek ne pourra jamais redevenir faux; et, plus subtilement, dugi@un
littéral dePy qui était fauxa I'étapek, au moment o Hy = A}, restera fawa toutes les
etapes suivantes (parce ddg est plus bas que tout atome Eg).

| étant une interg@tation de Herbrand, est aussi une branche de I'aémastique, eté&finit
donc une unique branche de l'arbrécde (T, C.,0.). Au bout de cette branche dafs on
trouve donc un unique nceudédhecN,. L'id ée est qu€y, vaétre la pemisse principale dans
la regle de esolution ordon@e avec 8lection.

Prémisse principaleMontrons donc en premier qu&, peutétre pésenge de sort@ oleir
aux restrictions impases aux pEmisses principales, c’eatdirea la condition(iv).

Si sel (Cy,) est non vide, alors c'estvident : on posd—AL ..., —AF = sel (Cy,), et
2 1 par hypotlese. Suppons donc qu'aucunditl ne soit 8lectionreé danCy, . Consicrons
le littéral +n, Hy, . Si le signexy, était+, Cy, serait donc grératrice. Mais comme€y,, est
fausse dans, tous les atomes ddy, sont dand et aucun des atomes &g, n'est dand . Par
la propreté (1.1), ceci impliquerait quéd, soit aussi dan$, ce qui rendraiCy, vraie dand,
contradiction. Donc le signey, est—. Soit—A['n'importe quel literal regatif deCy,, tel que
ABy, = Hy,. Alors Cy, s'écrit CPC=AT, ol aucun litéral n’est &lectionrg, et a1 —AT est
maximal. Donc la propété (iv) est \erifiee dans tous les cas.

Prémisses auxiliairesConsicerons lesA- comme @finis ci-dessus. Comméy, Oy, est
fausse dans, tous lesAiby, sont vrais dans. Par la propiét (1.2) (premere partie), il existe
une clause grératriceCy;, telle queHy, = AiBy,. Elle est igcessairement telle qu&y, 0y,
contient le literal +ABy, .

Soient donctA;i, ..., +Ain,, Ni = 1, tous les littrauxL deCy,; tels queL by, = +Aby,,
et soitC; la disjonction de tous les autres &taux deCy;,. (Notez bien qu’il se peut qu'il y ait
plusieurstels litterauxL ; c’est ce qui justifie le fait que; n'est en @réral pasgalal, d'ou le
besoin de la factorisation.) On a ainsi tréUda pemisse auxiliair€y, = C; [L£A;; L1 [£A;,,.
Commen; = 1, la condition(i) est \erifiee.
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CommeCy; est une clauseé&yératrice, aucun liéiral n’y est glectionre. De plus, lestAj;
y sont maximaux : sinon il existerait un &ttal L dansCy; tel queL [HA;;, doncL8y;, [1
+Ajbn, = +AjBn, = Hy, (par stabilie de [ Mais Hy, est par éfinition le grand literal (le
plus bas dans I'arbre) d&y,8y;,, contradiction. Donc la conditiofiii) est \erifiée.

Finalement, on &0y, = AjBn,. Comme on a suppégsans perte deégéralite) queA;;
et Aigon’avaient aucune variable libore en commun & it et queA; et Alln’avaient aucune
variable en commun (pour toisit j), la substitutiorfy, 8y, 1. [8Y_ [HY, a un sens, et
est clairement un unificateur dég; et desAl

Soito leur mgu : la conditior(ii) est donc erifiee. De plusfy, [84, ). [8Y [8Y, est
une instancef de g, pour une certaine substituti®n(Nous utiliserons ceci plus bas.)

La clauseC,0 1. [Clg [Cl¢ est donc éductible par&solution ordonée avec &lection.

TerminaisonMontrons gque ce processus terminéfidissons le nouvel arbré&dogé (T4 CL! 85)
a partir de(T, C.,6.) comme suit. Soi6"I'ensemble de clauses do(i, C.,0.) est un arbre
décog, et soitS™'ensemble de clause®-plus le €solvantC,0 1. [Clg [CI6.

On montre d’abord quéC,0 (1 [Clg [Cl6)6 = C,6n, [1 [C}8y, [Cly, estfausse au
nceud\,, ce qui revient dire queC 9y, est fausse eN, et tous leC;fy,, 1 < i < [ ont faux
enN,. Le fait queC'6y, soit fausse e, estévident, caiC'fy, est incluse dan€y;, 0y, , qui
décore le noeud éched\, . Ensuite Cy;;, qui est grératrice, eségalea+Hy, [Py, =Ny,
Par construction d€y;, (voir plus haut) et la propgié (1.2) (deuxeme partie), tous les atomes de
Ny, sont vrais dan$ et tous ceux d®y, sont faux dand. Comme par constructioiq;6y; est
exactement la sous-claus®y, [=Ny;, elle est fausse dads Donc(C,0 [_1. [Clg [C15)0
est faux dand. Comme cette deraie clause ne contient que des atomesriatirs ouégaux
(plus haut dans I'arbre) que ceux degéipisses, elle est fausse au nodyd

Il est donc serisde considrer le nceudN Hle plus haut au-dessus 8 qui rend le ésolvant
(C,0 1. [Clg [CCl6)0 faux. Alors :

(a) Si Nest strictement plus haut qidy dansT, alors soitT “I'arbre £mantique clos dont
les nceuds @&chec sonN" plus tous les nceudsé@thec del qui ne sont pas en-dessous
de N© On poseC\=égale au ésolvantC,0 [1. [Clg [ T4, etfy-:= 6, alors que
Clw= Cnwet b m= ympour toutN T8 N

(b) SiN"= N, on posel "= T, C, égale auésolvaniC,c . [Clg [CI& (qui remplace
donc au nceud éched\, la clauseCy, = CPC=A[ L1 (=AY, 8y, := 0 etC{m= Cnmw
etdym= Onmpour toutN 8 N .

Ce dernier cas ne peut se produire que si I'atome le plus dfamius bas) d€C,o 1. [1
Crg Q)0 est le néme que celui d€y, by, , soit Hy,. Considrons les autres létaux de
(C10 1l Clg I:Cl%)e = C16N1 C_l. I:CIﬁNDI:CI@N, . Les litteraux desCiONi, l<i<[]
sont par @éfinition deC; strictement plus petits (strictement plus haut) glie = Aldy,, qui est
un atome deCy, 6y, , donc plus petit o@gala (plus haut queiy, . Les literaux deC;fy; sont
donc toujours strictement plus hauts ddg, . La seule raison pour laquelldy, pourrait donc
apparétre dang§C,0 [_1. [Clg [CI6)8 = C,6y, [1. [Cl8y_[CHy,, c’est qu'il apparaisse
dansC'0y, . Ce qui est important, c’est qu’en passantigfy, aC,6n, 1. [CHy, [ CHy,
comme @coration du nceubll;, on a moralement remplaaes “grands” ligrauxHy, par des
clause<ify;,, qui ne contiennent que desdtaux strictement plus petits.
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Formellement, onéfinit la mesurel; (Cy, ) du nceud cBched\ d’un arbre écog (T, C., 6.)
commeétant le multi-ensemble contenant autant de fois I'eritigu’il y a de litteraux+A-de
Cn tels queAy = A? (le iieme atome clos dedéhunération choisie). Dans le cdb), ol
N"= N, (et en posanN = N,), ce multi-ensemble&trdt, dans I'ordre multi-ensemble, lors
du remplacement déy, parC,0 [_1. [Clg [Cl¢.

On rappelle en passant que cet ordre multi-ensemble esfdriéa, voir 'annexe A.3 pour
plus de @tails. (On rappelle qu’un ordre ebten fona s’il n'admet aucune chiae infinie
décroissante. Il s'agit d’un anglicisme [well-founded],equous peferons pour des raisons de
clarte au mot frangaibon ordre)

On c&finit ensuite la mesung™(T, C., 8.) commeétant le multi-ensemble deg(Cy, On),

N parcourant les nceudsathec d& . Dans le cagb), 4, (Cy, 6n) décrdt strictement, les autres
M1 (Cnm Oym) étant inchangs. Donc la mesurg™ décrdt dans I'ordre multi-ensemble dans le
cas(b).

D’un autre ©té, la taille|T | decrdt strictement dans le c4a), et est inchange dans le cas
(b). Donc la mesurgu(T, C., 8.) définie comme le couplgT|,u (T, C.,8.)) ordonre lexico-
graphiquement, &crdt lors du passage d@, C.,0.) a(T5 CL 65). Lordre lexicographique sur
les couples forras d’'un entier et d’'un multi-ensemble de multi-ensemblentiersétant bien
fonde, le processus termine, et I'on peut doiider la clause vide en un nombre finethpes
de résolution ordon@e avec slection. 1

On pourra remarquer l'utilisation g€ pour montrer par des moyens puremesrthantiques
(c’est-a-dire sans utiliser I'exercice 1) que la factorisati@gative n’est pasétessaire.

Remarque 3 L'utilisation d’'une fonction de&lection est parfois encore un peu trop restrictive,
et 'on pourrait garder juste uneelationde €lection ; en termes basiques, on pourraiciler
de flectionner un ensemble de &thux regatifs diferent pour deux occurrences de l&me
clause. Ceci n’'a, en pratique, aucunénét : si onélimine les clauses subsées comme nous le
ferons dans la suite, nous ne fabriquerons en particuliengss deux fois la Bme clause, et le
probleme ne se pose donc pas.

4 Elimination de redondances

En pratique, il est utile, voire fondamental, de combineelgle de esolution avec difrentes
regles desimplificationde I'ensemble de clauses courant. Les deux plus importaggbss de
simplification sont :
— L'élimination de tautologieson dit qu’'une claus€ est unegautologiesi et seulement si
elle est de laform€; [=JA pour un certain atomA. On peut alor&liminer toutes
les tautologies d&.

— L’ élimination de clauses subs@éss: on dit qu’'une claus€ subsumeine clauseCsi et
seulement sC"est de la formeCo [Cl. On notera queC implique Ca, qui implique
Co [d,. Donc siC subsumeCt alorsC implique CY Intuitivement, on doit pouvoir
éliminer toute claus€ “impliquée par une autr€. Lintuition est fausse, mais I'on peut
tres souvengliminer les clauses subseées.
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— L’élimination des clauses pure®on dit qu’une clausé€ est pure dans un ensemble de
clausesS si et seulement &€ est de la formeéC; [HA, et il n’existe aucune clause de la
formeCLTATansS telle queA etAsont unifiables (on dit qu&A estpur). L'ensemble
S est alors satisfiable si et seulemen® i {C} est satisfiable.

Le fait queS \ {C} est satisfiable si et seulementsest satisfiable est une bonne indication
que I'on peut enleve€ deS. Mais ce n’est pas une condition suffisante. Un casr@gsant est
celui au I'on separe la eégle de esolution en &solution binaire et factorisation positive : tout
facteurCo de C est subsur parC, donc si I'on pouvait ne serait-ce @iiminer toute clause
subsunge, alors la&solution binaire serait congte sans factorisation; on a vu que cétait
pas le cas.

En geréral, le probéme peut s’expliquer comme suit. Supposons$puest un ensemble de
clauses insatisfiables, et que la plus couéevation de la clause vide pagsolution (ordonee,
avec €lection) est de longuedf. Enlevons dé5; une clauseC redondante (tautologique, sub-
sunee, pure), et posorss = S;\{C}. S, est toujours insatisfiable, mais rien n’egghe a priori
que la plus courte&tivation de la clause vide soit de longu@Qr(par exemple). Effectuons une
étape deé&solution, obtenarfi;, qui n’est plus qua 19 étapes de la clause vide. Il est plausible
gu’éliminer une autre clause redondantenaa S,, qui est disons 30 étapes de la clause vide.
On voit ainsi que I'on engendre une suite infinie d’ensemtéeslauses, tous insatisfiables, mais
gui ne se rapprochent pas d’'un ensemble de clauses conlaicéaise vide.

Nous allons regarder quelles clauses peugneteliminees de fagonise en regardant fine-
ment la preuve du #toreme 8. L'icke sera de garantir que la mesu(é&, C., 8.) (ou un raffine-
ment) cecroisse.

4.1 Elimination de tautologies

Une tautologieC, [=A n’a que des instances closes vraies. Donc aucune dauée
n’est une instance d’une telle clause.

Raffinons la mesure des arbreacdés en posarpi(S, T, C.,6.) = (u(T,C.,6.,|S|) or-
donrée lexicographiquementudS| est lataille de 'ensemble de claus&s et ai I'on contraint
(T,C.,8.) aétre un arbre @cog pourS. Comme aucune tautologie @en’est une claus€y,
I élimination de tautologies laisg&T, C., 8.) inchang, mais fait @crdtre |S|.

On en conclut que I'on peut intercaler entre tou@teges deasolution ordon@e avecslection
n'importe quel nombre @&tapes d’effacement de tautologies. Notamment, on peidler déli-
miner sysématiqguement toutes les tautologies.

4.2 Elimination de clauses subsuraes

Supposons qus contientC et une clause subsweCo [Cl. (DansCo [Cl, on suppose
implicitement qu’il n'y aucun literal communa Co et C,.) Supposons qu&l est un nceud
rendant faux une instance clog&o [C1)8 deCao [LC]. CommeN rend fausse la clausecf [
C,0, en particuliemN rend fausse la clauseo8, qui est une instance close Ge Donc il existe
un nceud cBcheoN Pau-dessus dil .
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Si N Pest strictement au-dessuse comme en section 4.&|iminerCo [CJ fait déecrdtre
K(T, C.,0.). Ce cas ne se psente en fait jamais, puisqieest un nceud @chec : il n'y a aucun
noceud au-dessus ¢-ol une clause d8 serait @&ja fausse.

DoncN = N. SoitCy n’est pas la claus€ o [C], et le néme argument s’applique, s@if,
estla claus€o [C], etl'on peut remplacer la claugk, au nceud dched\ parC, a condition
quep,; (C, a0) soit plus petit olegal dans I'ordre multi-ensemble que(Co [T, 0). (Le cas
plus petit est clair ; si on a&galig, noter qugS| decrat.)

C’est notamment le cas sin’unifie aucun literal dan<C (autrement dit, ne calcule pas un
facteur deC). En effet, dans ce cgs (Co [Ch,0) = y;(Co,0) CHl(Cy,08) = n1(Co,0) =
K1 (C, 00). Noter gu’en gréraly, (Cao, 8) < 1,(C, 00), et on n'aleégali€ que so n’'unifie aucun
littéral dansC.

Nous appellerons une clause subge@o [C] telle queo n’unifie aucune paire de létaux
de C une clausesubsurge lireairementLa discussion ci-dessus montre que I'on pgliminer
toute clause subsiam linrtairementa tout moment au cours de la recherche de preuvapeier
I'argument ci-dessus potiousles nceud$N tels queC = Cy; il peut y en avoir plus d'un.) En
particulier, on peut supprimer les clauses sulisesrireairement le plust possible.

Par exemple, la clauseP (x) (y) subsume lieairement les clauses :

- +P(a) () (o instanciex para)

- +P(a) (y) £HQ(2)

— +P(x) (y) £HQ(2)
et elle subsume, mais paséairement :

- +P(2) (o instanciex ety parz)

- +P(a) (o instanciex ety para)
A noter que eciproquementP (z) subsume lieairement+P (X) (y).

Remarque 4 On peut en fait fournir des cetres délimination de clauses subséss plus lig-
raux, a condition de changer de mesyr€T, C., 0.). Un cas simple est celui de l&solution
ordonree, c’esta-dire au sel (C) = [Cpour toute clausé&C. La compétude de ce cas peut se
montrer en prenani; (C,8) = |T|; alors on peuteliminer toute clause subs@®, néme si elle
ne l'est pas ligairementa tout moment.

Dans le cas de la&solution ordonée avec &lection, on peud la place raffineru; (C, 0).
Etendons I'ordre Csiir les atomes un ordre sur les ligétraux par le produit lexicographique
de l'ordre [Csur I'atome sous-jacent avec I'ordre > + sur le signe. Ordonnons les clauses
C par 'ordre multi-ensemblel_sut les litéraux, ordon@s par I'ordre pecdent. La preuve du
théoreme 8 tient toujours en choisissant(C, 6) égalea C, ordonréee par C_Dlutre part, on
a toujoursCo G [ ClsaufsiCo [C subsume elle aus§i. (Exercice.) On en conclut
que I'on peutéliminer toute claus€ strictement subsu@e par une autre claus€", c’esta-
dire toute clauseC subsurge parC‘telle queCtn’est pas subsuée parC. D’autre part, on
peut ausseliminer tout solvant (ordoné, avec 8lection) qui est subsus{pas cessairement
strictement) par une autre clause 8eCeci est proug notamment en [BG01] par une technique
apparemment &s diferente de celle @senge ici, mais (probablement) epalite isomorphe.
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Remarque 5 Tester si une claus€ est subsuie par une autreCl est un probdme NP-
complet. Il est clairement dans NP : il suffit de deviner glileraux deC proviennent d’instan-
ciation de litéraux deC"| puis de ésoudre en temps polynomial le preirie de pattern-matching
qui en réesulte. Il est d’autre part NP-complet, mais éiffintes techniques algorithmiques per-
mettent de @étecter toutes les clauses sub&as par une clause doée, ou Eciproquement si
une clause dorée est subsuee par une des clauses d’'un ensemble éenextémement ef-
ficacement [RSVO01]. Dans le cas de formats de clauses commegoe I'on considrera en
section 7.6, il sera facile de voir que le test de subsommstriaisable en temps polynomial.

4.3 Elimination de clauses pures

L’ élimination de clauses pures est une gga délimination de clauses redondantes qui
est parfois tes efficace : supprimer une clause redondante (pure notatnpear rendre pures
d’autres clauses, et ainsi de suite eninba

Un argument facile montrant qu’on peétiminer les clauses pures est le suivant : tout
résolvant d’'une clause pu@ (o1 +=A est pur, c’est-dire ne s’unifie avec aucunAddans
aucune clause) avec une cla@eéest de la formeC ™ HAg, oll =Ac ne s’unifie toujours avec
aucun [A9dans aucune clause. Donc to@solvant d’une clause pure est pur. Comme la clause
vide n’est pas pure, aucune desapes deésolution construites dans la preuve dediéme 8 ne
peut utiliser de clause pure. On peut donc toutegliesiner.

En pratique, un @monstrateur automatique fandur la €solution ordonee avec &lection
maintient des tables des étaux qui s’unifient en position maximale oélectionree dans les
clauses. Il est alors facile deetécter quelles clauses sont de la for;id_HA (A maximal,
sel (C [HA) = [ telles que+A est pur, et quelles clauses sont de la foGhd=A (A
selectionrg, ou biensel (C [3A) = [dt A maximal) avec—A pur. Il est aussi plus facile de
donner un argument direct de coraplde délimination de ces clauses pures partierds par la
technique de preuve duégbeme 8, leCy ne pouvanétre pures dans ce sens.

4.4 Divers

Bachmair et Ganzinger [BG01] mentionnent d’autres cas derm@ance. En particulier, la
regle derésolution-subsomptigmermet.a partir des deux pmisse< etCY[Cb [11AQ,
d’infererCYLCD. Il s’agit d’'uneétape de&solution (non ordorée, sans&ection), qui est donc
toujours correcte et pserve la comgtude. L'avantage de cettegle est que la conclusidh~[]
Co subsume ligairement la @misseC “[LCo [TAd, que I'on peut donc effacer imediatement.

Joyner [JJ76] utilise une autre forme dé&lange entreésolution et subsomption. Posons
C [Cd, ou Co est un facteur gréral deC, si et seulement T est de la formeCo QI
Noter que dans ce cag, et son facteuC o se subsument mutuellement. De plGs; subsume
C linéairement, donc on peut effad@rdes queC [Cd. Cette egle s'appelle l@&ondensation

Pour voir quand cettegle est utile, cons&tons la claus€ = +P (x) (y) (a). On
aC [+#R(xX) [HP (a) (par l'unificateury := x ouy := a) [+R(a). En ¢eréral, [_d&finit
un syseme de @éecriture qui terminegvident) et est confluent. Joyner appelle I'unique forme
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normale d’'une claus€ pour [—SsakondensationRemplacer syéimatiquement une clause par
sa condensation est correct egerve la compltude.

5 Splitting

Consicerons une clause de la for@ie CCH ol C et Che partagent aucune variable libre, et
un ensemble de clauses de la fortn& {C [CI}. Ce dernier est insatisfiable si et seulement si
S [T} etS LT sont insatisfiables.

Par exempleS [{FP (X) [=(y)} est satisfiable par tout meébk qui satisfait d’'une part,
et tel queP est vrai de touk, ou bienQ est vrai de touy. DoncS est satisfiable si et seulement
s'il existe un moeéle deS [{#P (x)}, ou un moele deS [{F#Q(y)}. On remarquera qu'’il est
important queC (ici, +P (x)) et C(ici, +Q(y)) ne partagent aucune variable.

On va examiner plusieurs fagons d’exploiter cette remarqu

5.1 Splitting et tableaux

La premere approche consiste decouper I'ensemble de claus8s{C A} en deux
ensembles de claus&[{Q} etS [{Q}. On a alors besoin de manipuler plusieurs ensembles de
clauses. AppelonsbleauT tout multi-ensemble fini non vide d’ensembles de clausesddera
S1|Ss| ... |Sn le tableau formé des ensembles de clausgs S, ..., S,. En ¢geréral, on notera
T |T Prunion multi-ensemble des tableadx et T & Chaque ensemble de clauS;sest apped
traditionnellement unéranchedu tableaurl . On dit qu'une branche estosesi et seulement
si elle contient la clause vidé_On dit qu'un tablead’ estclos si et seulement si toutes ses
branches sont closes.

Pour moeliser le splitting, soit [_line relation binaire entre ensembles de clauses, @ppel
relation de @éduction. On pense ici typiquementa relation éfinie parS [3"si et seulement si
Sest obtenu par I'ajoud S d’un résolvant ordon@e avec 8lection entre clauses & ou S-est
obtenu palimination d’une tautologie ou d’'une clauses subséartineairement par une autre
clause de&s. Cependant, notre argumentation restera valable pourrdénenises autres relations
de ceduction.

On cefinit la relation binaire [—eftre tableaux par leggles :

S 8- (O C, C"n’ont aucune variable libre en commt(Jg lit)
SIT ST S T [CH|T [CSIHT}HS LLTHT

Disons qu’une intergtation | satisfaitun tableauT si et seulement sl satisfait au moins
une branche d& . En particulier,T est insatisfiable si et seulement si toutes ses branches sont
insatisfiables.

Lemme 9 (Correction) Supposons qué_g&st correcte, au sensisiS [$etS est satisfiable,
alors Stest satisfiable.

Alors [—edt correcte, au sensisiT [T etT est satisfiable, alor$ Yest satisfiable.
En particulier, siT [=T1"etT “est un tableau clos, alofE est insatisfiable.
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Démonstration.
— (Regle( D) siS B etSHT est satisfiable, solt une interpetation satisfaisar8|T . Si
| satisfaitS, par hypotkese il existe une interptation| “satisfaisant"; donc | "satisfait
ST .
— (Regle(Split)) si C et C”sont deux clauses n‘ayant aucune variable en commun] soit
est une intergatation qui satisfais [T [CCI} T . Sil satisfaitS [T [CI}, comme on

I'a vu plus haut,l satisfaitS [{C} ouS [T, doncS [IC}S ICHT. La meme
conclusion est clairement obtenud SsatisfaitT . —1

La compEtude est, comme d’habitude, un pratle plus élicat. Notons d’abord que la rela-
tion [edt compite, de facon triviale,&b que [_&st compéte : il suffit de ne jamais appliquer
(Split). On souhaite cependant utilig@plit) a volong, par exemple&bs qu’elle est applicable.

Pour ceci, et bien qu’on puisse lémontrer dans un cadre&igeral, supposons qud_lest
I'union des relations et Fff , o0 S [1SPsi et seulement $$”estS union un ésolvant
ordonré avec 8lection de clauses d®&, etS [ SUsi et seulement s$”estS moins une
tautologie, ou moins une clause S8esubsurge linkairement par une autre clauseSie

Définissons unstrategie d’effacement et de splittifdans la suite, on dira justtrategie
commeétant une fonctiorf qui a chaque tableali associe soit le symbole spial [, $oit un
tableauT Ptel que soitT  [—_T1”est ceductible par la&gle (Split), soitT T T Une
f-dérivationest une @rivation

To LT L1 CLTY

ou pour toutj, 1 < j < k, soitf(Ti—;) = T;, soitf(Ti—;) = [COn dit que [estf-compktesi
et seulement si, pour tout table@uinsatisfiable, il existe uneédivation finie comme ci-dessus
telle queT =T, etTy est clos. On a alors :

Théoreme 10 (Compétude) La résolution ordonae avec 8lection estf-compkte pour toute
strategief d'effacement et de splitting.

Démonstration. On mesure chaque brancl8ed’un tableau par le couplg(T,C.,6.),|S],
comme en Section 4, et un tableau complepar le multi-ensemble de ces quagsitorsque
S parcourt les branches de. Il est clair que toute application d&plit) ou de [ fait
décrdtre cette mesure, alors que la construction de la preuviédueime 8 fournit uné&tape de
résolution ordonee avec splitting [™1 qui fait decrdtre cette mesura partir de toute branche
non close de tout tabledu si f(T) = [ 1

En d’autres termes, l@solution ordonee avec slection, augmege de I'effacemend volong
de tautologies et de clausesdairement subsu@es, et de I'utilisatiora volong de la ggle de
splitting (Split), est compgéte.

Dans la suite, on utilisera toujours une forme partendide splitting. Pour tout ensemble
de clauses$, toute clauseC de S peutétre cecouee enC; [1. [Clk, ou chaqueC; est une
sous-clause minimale non vide telle (Dget C; ne partagent aucune variable libre, pour aucun
I B j. Ondira que le€; sont lesblocsdeC, et queCy, ..., Ck est unedécomposition en blocs
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deC. On utilisera toujours la forme suivante de émle de splitting :
Ci.nn, Cx décomposition en blocs dg, k = 2

S H{CHT LCLSIAC}H...|S LCHT
Cette egle est simulable p& — 1 applications de laggle(Split). Réciproquement, il est clair
gu'utiliser cette derrdire egle au lieu d€Split) reste complet, pour toute stegiie d’effacement
et de splitting (exercice).

5.2 Splitting et non-determinisme

La mocklisation des tableaux comme des multi-ensembles de brarest pratique pour
demontrer la correction et la congilide, mais ce n’est pas la bonne fagon de voir ce qui se passe
réellement. lllustrons ceci sur un exemple. Coésiths I'ensemble de clauses

(@ P(f(xy)) [LEAX),P(y) (b)) Qi(x) LEF(X,Y)), Qa(Y)

(©) P2(9(3(y))) CE:ly) (d) P2(9(a))
() Q(9(9(a(y)))) LQ:AY) (F) Q2(9(s(a)))
(9) [1IQug(a)) (h)  Pi(9(x))

Lorsqu’on Esout entre les deux preenes clause&) et (b) surP (f(x,y)), on obtient la clause
Q1(xX) [PAX),Pa(y), Q2(y), qui se splitte en deux. On poursuit ensuite le raisonnesiant
chaque branchedéependamment

() Qi(x) LEdX),P2(y), Qay) par(a), (b)

(4) Qi(x) [FIX) (k) [CIIPRLy), Qx(y)
() [CIIPdg(a) par().(9) | (m) [CIP:ly), Q2(9(a(y)) par(k),(c)
L_par(l), (h) (n) [CIIP:{g(y)), Qz(y) par(m), (e)

(0) [CIIPaly), Q2(a(y)) par(n), (c)
(p) [1IQ:Ag(g(a)) par(o), (d)
(@) [—par(p),(f)

La véritable forme d’'une @rivation en pesence de splitting n’est donc pas une suite &fapons,
en pratique, mais uarbre. Sur une machine de Turing notérministe, onéalisera le split-
ting en remplacant nonéderministiquement toute clau§€eayant une dcomposition en blocs
Ci,...,Cx parl'un desCj, 1 = j < k. Appelons cetteagle lesplitting non eterministe Di-
sons aussi gu'un ensemble de clauSesstsatuté pour un certain raffinement de lagsolution
et splitting non @terministe si toute clause obtenue par splitting neteaniniste d’'un&solvant
de deux clauses d® (pour le raffinement choisi) est subs@elineairement par une clause de
S. Si un ensemble de clausgsnene par un certain raffinement de &solution et splitting non
déterministea un ensemble de clauses satby,, alors on en @duit queS est satisfiable.

Si S est dans une clas$ede clauses telle que le nombre maximuratdpes de&asolution
et de splitting non éterministe est polynomial en la taille & ceci fournira un algorithme de
décision de la satisfiabiBtpour la class€ qui est donc dans NP. Sile nombre maximuretdpes
est exponentiel (c’esd-dire bor@ par I'exponentielle d'un polydme en la taille d&), alors la
satisfiabilie sera dans NEXPTIME. Nous utiliserons cette remarquequsifois dans la suite.
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5.3 Splitting sans splitting

On peut simuler le splitting en utilisan&juivalence entr€ [Clet [q1(q CCNL(Hq 1
CH, lorsqueC et C"ne partagent aucune variable libre. Ceci permet de remgdisjonction
C [CHpar laconjonctiondes deux clausesq [Clet+q [CI ol q est un symbole de pdicat
frais d’arite 0.

Ceci permet cBviter d’avoira parler de tableaux, et de ne raisonner de nouveau que sur des
ensembles de clauses. Dans la suite, jgoiter d’avoira parler de symboles d’agi), on écrira
q(Dch la place de, ou [Cdst une constante fe.

Pour formaliser ceci, nous avons besoin decpger ce qu’'un symbole degaficatfrais signi-
fie. Fixons donc I'ensemblE des symboles de pdicats pouvant appdtee dans un ensemble
de clauses$ fourni en entee de notre pramure de&solution. SoifQ un ensemble de symboles
de pedicats, disjoint d€. Supposons de plus g@eest en bijection avec I'ensemble des clauses
forméesa I'aide de pedicats danP seulement, modulo renommage. Autrement dit, il existe une
application quia chaque claus€ formeea l'aide de pedicats dan® uniquement associe un
symbole[Clde Q, telle que[CIZF [CHSi et seulement s'il existe un renommagé:l que
C = CH_TCette construction existe toujours : il suffit de choisiup@ exactement le quotient de
I'ensemble des clauses foemsa I'aide de pedicats dan® par la relation dequivalence reliant
toute clause& a tout renommag€ L]

La regle desplitting sans splittingest alors :

C cF
C @@y + gmorcr

par laquelle on entend que et C”sont deux sous-clauses non vides, ne partageant aucune
variable, telles qu€ “est fornée de symboles degdicats dan® uniquement, et qué contient
au moins un atome (t) avecP [P1; I'effet de la egle est de remplac€ [CHpar 'ensemble
des deux clauseS [CIACH{I) kt + [CHNICC (On pourrait lever la restriction queest
formee de symboles de guicats dan$ uniquement, mais nous n’en aurons pas besoin. En
revanche, nouglerons cette restriction dans le cas du splitting non cicseetion 5.4.)

Soit | une interpetation de Tarski, de domair®, des symboles de @dicats dan®. Son
extension standard® est telle quel? = Ip pour toutP R, etlZ vautD sil B C, et
[di |l E C. On dira qu'une inter@tationl eststandardsi et seulement si, pour toute clause
C forméea l'aide de symboles de @dicats déP uniquement]) i —est vide si et seulement si
I | C. Toute extension standard est clairement standard.

Lemme 11 (Correction) La résolution ordonae avec 8lection, I€limination de tautologies et
de clauses subsigmas, et la eégle de splitting sans splitting sont correctes au sansstl existe
une interpétation standard telle quel = S et siS est deduite deS par I'une de ceségles,
alors| | S&

En particulier, si on peut @duire la clause vide d& par ces Bgles, et sb ne contient que
des clauses forgesa I'aide de symboles de @dicats deP, alors S est insatisfiable.

Démonstration. Immédiat pour toutes lesgles sautventuellement laggle de splitting sans
splitting. Sil = C [CI alors on a deux cas. $ifF CY commel est standard, B + [CH{I),]
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doncl | C [CIAMCH)] d’autre partl | + [CH{)JICC doncl est un moéle de toutes
les clauses en conclusion de &gle. Sil E CY commel est standardl = + [CH{I),]donc
| E +[CHI)JICCF, d’autre part commd E CPmaisl | C [CCO"et C et Cne partagent
aucune variable libre,atessairemerit = C, doncl | C CLCH{I)1Doncl est encore un
mockle de toutes les clauses en conclusion dedger

Finalement, si on peut&diuire la clause vida partir deS, S ne peut donc avoir aucun melé
standard. Mais toute extension standard d’'un @edeS est un moéle standard d8. DoncS
n'a aucun modle : S est insatisfiable. 1

L'ajout de Q modifie la base de Herbrand, c’esdire 'ensemble des atomes ckgonsi-
déerer : on doit maintenant congiter non seulement tous les atomes édqs$), P [H, mais
aussi les atomes clos de la forr@gt), ou Q [CQ. Pour tout ordre stabld_,_dn étend [_dé
sorte queP (t) QD pour tout terme clos, et pour toud? [CH, Q [Q. Un tel ordre sera
appeé€ admissible On peut @finir comme en section 5.1 une notionstetegied’effacement et
de splitting sans splitting (exercice). On a alors :

Théeoreme 12 (Compétude) Soit [—um ordre stable admissible. La&solution ordonée pour
[Cauec €lection,élimination de tautologies, de clauses subgaslireairement et splitting sans
splitting est comgte : pour tout ensemble insatisfialf@le clauses forgesa partir de symboles
de piedicats dan$’, pour toute strakgief, il existe unef-déerivation de la clause vida partir
deS.

Démonstration. Il suffit de remarquer que, $l est un nceud échec, elCy est de la forme
C LTI ou ni C ni CPn’est vide, alors soif CH{I) kst fausse eN et alors+ [CH I CI8y
est fausse eNl, soit [CH{I) kst vraie erN et alorsC8y [ALCH{I) kst fausse eNl.

Dans le deuxme casy,(C CIALCH(I),6N) est plus petite que, (C CAY6y), carCH
est non vide, construite uniquemenpartir de symboles de, donc pour tout atomé deC"
A6y [T, puisque—est admissible.

Dans le premier cas, de&me, |, (+ [CHDICCL, 8y) est plus petite qua, (C CCIH0y),
cette fois-ci parce qué€ contient au moins un atome de la forfét) avecP [P, donc tel que
P(t)0n L@ 1

Note : Largument du tkoeme 12 contient une erreur, qui mége signakée en 2005 par K.
Neeraj Verma. Je pfere ne pas la corriger poéveiller I'attention du lecteur sur un point subtil.

Il se trouve quelCIH{(T) kst fausse eN, ou [CH{I) kst vraie erN, ou encore[CIH () ’est
pas interpétee du tout erN. Il suffit que [CH(I)tombe en-dehors de I'ensemble des atomes
Al ..., AL garanti par le thoeme de compadt On peut corriger le #foeme de diferentes
facons :

1. Dans le cas v I'on saurait par avance que I'on ne peut fabriquer qu’'un Ii@rfini
d’atomes de la form&CIH(I) A cours de lagsolution — ce sera le cada section 6.5 —
il suffit de rajoutera AY, ..., A2 'ensemble fini de tous ces atomes, et Entbnstration
fonctionne alors sans aucun autre changement.
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2. Dans le cas@réral, on peut encore ajouter tous les ator@s(I) b I'énunération des
AV, ce qui en fait un€nunération infinie. On doit alors congéder des arbreemantiques
transfinis [Rus89], ce qui complique l&mhonstration.

3. Une version plus simple consisteutiliser la néthode de @monstration de Bachmair
et Ganzinger [BGO1]. Le splitting sans splitting est en teffa cas particulier de leur
critere geréral de redondance. Il y a des paeddks entre leur @thode et celle des arbres
semantiques [GLJO5].

L'exemple de la section 5.2 devient alors :

(i) Qi(x) CPdx),Ps(y), Qa(y) par(a), (b)
(9 Qi(x) CPx),q(D
(KY  a(DICPaly), Qa(Y)
(MY q(DICPaly), Q2(9(a(y))) par(k’, (c)
(Y q(DICPaAg(y)), Qa(y)  par(m?, (e)
(0 gq(DICEaly), Qa(g(y))  par(n, (c)
(PY 9(DICQA9(9(a))) par (o), (d)

(@Y q(Dd par (pY, ()
9 Qu(x) [CPx) par (9, (G
(17 [CIIPdy(a) par(j"), (9)

1 par (19, (h)

oliq = I IIP.{y), Q.(y) L_On pourra remarquer que leétapegky—(q" simulent exactement
la branche droite du tableau de la section 5.1étapes suivar(j ™ simulant la branche gauche.

Le splitting sans splitting a de nombreux avantages. D@bam pratique, les@monstrateurs
automatiques pagésolution sonécrits dans des langages ianptifs, et effectuer du splitting est
difficile dans ce contexte : il ne faut pas qu’ugigpe de dduction sur une branche modifie par
inadvertance les doges d’'une autre branche. Ceci n’est pas un @mklavec le splitting sans
splitting, puisqu’il n’y a jamais qu’une branche dans ce &suite, I'utilisation du splitting sans
splitting permet l'utilisation de toutes les stgtes délimination de redondances de la section 4,
alors que le splitting interdit &limination des clauses d’'une branche qui sont redondaaies
rapporta des clauses d’'une autre branche. Finalement, l'utiisatie fonctions deéection
adapées nous permettra d’obtenirdge au splitting sans splitting des bornes de comg@exit
fines, notamment en section 6.5. Ces bornes seront en fiartioeilleures que par I'utilisation
du splitting ordinaire.

5.4 Splitting non clos

On peut pousser plus loin I'ek du splitting sans splitting. Supposons que I'on ait uaesd
C [CH mais queC etC partagent une variabde Alors C [Chestéquivalenta [ogd xd (q(x) 1
C) [IX1 (—~q(x) [CY, oliq est un symbole de pdicat frais d’arié 1.
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Soit Q; un ensemble de symboles degicats disjoint dd®> et deQ, en bijection avec les
paires(x, C) formées d’une variablg et d’une claus€ forméea partir de symboles degulicats
dansP, modulo renommage. Autrement dit, il existe une applicatjoiax etC associdxl- C []
deQ,, telle quelxl C [F Xt C'si et seulement s'il existe un renommalgil queC = CH_1
etx = [(XH.

La regle desplitting non closest alors :

C cF
C HOxI cH) + x1 cH@) CcF

par laquelle on entend q@et C sont deux sous-clauses non vides, ne partageant que lalearia
x au plus, telles qué “est fornee de symboles degulicats danB uniquement, et qué contient
au moins un atome (t) avecP [P1; I'effet de la egle est de remplac&€ [ClHpar 'ensemble
des deux clauses [Hx] CH(X) et + [x] CH(X) [CF

Il sera utile de pouvoiétendre un tant soit peu cettegte, en assouplissant la condition
surCY On autoriseC"a étre de la formeC’ CAIx1l CH) 1. [Ax]l C (). Noter que
CUest intuitivement lequivalent de la clausg;’ CCIP [1. [CI Parsplitting non clos nous
comprendrons&sormais laggle :

- tro ]
C [C}'[3Ax) C®) [ [AXI CIR) (6)
C [EOx1 cJ Tl . [Cl®) + xiclrcl . )

ol C et CPsont deux sous-clauses non vides, ne partageant que laleatiau plus, telles que
Cjest formee de symboles degulicats dan® uniquementCiDethDne partagent que la variable
X au plus pour tous, j,0 <1 < j <k, etC contient au moins un atoni&(t) avecP [Pl

Les arguments de la section 5.3 ggatent pratiquement mot pour mot. Une inté&@tation
I de domaindD eststandardsi et seulement si elle est standard au sens de la sectioatsi3,
pour toute claus€ formée de symboles deguicats dan® uniquement, pour toute varialie
| xc —gst 'ensemble des valews[ 1 telles qu’il existe un environnemepttel quep(x) = v

etl,p g C.

Lemme 13 (Correction) La résolution ordonae avec 8lection, I€limination de tautologies et
de clauses subsiéss, et les@gles de splitting sans splitting et de splitting non clasjtor-
rectes au sensip s’il existe une inter@tation standard telle quel = S et siS est deduite de
S par I'une de ceségles, alord | S*

En particulier, si on peut @duire la clause vide d8 par ces Bgles, et sb ne contient que
des clauses forgesa I'aide de symboles de @dicats deP, alors S est insatisfiable.

Appelons un ordre stablé_admissiblesi et seulement s’il est admissible au sens de la sec-

tion 5.3 P (t) QYD pour toutP A, Q [Q), siP(t) CQItYH pourtousP [A, Q [Q,, et
tous termes closett') et enfin silx]- C CI X1 CH_dés queC subsumeC “strictement.

Théoreme 14 (Compétude) Soit [Cum ordre stable admissible. La&solution ordonée pour
[Cavec &lection,élimination de tautologies, de clauses subéamlireairement, splitting sans
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splitting et splitting non clos, est congdé : pour tout ensemble insatisfialdele clauses forges
a partir de symboles de pdicats dan®, pour toute strakgief, il existe unef-dérivation de la
clause videa partir deS.

Nous laissons la@mnonstration de ces deug&sultats en exercice ; les arguments sont similaires
a ceux du lemme 11 et duébheme 12 respectivement.

Donnons un exemple de splitting non clos, que na@ugiliserons par la suite. Congigbns
'ensemble de clauses :

(8) Po(f(x,y)) LEAX),Pa(y) (0) Ps(F(x,y)) LX), Pay) (€) Pa(F(x,y)) LR.AX),Ps(y)
(d) P1(a) (e) P2(a) (F) Ps(a)
(9) Q(X) LRelx),Pi(x) (M) Pi(x) [BslX),Pa(x) (i) Ps(x) [P4X)

Choisissons un ordrétel queP (f(u,v)) CPHu), P Xv) pour tousP,Pu,v. On a lesttapes
de resolution, @ I'on attire I'attention sur legtapes de splitting non cldk,)—(kz) et(ng)—(n,) :

() Pu(f(xy)) CPx), Pa(y), Pa(F(x,y)) par(h), (b)
(K) Pi(F(x,y)) LEAX), P2(y), P4(x), Ps(y) par(j), (c)

(ko) P1(f(X,y)) [pikX), p2s(y) par splitting non clos, avec
(k1) P14(X) [PiX), P4(X) Py = X CITP{X), P4(x) ]
(k2) P23(X) [PalX), P3(x) P23 = Xl [ ITP,{x), P3(x) ]

() Q(f(x,y)) LEAX),Pa(y), P1(f(x,y)) par(9).(a)
(M) Q(F(x,y)) LREIX), Pa(y), p14(X), p2s(y) par(l), (ko)

(no) Q(fF(x,y)) LpikX), p2sa(y) par splitting non clos (6), avec
(ny) P231(X) [P4X), p23(X) P231 = X1 [ ITP2X), P3(X), P4(X) ]
P1a(X) LPX), p1a(X) [tautologie]

Remarque 6 On peut @finir une egle de splitting gréralise comme SUItA partir de n’importe
quelle disjonctiorC [CHde deux clauses non vides, telles que les variables peesagntreC et
Ctsoient parmi, .. ., Xn, on fabrique les deux claus€sl =§(x, ..., Xn) et+q(Xy, ..., Xn) 1
CU ou g est un symbole de dicat frais. On laisse le soin dé&delopper les étails au lecteur.
On remarquera aussi que le cas= 0 est le splitting sans splitting, et le cas= 1 est ce que
nous avons @seng ici commeetant le splitting non clos. Nous n’aurons jamais besoin dsi ¢
n = 2 dans la suite.

6 Automates d’arbres, contraintes ensemblistes

Nous avons vu en section 2.4 que tout enser8lile clauses de Horréfinissait des langages
Lp (S). Ceci n'est pas sans rappeler I&dhie des automates, et pour cause. Naebppons
ici ce theme extensivement.
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6.1 Automates d'arbres

Consicerons par exemple I'automate de mots fiaidroite.
On suppose quedtat initial estinit, et que leetats finaux &
sont entougs (le seuétat final est donginit). Cet automate
reconnit tous les mots de la form@bH','c’esta-dire tous
les mots sur I'alphabefa, b} commencant paa et le mot

vide. _ . i
On peut exactemengédrire I'ensemble des mots reconraushaquedtatq, sous forme de clauses

de Horn, @i q(t) signifie quet est reconnu en :

Ginit(Dd qu(a(X)) Cgih(X)
q:(b(X)) Ca@X)  Ginit(X) LG (X)

Tout motu est ici coe sous la forme du terme clog)] ou Cést une constante : eigeral, siu

est le mot vide, alora(t) = t, et siu est de la formea, ou a est une lettre, along(t) = a(v(t)).
On peut en gréeral cefinir des automates afbres qui sont

des automates finis permettant de recdineaes ensembleso i Yist-even

nit

de termes clos. L'automate d’arbres de droite, par exempl

reconna (enqs—even) I'€nsemble de toutes les listes d’en-

tiers pairs. Pouétre pécis, I'ensemble de toutes les listes

cons(ty, cons(t,, ..., cons(t,,nil)...)), ou chaqud; est s () s ()
de la formeS"i (0), n; pair. Noter que la transitiod (en haut

a gauche) part deétat, alors que la transitiarons(_, .) (au %\\dd. /

milieu) part de dewetatSJeyen €t Qiisi—cven-
Pour cefinir precigment la 8mantique des automates d’arbres, le plus simple est declael

en clauses de Horn. Comme plus haut, chaque transition doleea exactement une clause :

Geven(0) Geven(S(X))  [LGedhi(X) Goad(S(X)) [Geudn(X)
qlist—cvon(cons(x1 Y )) Imln(><)) qlist—ovcn(Y ) qlist—cvcn(ni I)

Noter que I'on n’a pas besoin deefihir desétats initiaux dans un automate d’arbré par
exemple est reconnu @n..,, en utilisant la transition...,(0), d’arite 0.
En gereral, on appellerautomate d’arbresout ensemblé& de clauses de Horn de la forme

P(F(Xy, ..., Xn)) LBh(Xy),...,Pn(Xn) (7)

ou les variables{y, ..., X, sont deuxa deux distinctes. Lorsque= 0, on retrouve les clauses
initiales telles qu@c...(0).

Un langage de termes est dé@gulier si et seulement s’il est de la formes (S), pour un
prédicatP et un automate d'arbres.

Test d’appartenance. On peut tester si un terme clo®st dand_p (S) en testant sb plus la
clause [C_ITP(I) est insatisfiable, par le lemme 3. Sdif’drdre sous-termgc’esta-dire le plus
petit ordre strict tel qué(ty,...,t,) CIipourtouti, 1 < i < n, et toutf. Utilisons I'ordre 1
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sur les atomeséfini parP (t) B Xt) si et seulement g [T 1l est facile de voir que, sur
toute branche du tableau obtenu pasalution ordonee (avecl;) kt splitting, on ne grérera
gue des clauses de la fornie ITTQ(L), ou Q est un symbole de pdicat et un sous-terme de
Chaque branche est donc de longueur polynomiale en la deilet S, et le probéme est donc
dans coNP. En&alite, le probéme est rame dans P : on peut extraire de tougeivation de 1
par hyperesolutionpositivecette fois une @rivation par hypegésolution positive ne&fivant que
des clauses unitaires de la forf€u), ou u est un sous-terme de de plus, su est de la forme
f(uy,...,un), alorsP (u) est cerivé par une instance d’une clause (7) de la forme

P(f(y,....un)) LPh(u),...,Pn(un)

Il N’y a qu’un nombre polynomial de telles instances, loesquparcourt les sous-termes tle
De plus, ces instances sont closes, donc I'ensemble destasdes est en fait un ensemble de
clauses de Horn propositionnelles. Ceci reste vrai lomguajoute la clausd 1T P {t). Or
I'hyperrésolution positive sur des clauses de Horn propositioesédirmine en temps polyno-
mial. (On peut idme la faire terminer en tempsé&aire, en utilisant des structures d’indexation
adapées.) Donc I'appartenance d’'un terme cdsp (S) est cecidable en temps polynomial.

Test du vide. On peut aussi tester &ip (S) est vide par @solution ordon@e et splitting, en
utilisant le lemme 4. On neéayere que des clauses de la fori@€X), donc le prol®me est
aussi dans coNP. Cependant, le peobé de la vacui est lui aussi, en fait, dans P. En effet,
Lp (S) est non vide si et seulement si 'ensemble des clauses astampartir deS en oubliant
les arguments des symboles degdicats (c’est-dire en passant dg(t) a Q) plus la clause
[ITP #&st insatisfiable. On obtient ainsi encore un ensemble deetgpropositionnelles. Leur
insatisfiabilie est donc écidable par hypegsolution positive en temps Baire.

6.2 Cloture par les operations bookennes

Il est possible de montrer que toute union finie, toute ieteion finie, tout com@ment de
langages reconnus par des automates d’arbres est enconeaessable par automates d’arbres.

Union. Le cas de l'union est trivial : $? est unétat nouveau, et si I'on ajoute les deux clauses
P(X) CQIAX)etP(X) [CQJXX),alors le langage reconnu Enest I'union de ceux reconnus
enQ; et Q.. (Pour ceci, on suppose que les deux automates dont on sochkuler I'union
ontéteé fusionreés en un seul, en prenant I'union de leurs ensembles de s|a#s renommage
eventuel des symboles deglicats de I'un des deux.)

Intersection. Le cas de l'intersection fait appalla construction produitPour calculer I'in-
tersection de deux automates d’arbres — ensembles de €lau$s et Sy, on consi@re les
symboles de @dicatsP ! n P2, pour chaque symbole! apparaissant darg etP? dansS,;
on construit 'automate dont les clauses sont

(P'nPHEXy,..., Xn)) EBF n P)(X1), ..., (Pq n P)(Xn)
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pour toute paire de clauses

Pl(f(xl,...,xn)) I:El—-(xl)i!Pr}(xn)
P2(F(Xy,..., Xn)) [CPAX)),...,P2(Xn)

dansS; etS, respectivement, avec leémef. (LesX; sont les némes, ce qu’on peut toujours
supposer, moduler renommage.)

Au lieu dutiliser la construction produit, on pourrait afer la simple claus® (X) [1
Q1(X), Q2(X) pour reconntdre enP (P nouveau pedicat) I'intersection des langages recon-
nus enQ; et Q.. Mais cette nouvelle clause n’est pas une clause de la fofjn&¢us verrons
en section 6.3 que l'utilisation désolution ordon@e avec 8lection et splitting non clos permet
en fait déliminer ces clauses, et de retrouver un automate d’arBette derrgére construction
est une optimisation de la construction produit, au sén®uos les produit® ! n P2 ne sont pas
engendes.

Le calcul de I'intersection binaire est faisable en tempgnpmmial, en fait quadratique. Le
calcul de lintersection d& automates den clauses produit un automate d’au pha$ clauses.
On peut montrer que ceci est optimal, au sein$aovacuié de I'intersection d’une famille finie
d’automates d’arbres est un prébie DEXPTIME-complet [Sei94]. (Le pralrhe analogue sur
les automates de mots est PSPACE-complet [Koz77].)

Complémentaire. La construction du compmentaire dé_r (S) est plus complexe. En parti-
culier, il ne suffit pas de éer de nouveaux symboles dégicatsP dénotant le com@mentaire
deP, et d’exploiter le fait que I'on doit avoiP (X) si et seulement si nd®(X). La raison en est
queP (t) doit &tre vrai si et seulement Bi(t) est fauxdans le plus petit made de Herbrandie
'automate d’arbre§. Or passea la regation nous fait passer du plus petit au plus grandateod
de Herbrand, ce qui népond pas la question. Par exemple, cor&idns I'ensemble de clauses
S vide, Lp (S) est donc vide, et I'on s’attenél ce queP reconnaisse tous les termes clos, mais
définir P comme la gation deP signifie ajouter les clauses

—P(X) (=P (X) +P(X) =P (X)

Au passage, celle de droite n’est pas une clause de Horm'gtalpas de plus petit mate. On
laisse le lecteurérifier que ces deux clauses plISITP(X), ou bien plusC_ITP (X), forment
des ensembles satisfiables (mais pougédihts modles). En particulier, ajoutei ITP(X) ne
produit pas d’'insatisfiabil@ (alors que le compmentaire d® est non vide... dans le plus petit
modele de I'ensemble vide de clauses).

A la place, pour chaque symbole dégicatP , pour chaque symbole de foncti®n énune-
rons les clauses d&dont la &te (I'atomea gauche del ) edt de la formd (F(X4,..., X)) :

P(f(Xq,..., X)) [CPAL(X),...,Pin(Xh) (1l=si=<k)
Un terme closf(ty, ..., t,) tel quet; Ik, (S), ..., tn Lk, (S) estdand p (S), clairement.

Mais comme I'on consiére le plus petit mogle de Herbrand d8, la réciproque est vraie : si
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f(t,,..., ty) estreconnu eR, alors il existei, 1 < i < k, tel quet; est reconnu eRjy, ..., t,
est reconnu eRj,. Autrement dit, la formule suivante est vraie dans le plug pedele desS :

| S
P(f(Xy,..., Xp) = Pi1 (X1) L1 [P (Xn)

i=1
Passant aux com@inentaires, e@utilisant la notatiof® introduite plus haut,

_ 1 _
P(F(Xi,...,Xn)) =  Pu(X;) C. CBka(Xn)

i=1

Ceci peut seéécrire en ne conservant que la directidndel I'équivalence ci-dessus (I'autre
venant, de rame, du fait que nous consins toujours le plus petit metk), et en introduisant
de nouveaux fdicatsQ; servani abgéger les disjonctions de droite dédjuivalence ci-dessus :

P(X) [C@Q(X),...,Q(X)
Qi(f(Xy, ..., Xpn)) [CP(X;)) (L<i<skl<j<n)

Aucune de ces deux formes de clauses ne correspdfl Dans le cas de la deexne forme,
ceci est aisment gparable, quoique de facon pelagante, en lesecrivant

Qi(F(Xi, ..., Xn)) [P (X;), LX), ..., [(XG—), (G 41), ..., LX)

ou [Cedtun pedicat reconnaissant tous les termes : ajouter toutesleses (gdY, ..., Ym)) 1
[(Y]),..., [(Y},)). Dans le cas de la pregree forme, on a des clauses intersection, que I'on peut
eliminer par des constructions produits, comme plus haut.

Ceci prend un temps exponentiel en la taille des clausesaunefacon classique de calculer
les unions, intersections, et corapients, est deéderminiser les automates d’arbres. Nous ne le
traiterons pas ici, voir [GS97]. Dans tous les cas, la corifleexponentielle est @vitable : le
probleme de l'universalé d’'unétatP de 'automates, c’est-a-dire le probkme de la vacui du
compkmentaire dd_p (S), est DEXPTIME-complet (PSPACE-complet pour les automdtes
mots).

Un point inEressant est que la construction du canpntaire®P au moyen de passages
d’'implications a deséquivalences, qui sont valides dans le plus petit @®dle Herbrand, se
géréralisea n’importe quel format de clauses de Horn. Poéfirdr P, énunérer toutes les
clauses dont le&éte commence par legdlicatP :

P (ti) I:Ell(til)l Ceey Pin(tin) (1 =i k)
Alors, dans le plus petit made, on a:
| S|
P(X) < OG0 X =t [B)i(ti) L) [PIn(tin)

i=1
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ou X; kst la liste des variables libres deilame clause ci-dessus, Xtest une variable fiahe.
(Ceséquivalences forment ce qu’on appellet@mpktion de Clarkde S.) Donc

_ 1 _ _
P(X) = OGO (X =t CP3J(ti) Tl [P (tin))

i=1

Mais cetteéquivalence ne 8&trit pas Bcessairement sous forme d’'un ensemble fini de clauses
en geréral, ce qui interdit de@réraliser la construction du congghentaire aux clauses de Horn
gérerales. Malgé cela, on peudéfinir la négationP deP commeétant le pedicat satisfaisant

I’ équivalence ci-dessus. Cettégation n’est pas laagation classique; c'est laégation par
I'échecdu langage Prolog (au moins dans le cas deefaantique dite stratéie, mais nous ne
rentrerons pas dans ceatdils).

6.3 Automates bidirectionnels, alternants, et autres

On peut considrer des automates enrichis, utilisant d’autres formesaieses, et pas seule-
ment les clauses (7).

[fransitions. Un premier ajout, Bnin, est celui de&fransitions:
P(X) [CCPI{X) (8)

qui exprimer que tout terme reconnu RARlest aussi reconnu éh. Nous avons @ja utilise une
telle forme de clause dans notre premier exemple d’autoamasection 6.1, sans le dire.

Un ensemble de clauses de forme (7) ou (8) sera appalutomate d’arbre avetiransitions
Tous les esultats de écidabilie et de complexi des test d’appartenance et du vide, et des cal-
culs d’'unions, d'intersections, et de coraplentaires, tiennent toujours erepence d=fransi-
tions ; les modificationa apporter aux arguments des sectiogguentes sont mineures.

Alternance. Un ajout plus inéressant, et que nous avorggadfait en section 6.2 dans les calculs
d’intersections et de comfnentaires, est de conéiér deslauses intersection

P(X) L[B(X),...,Pn(X) (9)

oun = 1. (Oninclura donc le cas dédransitions dans les clauses intersection.)

Une collection de clauses de la forme (7) ou (9) est @pal automate d’arbralternant
La raison intuitive est que, pour recofitma un terme clog enP, on doit d’abord trouver (par
un choix existentiel) une clause qui permet dariver P (t), et si cette clause est une clause
intersection (9), on doit &rifier quet est reconnu en towdtatP;, 1 < i < n (c’est un choix
universel). On reconfiedonct en alternant des choix existentiels et universels.

En realite, le probéme de l'appartenance d’'un terme clboa Lp (S) est dans P. Il suffit,
comme dans le cas non alternang&mlineérer les instances closes de clauseS dabriqueesa
I'aide de sous-termes deet de tester l'insatisfiabift par hype@solution positive.
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Par contre, le prokime de la vacuit est DEXPTIME-complet. Il est DEXPTIME-difficile,
parce qu’il contient le proBime de lintersection d’automates d’arbres, qui est DEXHHA
complet, comme on I'a vu en section 6.2. Il est dans DEXPTIRKEQui est une cogsjuence
du theoreme suivant et du fait que la vaaait’automates d’arbres est dans P. (On peut aussi
donner une @monstration directe en utilisant laéme stra&gie de esolution que celle de la
demonstration de ce &oeme.)

Théeoreme 15 Pour tout automate d’arbres alternat, on peut calculer en temps exponentiel
un automate d’arbreseg(S) équivalent, au sensugpour tout symbole de pdicatP apparais-
sant dansS, Lp(S) = Lp(reg(S)).

(En premere approche, on pourra lire l@mhonstratiora I'aide de I'exemple dorgna sa suite.)

Démonstration. SaturonsS par esolution ordon@e avec 8lection, splitting non clos, et
elimination de clauses subsées lireairement. (Lelimination de clauses subsées ne nous
servira qua éliminer des clauses qui sont identiques modulo renommageplan de la preuve
est le suivant : on montre que ceéittape de saturation ne produit que des clauses d’'un certain
format, puis qu’il n'y a qu’un nombre exponentiel de claudesce format, donc la stégie de
résolution termine sur un ensemble sasir, ensuite, on montre que toutédliction de la clause
vide a partir deS-et de C_ITP(I), permettant de testersilCLh (SY = Lp (S), n’utilise comme
clauses d& gue celles qui sont des clauses d’automates d’arbres (7).

L'ordre choisi estl_(ktendua un ordre admissible quelconque), la fonction election est
telle quesel (C) est I'ensemble de tous les étaux maximaux poui_de C qui sont régatifs.
Finalement, nous appliquons kegle de splitting non clos (6)ed que possible, sous la condition
suppEmentaire qu€ “soit une clauseéyative d’au moins deux létaux. SoiP 'ensemble des
symboles de @dicats apparaissant dahis

On peut supposer sans perte @eagalite que toute clause intersection (9) est telle fue
n < 2;sinon, on peutéécrireP (X) [P {X),...,P,(X) sousforme da—1 clause® (X) [1
P, (X),PH{X) etP{X) [PAX),PAX)et...etP,(X) [Pl (X),Pn(X).

SoitQ;o I'ensemble des symboles de la forind [ITP{X),...,Py(X)LouPy,...,P, [
P. Les clauses obtenues dans towgeation partant d& sont de la forme :

1. P(F(Xq, ..., Xp)) CQM(Xy),...,Qn(X%y), ou Xy,..., X, sont dewxa deux distinctes,
P,Qi1,...,Qn LQho,

2. OUP (F(Xq,..., X)) QX)) ..., Qn(Xn), P1(F(Xy, ..., X)), ou Xy,..., X, sont
deuxa deux distinctean = 1, P, P1,Qq, ..., Qn Q.

3. ouQ(X) CQAX),...,Qn(X),0ul=sn=2etQ,Qy,...,Qn Q.

En effet, c’est clairement le cas initialement. Ensuitet@marque que I'unique lgral maximal
dans les clauses de type 1 est@étet en particulier, aucun l@tal n’est glectionre dans les
clauses de type 1. Si l'orésout une clause de type 1

Pi(F(Xy, ..., Xn)) CQXX)),...,Qn(Xn)

sur saéteP,(f(X,...,Xn)) avec une clause de type 2
P (f(xl’ e 1xn)) I:Qﬂxl)! e QE(xn)y Pl(f(xh v 1xn))
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on obtient :

P(F(Xi, ..., Xn))  CQi(X1),..., Qn(Xn),
QI(X1), ..., QR (Xn)

Par splitting non clos (6, on obtient les clauses :

P(F(Xy,....Xq)) QX)) ..., Qn(Xn)
QX)) [Ci(X),Q(X)

Qn{X)  [Qn(X),Qn(X)

ou QT ...,Q¥sont des symboles dedaticats dan€),,, et la premére clause est de type 1. Si
I'on résout une clause de type 1 avec une clause de type 3r{ditgraux regatifs,1 < n < 2),
on obtient soit une clause de type Insi= 1 soit une clause de type 2 8i= 2. Comme les
clauses de type 2 ou 3 contiennent au moins ueréitt€lectionre, on ne peut pagsoudre sur
leur #te.

On remarque ensuite qu’il N’y a qu’un nombre exponentiel ldeises de type 1, 2, ou 3.
Soitp le nombre de symboles deéaticats dan®, T le nombre de symboles de fonctions dans
la signature>, a l'arité maximale des symboles de fonctionsXlell y a en effet au plugP
symboles dan®;,, donc au pluF2°P@+h clauses de type & renommage gs, au plug2r@+2)
clauses de type 2, et au pl2® + 2% clauses de type 3. On peut donc produingartir deS un
ensemble de claus&s'satué en temps exponentiel.

Posons maintenantg(S) I'ensemble des clauses @&’qui sont de type 1. Clairement,
reg(S) est un automate d’arbres. Il ne reste @montrer que pour tol® [R, Lp(S) =
Lp (reg(S)).

Consicerons n'importe quel ensemitg de clauses de la forme

(III I:mtl)w'ﬂpm(tm)

tel quePy,...,Pn, A [Q,, etty,...,t, sont des termes clos. Congidns uneétape de la
straggie de ésolution choisieS"[S] -~ S™ non triviale au senstosS™8 S"LS). Cetteétape ne

peut patre unettape de@solution entre clauses 8¢ carStest satue. Ce ne peut pare une

etape deé&solution entre clauses 8g, carS; ne contient que des clausesgatives. Finalement,
consicerons unectape de@solution ordonaée avec slection entre une claugé) et une clause
C deS"Y C est recessairement de type 1, car c’est le seul type de clauseicun literal n’est

selectionré. Le €solvant obtenu est de la forriE e nouveau.

On en conclut que dans toutérivationS"CS} = S » SY - ... - S - ..., ou
I'on peut supposer sans perte dengralitt que chaquétapeS;’ — Si2; est non triviale, les
seules clauses &Hqui sont utiliges sont de type 1, donc damg(S). Pour tout terme clof si
t [ (S), alorsS LT _ITP ()} a une @rivation de la clause vide comme ci-dessus, donc aussi

reg(S) CIITP @)}, donct Ik (reg(S)). La réciproquet [Ih (reg(S)) I ITH(S) est
evidente. 1

35



lllustrons la proédure sur I'exemple des claug@d—(i) de la section 5.4 :

() Po(f(x,y)) LBAX),Pa(y) (b) Ps(f(x,y)) LBX),Pa(y) (¢) Pu(f(X,y)) LEudX),Ps(y)
(d) Pi(a) (e) P»(a) (F) Pu(a)
(9) Q(¥) LBelx),Pi(x)  (h) Pi(x) [LR:lX),Pu(x) (1) P3(x) [PudX)

On pourra erifier que I'ensemble des clausesidites par la stragie de ésolution utili€e dans
la preuve fournit les claus€$)—(n,) déja cecrites en section 5.4, plus d’autres :

4)

Pi(f(x,y)) LEAX),Pa(y), Ps(f(x,y))

par(h), (b)

(K) Pi(f(x,y)) CEAX), Pa(y), Pa(x), Ps(y) par(d).(c)

(ko)
(k1)
(k2)

M
(m)
(no)
(ny)

(0)
(P)
(@
(r)
(s)
(©
(u)
v)
(w)
(x)
v)
@)
(aa)
(ab)

(ac)
(ad)
(a€)

Pi(F(x,y)) LX), p2s(y)
P14(X) [LEX), P4(X)

P23 (X) [Palx), P3(x)
Q(f(x,y)) LE:dx), Pi(y), P:(f(x,y))
Q(f(x,y)) LPX),Pi(y), p14(X), p23(y)
Q(F(x,y)) LX), p23a(y)
P23a(X) [P4X), p23(X)

P14(X) LE4X), p1a(X)

Q(a) [Pola)

Pi(a) [Bs{a)

Ps(a)

Pa3(F(X,y)) [CBalf(X,Y)), P1(X), P2(y)
Pra(F(x,y)) LEAF(X,Y)), P4(X), Ps(y)
P23a(F(X,Y)) [PLAX), P3(y), p2s(F(X,Y))
p1s(a) [P4la)
p23(a) [ Psla)

P234(@) [Pak(a)
p14(2)

Q(f(x,y)) LEBulf(X,Y)), p14(X), p23(y)
P1a(F(X,y)) LX), p2s(y), Pa(F(X,y))
Pi(a) [Euda)
p23(a) [ Pala)

P.(a)

P23()

P23s(@) [ Pya)

P234(2)
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par splitting non clos, avec
Py = X1 CITPX), P4 (x) ]
P23 = [XI [ IIP5{x), P3(x) ]

par(9), (a)

par (1), (ko)

par splitting non clos (6), avec
P34 = [XI [ITP5{X), P3(X), P4(X) []

[tautologie]

par(g), (d)

par (h), (F)

par(i), (F)

par (ks), (b)

par (ki), (c)

par(n,), (c)

par (ki), (d)

par(ks), (e)

par(ny), ()

par(u), (f)

par (ko), (9)

par(ko), (ki)

par(q), (h)

par (), (k2)

par(q), (p) [subsuné par(d)]

par(q), (v)

par(ac), (n:)

par(ac), (w) [subsumegad)]



L'automate d’arbres €duit par la proedure du teoeme 15 est donc le sous-ensemble des
clauses d’automates d’arbres, soit :

(@) Po(f(x,y)) [RX),Pu(y)
(b) Ps(f(x,y)) LEdX),Pa(y)
(©) Pu(f(x,y)) LP.AX),Ps(y)

(d) P1(a)
(e) P»(a)
(f) P.(a)

(ko) Pi(F(X,y)) LCpadX), p2s(y)
(No) Q(F(X,y)) LX), P2sa(y)

(@) Ps(a)
(X) P14(a)
(ac) P23(2)
(ae) P234()

Automates bidirectionnels. On peut enrichir les automates d’arbres avec des clauses de |
forme

P(X) L Q(F(Xy, ..., Xn) (10)

oul < i < netlesvariables<y, ..., X, sont distinctes deua deux. Alors que les clauses (7)
reconnaissent un ternfgt,, ..., t,) a unétatP en le de.composant, et en essayant ensuite de re-
connatret, enPy, .. .,t, enP, (enlisant la clause (7) de gauchdroite), les clauses (10) tentent
de reconndre un termet enP en devinant un terme plus gré$t,, ..., ti—,t, ti 1, ..., t,) re-
connu emnQ.

Un ensemble de clauses (7), (8) ou (10) est appalautomate d’arbrdsdirectionnel Un
ensemble de clauses (7), (9) ou (10) est apalautomate d’arbrdsdirectionnel alternant

En verification de protocoles cryptographiques, on a naturedlg besoin de clauses qui sont
des extensions naturelles du format (10) :

P(COX) L[CQF(Xq, ..., X0)), Qi(Xiy), .-, Qu(Xiy) (11)

ouk =0,1<1iy...,ik < n et les variablesXy, ..., X, sont distinctes deua deux. Par
exemple, en supposant qu’un intrus de Dolev-Yaeuwssia recugerer un ensemble de messages
défini par un pedicatE — autrement dit, le messagest Ecueré si et seulement & (t) dans

le plus petit modle de Herbrand d’'un ensemble de clauses doenn alors le pedicatl défini

par les clauses additionnelles :

I(X) [CH(X)
1(c(X,Y)) LX), I(Y)
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I(X)  LHe(X, Y)), 1(Y)
I(p(X,Y)) LX), 1(Y)

I(X) [ 1Ip(X,Y))

1Y) [Ip(X,Y))

est tel qud (t) est vrai dans le plus petit mébtk de Herbrand si et seulement sist ceductible
par I'intrus de Dolev-Yao, en lisar(u, v) “u chiffré en utilisant la & synetriquev” et p(u, v)
“paire u, v". La premiere clause exprime que tout messageugeré est @ductible, et est une
[fransition. La deuxime clause exprime que l'intrus pewdiiire tout message qui est le chif-
frement de deux messagexadeduits, et est une transition d’automate d’arbres (7). digigme
clause exprime que l'intrus peuédhiffrer tout message chiéfic(u, v) qu'’il sait deduirea condi-
tion de pouvoir éduire aussi la €élv ; il s’agit d’'une clause de la forme (11). Les trois demneis
clauses, qui expriment que l'intrus pewdiiire la paire(u, v) si et seulement s'il peutatiuire
a la foisu etv, sont une clause (7) et deux clauses (10).

Un ensemble de clauses (7), (8) ou (11) est apprlautomate d’arbréddirectionneletendu
Un ensemble de clauses (7), (9) ou (11) est appelautomate d’arbrdsdirectionnel alternant
étendu

Contraintes d’égalites entre freres. La restriction exprimant que les variabl¥s, ..., X,
sont distinctes dans les clauses d’automates (7) et lesedaliautomates bidirectionnels (10) ou
etendus (11) peutre relaxe. Considrons par exemple la clause d’automate (re¢gsuivante :

P(F(X,X,Y)) L Qi(X),Q2(X),Qs(Y)

Elle exprime quef (t;, ts, t3) est reconnu eR des quet; est reconnu e, t; enQ,, t3 enQ;3,
etquet; = t, (c'esta-dire quet; ett, sont identiques en tant que termes clos).

La contrainte degali€ entret; ett, porte sur defréres: t, ett; sont des arguments dueme
symbole de fonctiorf dansf(t;, t,, t3). Les ensembles de clausexidis par des clauses de la
forme :

P(F(X1, ..., Xn)) LBL(Xy),...,Pn(Xn)

sans aucune contrainte sur les variabtgs. . ., X,,, sont appdéds desautomates d’arbres avec
contraintes dégalite entre feres

Il esta noter que les langages reconnus par automates d’arboescenteaintes dgalig entre
freres sont plus riches que ceux reconnus par automatesesaRar exemple, le langagede
tous les terme$ (t, t), t parcourant les termes clos, est reconnaissable en utitiesiegalies
entre feres, mais il n’existe aucun automate d’arl8eel quelLp (S) = L, pour aucun pdicat
P.

Comme en section 6.1, on peut montrer que tester si un teoaest reconna I'étatP d’'un
automate d’arbre avec contraintegégali€ entre féres est faisable en temps polynomial. L'union
et l'intersection d’automates d’arbres avec contraintégali€ entre feres est calculable en
temps polynomial sous forme d’automate d’arbres avec aiomés deégalie entre feres, mais le
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compEmentaire n’est pas e@eral repésentable sous forme d’automate d’arbre avec contrainte
d’égalie entre feres. Pour regdiera ce probéme, Bogaert et Tison [BT92] ont proy@od’utili-
ser des contraintes @&jali€ et de differencet; 8 t, entre feres. Ces derniers automates sortent
du cadre de ces notes, cependant.

On peut aussetendre les contraintesétjalie ou de diferencea des sous-termes plus pro-
fonds, mais tester la vacaides automates ainsi obtenus eséaidable, me pour des tests
d’égalié dits entre cousins et pas de tests dediffice. Pour plus d’information, voir [CD®7].

6.4 Decider la vacuite d’automates d’arbres generalisés

Géreralisons grereusement le format de clauses que I'on peut rencontrerddsautomates
d’arbres bidirectionnels alternaré¢endus, avec contraintesedali€ entre feres. Notamment,
ignorons le fait que toutes les clauses ren@egrsont de Horn.

Un [=bloc est une clause de la forme :

+,P1(X) L) EHPr(X)

oun = 0, et tous les grdicatsP; sont appligésa la meme variableX ; on notera souveri (X)
un [=bloc dont |la seule variable libre (si elle existe) ¥stNoter que la clause vide est lHbloc,
gue toutel-fransition est uni-bloc, que toute clause intersection (9) estioc.
Appelonsterme plattout terme de la form&(X, ..., Xy,), ou f est un symbole de fonction
n-aire etXy, ..., Xy, sont des variables, noreoessairement distinctes.
Unetransitionest une clause de la forme :

™ 1
+;Pi(t;) [BL(X,) 1. [BL(X,)

i=1

oum = 1, lesBj(x;) sont desl=blocs, et les; sont des termes plats dont les variables libres
contiennentXy, ..., X;,.

On appellera clausautomatiqueout clause qui est soit uabloc soit une transition. On no-
tera que toutes les clauses d’automates d’arbres bidineetls alternantstendus, avec contraintes
d’égalig entre feres, sont des clauses automatiques, qui sont de plus dee<lé@finies. Les

requetes LI P(IX) (voir lemme 4) et les redites conjonctived _IIP[X), ..., Py(X) (voir

lemme 5) sont aussi des clauses automatiques.

Theoreme 16 La satisfiabilie d’'ensembleS de clauses automatiques eétitlable en D2EXPTIME,
et dans NEXPTIME si l'ar& des symboles de fonction est Egrmpar une constante.

Démonstration.Par esolution ordonée (voir section 3.1) avec I'ordre,, 3ubsomption ligaire,

et splitting. Rappelons que I'ordre,_ast ctfini parP (t) [ AYtY si et seulement ¢i [T5Ic’est-
a-dire si et seulement $i'est un sous-terme strict de Le plan de la preuve est : d’abord,
montrer que laé&solution ordon@e avec splitting ne fabrique que des clauses automatiques;
ensuite, montrer qu’il N’y a qu’un nombre fini, qu’on estiragde clauses automatiques.
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Appelonsprojectiontoute substitutior telle quea(X) est une variable, pour toute variable
X. Il est clair que, pour toute projectian pour toutl=zbloc C, Co est encore uii-bloc, et pour
toute transitiorC, Co est encore une transition. (On notera que cette dex@iffirmation épend
du fait que nous autorisons les variablegatees, c’esti-dire, dans le cas de Horn, les contraintes
d’égali€ entre feres.)

Tout facteur ordona d’un [=bloc est donc urizbloc. De plus, tout facteur ordoard’'une
transition est une transition. En effet, sGitt+A [FA une transition aveA et A unifiables et
maximaux pour_Nécessairemea = P (t) et A¥= P (t) pour deux termes platsett” Leur
mgu est donc une projection, donc le facteur ordofth [HAY0 est une transition.

Montrons maintenant que touksolvant binaire ordor@ande deux clauses automatiques est
une disjonction de clauses automatiques ne partageameaweuniable. En fait, on va montrer
gue tout ésolvant binaire ordoreinde deux clauses automatiques est soit une transition, soit
une disjonction d=blocs, que I'on peut toujoursegcrire comme une disjonction @blocs ne
partageant aucune variable ;

— Un resolvant binaire de deuxblocs est uri=bloc.

— SiC [HP(X) est unbloc etCY 3P (F(X,...,Xn)) est une transition, alors leur
résolvant binaire e€€[X = (X, ..., Xn)] CCH qui est une transitionéd queC est non
vide ouC"est une transition (c’est-dire contient au moins un atorseQ(t), ol t est un
terme plat, @cessairement de variables libdés, . . ., X,,). Sinon,C est vide etC est de
la formeB;(X;) 1 [BL(X,), et le €solvant binaire est donc la disjonction deslocs
B1(Xy), ..., etBh(Xp).

— Le cas syratriqueC =3P (X) un Ebloc, CY CHP (F(X4, ..., Xn)) une transition, est
similaire.

— Finalement, sC (F(Xq,..., Xn)) etCEC=P (F(Y4,...,Yn)) sont deux transitions,
on remarque d’abord que le mgu servartalculer le @solvant binaire est une projection.
On a maintenant deux cas. Siou C"est une transition, c’est-dire contient au moins
un atomexQ(t), avect plat, alorsC [O"est une transition, donc l&solvant binaire
(C [CHo est encore une transition. Sindd,et C"sont des disjonctions &blocs, donc
(C [CHo est encore une disjonction(@blocs.

On en dduit que tout @&solvant ordona de deux clauses automatiques est une disjonction de
clauses automatiques ne partageant aucune variable. Ba@solution ordonée, avec splitting
appliqe le plus &t possible, produit des tableaux dont les branches neerorint que des
clauses automatiques.

Comptons le nombre de clauses automatiques.Sleitnombre de symboles degalicats,

T le nombre de symboles de fonctions dans la signafyeel'arité maximale des symboles de
fonctions de=. D’abord, il y a au plug? = 4° [-blocs,a renommage gs. (Sil'on a deux=blocs
B(X) etB(Y) qui ne different que par renommage, chacun subsume I'augaili@ment, et I'on
peut donc supprimer n'importe lequel d’entre eux.) Pour gi@mnles transitionsa renommage
pres, on peut supposer que les variables libres des trarsg@r X, ..., X, (0 < n < a) dans
cet ordre. Il y an" listes den variables prises parmi ces degres (on posé® = 1), doncfn"
termes plats, don2pfn" littéraux=P (t), avect plat, donc au plug¥®f” = 4pfn" < gpfa®
possibilies pour la partie des transitions qui porte sur des termés;a a ensuite au plus
Eblocs B (X4), 4P EblocsB,(X,), etc. Donc on a au plugPta® 4pa = 4pfa®+pa trangitions. |l
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existe donc au plu4PT@ P2 + 4P clauses automatiques.

Cette borne est une double exponentielle en (un @ohende) la taille de 'ensemble de
clauses automatiques initial, et une simple exponentellarité maximalea est une constante.
La satisfiabilie revenand tester s'il existe une branche du tableau obtenugsadution ordonae
et splitting qui est satée et ne contient pas la clause vide est donc dans N2EXPT ivEans
NEXPTIME sia est une constante.

On obtient la borne D2EXPTIME au lieu de N2EXPTIME en remarfuque, comme le
splitting n’opere en fait que sur des disjonctions d’'un nombre au pld&:=blocs, et qu'il n'y
a qu’un nombre exponentiel dblocs @P), le probEme @réral se esout en temps doublement
exponentiel sur une machine qui ne fait qu’'un nombre expiielete choix non-éterministes (de
splittings) ; donc au total dans D2EXPTIME. Un autre argutvest d'utiliser le splitting sans
splitting, et de constater qu’il N’y a qu’'un nombre au plusidiement exponentiel de clauses
obtenues avec cettegle (exercice). 1

D2EXPTIME est une complexttres haute. C’est en grande partie un artefact du forraat tr
géréral des transitions, qui autorise notamment :
— arenommer les symboles de fonction etetdes termes :

P(F(Xy, ..., Xpn) CQMCXy, ..., Xn)

permet de changer umen unf au sommet d’'un terme reconnu €npour en faire un
reconnu erf ;
— aréordonner les sous-termes, par exemple :

P(f(X,Y)) LQ®E(Y, X))

permet de changer unenf tout enéchangeant leurs deux arguments ;

— et tout ceci tout en dupliqguant des sous-termes ou en tesilarsontégaux, entre autres.

La tres haute complexX@tdu probéme de la satisfiabiéit des ensembles de clauses automa-
tiques est aussi un artefact du fait que nous avémsrgli€ les automates de sodenclure des
clauses qui ne sont pas de Horn. D’autre part, il est reladre improbable que le praihe soit
complet pour D2EXPTIME, mais laéritable complexé de ce proldme est ouverte.

Un cas important est celutip dans les transitions, tous les termes platont de la forme
fi(Y,...,Ym), avec lamémeliste de variables en argumeyy, ..., Y. C'était notamment le
cas des automates d’arbres bidirectionnels alterr@eatsius, et Bme avec contraintesatjalie
entre feres. Appelons de telles transitions des transitiomniformes et appelons clausesito-
matiques uniformekes [-blocs et les transitions uniformes.

La résolution ordonee avec splitting appliqule plus &t possible, partant de clauses auto-
matiques uniformes, ne produit que des clauses automatiquiormes, et il y a cette fois-ci au
plus4Pf+Pa + 4P clauses automatiques uniformes, w'o

Proposition 17 La satisfiabilié d’ensembles de clauses automatiques uniformeseegtable
en NEXPTIME.

Il se trouve que le probBime est en fait NEXPTIME-complet, car les clauses automesigini-
formes incluent en particulier toutes les contraintes mrdistes, dont la satisfiabiétest &ja
NEXPTIME-compkte (voir section 6.7).
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Note : La satisfiabilie d’ensembles de clauses automatiquesme non uniformes, est en
réalitt decidable en NEXPTIME [SVO05].

6.5 Le cas des automatesaméralisés de Horn

Dans le cas de Horn, qui est aprtout notre premare motivation ici, on peut ramener la
complexi€é encore un peu plus bas,condition de travailler un peu plus dur. En fait, nous al-
lons montrer que le probme est dans DEXPTIME. (Les argumentégamés dans le reste de
cette section, en particulier, demandent petre matrises a avoir bien compris la preuve du
théoeme 16.)

On pourrait penser gu'il suffit d’effectuer de kasolution ordonge, et qu’aucun cas de split-
ting ne se pesentera, mais c’est faux. Par exemple, &mneihce suivante paésolution produit
une clause qui splitte :

Qi(X) LE(X,Y,Z)),Qx(Y), Qs(Z2)  P(F(X,Y,Z)) LEUAX),Pa(Y),Ps3(2)
Q1(X) LEAX),Py(Y), Qx(Y ), P3(Z), Q3(2)

(On a aussi vu un exemple en section 5.2.) On peut cependaaatqaer que les clauses obtenues
par splitting sont, d’une part, une clausefidie Q;(X) [PIX), et d’autre part deux clauses
qui sont des redgtes conjonctives] T PXY ), Qx(Y) et (I PkZ), Q3(Z). En d’'autres
termes, la conclusion de l'iefence ci-dessus peut se li®(X) [P (X) a condition que
P, n Q, etP; n Q3 soient non vides”.

Ceci motive l'idee suivante. Utilisons le splitting sans splitting (seto03), ce qui ali#gera
la clause ci-dessus en :

Qu(X) CRIX), q(Dulg{ 0
q(DICR:AY), QoY)
0{DICP:1Z), Qs(2)

On souhaite maintenant consrér la premgre clause ci-dessus comgtant la claus®,(X) 1
P,(X), mais gete tant quey(Dlet q'(Dn’ont paséte derivés, c’esta-dire tant qu'on n'a pas
montie queP, n Q; etP3 n Q3 étaient non vides.

Pour ceci, il suffit de &lectionnem (Dt q{ D dans cette clause, ce qui forcera la claaise
n’étre utilie qu'avec des clauses de la forg{@)] [__et g )J [__1Ensuite, arrangeons-
nous pour qu’au moins un létal soit €lectionré dans ces deux derniers types de clauses, d
gu’elles contiennent au moins un &tal regatif.

Preci€ment, reprenons le formalisme de la section 5.3, Boitn ensemble de symboles
de pédicats, etQ I'ensemble dedCI[, pour toute claus€ formée a partir de symboles de
prédicats dan®. Pour toute claus€ (utilisant possiblement des symboles@g définissons
sel (C) comme suit :

— SoitQ~(C) I'ensemble des liiraux de la forme-q(t) deC tels queg CQ;siQ~(C) &

[ posersel (C) = Q™ (C).

— Sinon, soitM ax(C) I'ensemble des liiraux maximaux d€ pour I'ordre [, alorssel (C)

est le sous-ensemble desdithux regatifs deMax(C).
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Rappelons qu@ (t) LR XtY si et seulement d4i [T51c’esta-dire si et seulement $iest un
sous-terme strict de

Utilisons la esolution ordon@e (pour ) avec fonction de&ectionsel , €limination de tau-
tologies et de clauses subsees lireairement, et la stragie suivante de splitting sans splitting.
Pour toute claus€ de Horn,écrivonsC sous la formeCp [Cl,, ou Cp est forneea partir de
symboles de @dicats dan® uniquement, eCq est forneea partir de symboles de gulicats
dansQ uniquement; soiC,, ..., Cx une decomposition en blocs dép. Il existe au plus une
sous-claus€; qui est @finie ; on peut donc supposer qQe, .. .,Cy sont des clause€gatives.
Notre strakgie de splitting sans splitting consiste alanemplaceC par

Cq [CY [, (I, [T ()]
+ [, [(IICC

+ [Cl [(ICCL

sik = 2. (On notera que toutes ces clauses sont de Horn ; toutesasaibfgment la prerare
sont en fait des clausegfihies.) D’autre part, on applique cetteadmposition au plu$t. Par
les iesultats de la section 5.3, c’est une €git compete.

Soit Q, le sous-ensemble d@ formé des[CI[,_bu C est unlzbloc negatif forme a partir
de symboles de pdicats dan®. On notera qu'’il y a au plugP élements dang),, ou p est le
cardinal deP. (Ceci garantit en particulier que la solution 1 au péobé mentiona dans la note
suivant le tieoreme 12 s’applique.)

Si S est un ensemble de clauses automatiques desmpartir de symboles deguicats dans
P uniquement, toute clause obtenue par la 8tiat ci-dessus est de Horn, et :

1. un[=bloc formea partir de symboles degulicats danP, possiblement en disjonction avec

un+q(0JJg LQo;

2. ou une transition forgea partir de symboles de édicats dan®, possiblement en dis-
jonction avec untq(D,lqg CQp;

3. ouune claus€ [=b; (D11 [=h,,(D.Jou C est unlzbloc forme a partir de symboles de
prédicats dan®, qi,...,0m [Qy etl < m < a, ou a est I'aritt maximale des symboles
de fonctions, possiblement en disjonction avectaiiD,lq Q.

Noter en effet que tougsolvant ordona avec &lection des clauses de type 1 ou 2 fournit des
clauses de type 1, 2, ou bien une disjonctioftiiibcs (possiblement en disjonction avec un
+q(D.lg [Qy), qui fournissent des clauses de type 3 par splitting sditrgp L'argument est
similairea celui de la preuve du @@®eme 16. Ensuite, la seule fagon @soudre une clause de
type 3 est deésoudre sur un des Btaux—gi( D11 < i < m, qui est €lectionré. On doit donc
résoudre avec une clauSecontenantq;( D.JMais +q;( D-h’est pas maximal dar@ si C est de
type 1 ou 2, sauf S€ est €duite au seul liiral+g; (D et siC est de type, I' étape deé&solution
est impossible car alossl (C) & [ Donc on ne peutasoudre une clause de type 3 qu’avec un
fait +q;(D;]lce qui fournit une clause de type 3 ou 1.

Iy aau plusAP(2P+1) clauses de type 14P possibilies dT=blocs,2P possibilies pourt+q( D1
si présent. (En fait, on en a au plR2°P +p + 1), en tenant compte du fait qu’il s’agit de clauses
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de Horn, mais nous ne serons pas aussi fins dans la suitegyitarrde rendre le comptage trop
compliqLe). Iy a au plugipfa’+pa (2p Iﬁflauses de type Z4PT+p2 If;%Zp + 1) @n_slle cas
uniforme). Il y a au plugi®(2? + 1). » Clauses de type 3. Or _, Cl, < 2P =
2P(2P2—1)/(2° —1).llyadonc au pIuSUO(Zp + 1)2P(2P2 — 1)/ (2P — 1) clauses de type 3, une
guantié simplement exponentielle. On eedlit :

Théeoreme 18 La satisfiabilie d’ensembles de clauses automatiques de Hornésstlable en
DEXPTIME si l'arité des symboles de fonction est lEgpar une constante.

La satisfiabilie d’ensembles de clauses automatiques uniformes de Hodéasiable en
DEXPTIME.

Le probEme est en fait DEXPTIME-complet, car la vaéuite I'intersection d’automates d’arbres
est ceja DEXPTIME-compéte (section 6.2).

6.6 Reduction des automates gnéralises de Horn aux automates d’arbres

LorsqueS est satisfiable, la striagie de la section 6.5 needve pas la clause vide, mais
I'on peut utiliser 'ensemble de clauses obtenu lorsqueroegssus termine pour obtenir des
informations sup@mentaires. Notamment, nous obtiendrons la description gioctle deS
sous forme d’'un automate d’arbres (possiblement avec aiotds dégali€é entre feres). La
technique est essentiellement [&@me que celle utilise dans le thoreme 15.

Proposition 19 Pour tout ensembl8 satisfiable de clauses automatiques de Horn, il existe un
ensembleorm;(S) de clauses de la forme

(@) P(F(Xq,..., Xp)) CBAX),...,Ba(Xn) ou (b) P(X)

ou By, ..., B, sont des blocséyatifs, et tel que_p (S) = Lp(norm;(S)) pour toutP [A.
De plus,norm;(S) est calculablex partir deS en temps doublement exponentiel, et simplement
exponentiel si I'arié des fonctions est baee par une constante.

Démonstration. Appliquons la stratgie de esolution ordonee avec 8lection, splitting sans
splitting etélimination de clauses redondantes de la section 6.5, afitem nouvel ensemble
de clauses sat&rS”en temps doublement exponentiel, simplement exponerntl&risé des
fonctions est boree. (Ce faisant, nous supposons sans perteedergitt queP contientP
et tous les symboles dedaaficats apparaissant dafig Pour simplifier la preuve, adaptons la
straggie de splitting sans splitting de soéeae splitter que des clauses non closes ;@ifiera
que ceci calcule le @me ensembl8Y avec les rBmesétapes de calcul. (On pourrait ne rien
changem’ cette stradgie, mais I'argument serait plus complégu

Consicerons n'importe quel ensemifie de clauses de la forme

(III I:[Ezltl),...,Pn(tn)

oun=1,Py,...,P, A, etty, ..., t, sont des termes clos. (Donc on ne splittera pas une telle
clause.) Consigrons unettape de la stragie ci-dessu§“[S] - S™ non triviale au sensip
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S™g SYLS]. Cetteétape ne peut padre uneétape deé&solution entre clauses &, carS"
est satug. Ce ne peut pasre unectape deésolution entre clauses &g, carS; ne contient que
des clauseséyatives. Finalement, consicbns unettape deé&solution ordon@e avec slection
entre une clausél) ket une claus€ de S" D’abord,C ne peut pas contenir de &tial +q(0]
g [Q,, carq(Dhe s'unifie pas avePB;(t;). Ensuitesel (C) = [tloncC ne peut pagtre de
type 1, sauf si elle est exactement la claBgex), donc de la forméb). C ne peutetre de type
2 que siC est une transition ne contenant pas dedét de la forme—P (f (X, ..., Xn)), qui
serait maximal donc&ectionre ; doncC est de la forméa). EnfinC ne peut pagtre de type 3,
car sinorsel (C) 8 0.

De plus, chaquétape de&solution ci-dessus fabrique soit la clause vide soit uaesd de
la forme (0),1de nouveau. On en conclut que dans towevdtion S S} = SP - S -

. - Si'— ..., ol l'on peut supposer sans perte dagralitt que chaquétapeS;” - S,
est non triviale, les seules clausesStéqui sont utili€es sont de forméa) ou (b). On pose
doncnorm;(S) = {C [I4C de forme(a) ou (b)}, il s’ensuit que pour tout terme clds si
t [IOp(S), alorsS X1 P{t)} a une @rivation de la clause vide comme ci-dessus, donc
aussinorm;(S) LT _ITP()}, donct [Tk (norm,(S)). La réciproquet [Tk (norm(S)) L1
t L}k (S) estévidente. 1

On peut maintenant remplacer toute clause de la fgbneoitP (X), par 'ensemble fini de
clauses

P(F(Xy,..., Xn)) CPOXy),...,P(Xn)

lorsquef parcourt la signatur. Ceci ne change le langage d’aucuggicat denorm;(S). On
peut ensuite transformer en temps polynomial toute cléajsen les clauses

P(f(Xl,...,Xn)) |:Ql(xl)1---aQn(Xn)
Qi(X) L[ Bi(X)

Qn(X) [ Bn(X)

en introduisant des symboles dégicatsQ, . . ., Q, frais.
En utilisant une dmonstration similaira celle du tkoeme 15, on en&buit :

Théoreme 20 Pour tout ensemblg satisfiable de clauses automatiques de Horn, il existe un au-
tomate d’arbres avec contraintesatjalite entre feresnorm(S) tel queLr (S) = Lp (norm(S))

pour toutP [Pl De plus,norm(S) est calculablea partir deS en temps doublement exponen-
tiel, et simplement exponentiel si I'agitles fonctions est bage par une constante.

Démonstration.On obtientnorm(S) a partir denorm;(S) enéliminant les clauses intersection
comme dans le #toeme 15. De fagcon remarquable, eémme sinorm(S) est de taille dou-
blemenent exponentielle (simplement exponentielle sit€ades fonctions est boee par une
constante) en celle d&2 en ¢gréral, les nombres de symboles dégiicatsp, I'arité maximalea
des symboles de fonctions, le nombre de symboles de fonttsamt les @mes dan§ et dans
norm;(S). Or le calcul denorm(S) est exponentiel ep, T, a, d’'ou le résultat. 1

Les némes arguments fournissent les deux augssltats :
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Théeoreme 21 Pour tout ensembl€ satisfiable de clauses automatiques uniformes de Horn, il
existe un automate d’arbres avec contraintesg#litt entre feresnorm(S) tel queLp(S) =

Lp (norm(S)) pour toutP [P De plus,norm(S) est calculable partir deS en temps expo-
nentiel.

Théoreme 22 (Reduction) Pour tout automate d’arbres bidirectionnel alternagtenduS, on
peut calculer en temps exponentiel un automate d’anboesn(S) tel queLp (S) = Lp (norm(S))
pour toutP [Pl

Démonstration. Il suffit de remarquer que I'on peut restreindre toutes lasigks contenant un
littéral de la formef (X1, ..., X,) de sorte queXy, ..., X, soient distinctes deux deux. (Ceci
ne serait pas vrai si I'on avaitutiliser la factorisation ; heureusement, nos clausetsdsHorn).
1

En particulier, tout langage reconauoutétat de n’importe quel automate d’arbres bidirec-
tionnel alternanétendu estéagulier.

Remarque 7 On peut aussi utilisenorm(S) pour extraire un moéle deS. En effet, tout auto-
mate d’arbresS, avec contraintes @&galitt entre feres a un mogéle de Tarski défini comme
suit. Le domaineD est I'ensemble des parties d&, ou P est 'ensemble des symboles de
prédicats deSy. Ensuite, pour tout symbole-aire l¢, on posel¢(vy,...,V,) 'ensemble des
prédicatsP tels qu’il existe une clause de la forme

P(F(X1,..., Xn)) EBLXY), ..., Pa(Xn)

ouP; [, ...,P, [v}. Ce moele est tel que [I3 si et seulement $ [v] On notera que
ce moele est fini, et de taille exponentielle en la taille de I'antte d’arbres avec contraintes
d’'égalite entre feresS, = norm(S), donc doublement exponentielle en la tailleSle

6.7 Contraintes ensemblistes

Les contraintes ensemblistes sont un formalisnemere vue tes different, mais qui ne
I'est pas tant. Elles oréte invenées par John Reynolds [Rey69], et ét# plus tard utili@es en
inféerence automatique de types pour programmes Prolog, @eimde de forme de doaes en
ML, et en \erification de protocoles cryptographiques.

Informellement, si I'on consigre lesequations suivantes,

Nat = S(Nat) 01 Even = S(S(Even)) QI ListEven = cons(Even, ListEven) [nil

intuitivement, on a sgcifie queN at devait repesenter 'ensemble des entiers naturétgifs en
unaire),Even I'ensemble des entiers paitsistEven 'ensemble des listes finies d’entiers pairs.
La notationS(Even) dénote I'ensemble de tous les successeurs d’entiers pairs.

Plus geréralement, on peut souhaitecrire des inclusions entre expressions. (C’est plus
géréral car on peut toujour&&crire unecgaliee; = e, en deux inclusions; [Celdete, [Cejl)
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Par exemple, sl est 'ensemble des messag&sidctibles par un intrus de Dolev-Yaopartir
d’'un ensemble de messadeson doit avoir :

E Cc(l,1) Cc(, 1) nl Ccd,1)

ou c est I'opérateur de chiffrement. Linclusioe [Ilexprime que tout message &eest
déductible par l'intrus, l'inclusiore(l, 1) [Ilexprime que tout message de la forof#1, N)
avecM [IJN [IJestdand (I'intrus sait chiffrer). Finalement] dénote I'ensemble de tous
les termes;; I'inclusior(1, 1) n 1 [c(, 1) exprime alors que tout message de la foofid, N)
avecN dansl, et qui est dan$, est dang(l, 1), c’esta-dire queM est dand . Autrement dit,
l'intrus sait cechiffrer.

Formalisons ceci. Lesxpressions ensemblistasnt cefinies par la grammaire :

ex=¢|0|1|ene]|e el le]f(es,...,en)

ou f est un symbole de fonction quelconque (d&n), et&, ), ..., sont devariables ensem-
blistes L'ensemble des variables ensemblistes est supipdisi denombrable. Dans les expres-
sions de la formd; ' (e) (lesprojectiong, on demandé < i < n.

La $£mantiquelel d d’'une expression ensembligt@lans un environnemept qui associé
chaque variable ensembliste un ensemble de termes clds sestante, a T est 'ensemble de
tous les termes clos :

&g = p(E) org = ] ma=T
(e} ne[A=T[elldn [ebld le] [edld=[elld CIdild p=T \[eld
Fe,,...,en)d= {f(t,... t)|t. CEALE,...,t, &}

Unecontrainte ensemblistest une inclusion de la formeg [Ce.l Un syséme de contraintes
ensembliste& est un ensemble fini de contraintes ensemblistes. Pfae; [edsi et seule-
ment sile] [d CTeh[Q, etp E K si et seulement g |= e; [edpour toute contrainte; [eJl
dansK. On dit alors que satisfaitK. K estsatisfiablesi et seulement s’il existe un environne-
ment qui satisfai.

On peut toujours ramener la satisfial@lile systmes de contraintes ensembliséesles
sysémes decontraintesélementairesqui sont les contraintes lists dans la premaie colonne
de la table ci-dessous. Il suffit en effet d’'introduire de velles variables ensemblistes pour
nommer chaque sous-expression, et de simplifier. Par egemplpeut remplacefr(g(§)) [l

parg(é) &Y (€Y [ ou bien on peut remplacér Cln { paré [nleté [ Cette

transformation prend un temps polynomial.
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On peut ensuite traduire

chaque contrainte ensen{;ontrainteélémentairq Clauses automatiques
bliste elementaires; [eden ¢ [0l —&(X)

une conjonctiorS de clauses 1L +&(X)

(montée en visa-vis), telle ¢ [nl —&(X) #n(X)

quep E e L[4, si et ¢ [pitd] —&(X) (X)) EH(X)
seulement sp | S. Noter §€nn LL] —&(X) [=h(X) [H(X)

ici que I'environnementp § LI :E(i) (i)

n'est rien dautre qu’'une (&It |:—=(f(x E(x) ) %x )
interpiétation de Herbrand, == AR n 1M

celle telle quds = p(€) pour € CTQE, ..., &n) E=E(F (X0 . Xn) CHEn (%)
tout symbolg de p@dicat ¢. =£(g(X1,.... Xm)) (pour toutg & F)
Cette traduction prend encore ¢z, ... &,) [£] " E (X)) CEE(F (X, .. Xn))

un temps polynomial. _ - _
Au total, on a eduit, en temps polynomial, le praishe de la satisfiabibtde contraintes ensem-

blistesa celui de la satisfiabikt de clauses automatiques, qui plus est uniformes. Cecoast d
décidable en NEXPTIME, par la proposition 17. En fait, le pewbe est NEXPTIME-complet.

L'exemple de contrainte ensembliste netidant la connaissance de l'intrus de Dolev-Yao,
gue nous avons vu plus haut, se traduit en :

1(X) CEMX) 1(c(X,Y)) LX), I(Y)
&(X) n(e(X,Y)) LEX), 1(Y) {(X) [RX), 1(X)
I(X) LZ@(X,Y)) oY) LZA(X,Y))  CILZE0Ks, ..., Xm)) (@ E¢)

ou I'on a d’abord traduit la contrainte ensemblist@, 1) n I [<c[l,1) en les contraintes
elémentaires

1Led c@ 1) ol nnl L ¢ Lcd, )

On note que ces clauses sont des clauses de Horn, et en faiadess d’automates d’arbres
bidirectionnels alternants.

Ceci motive la @finition de la classe desontraintes ensembliste€fihies qui sont les
contraites ensemblistes [e} ou le symbole[i’appardt pas ni dans; ni danse,, et al
le symbole[nlappardt pas dans,. La traduction pesengée ci-dessus fournit alors un ensemble
de clauses automatiques unifornatessHorn

Par le tleoreme 18, la satisfiabifit de systmes de contraintes ensemblistédirdes est
DEXPTIME-compkte.

Par le tleoeme 22, la plus petite solution d’'un sgste de contraintes ensemblistes envoie
chaque variabl&X vers un langageggulier, calculable en temps exponentiel.
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7 Classes dcidables de clauses du premier ordre

7.1 Indécidabilité du cas @néral

L'insatisfiabilite d’'ensembles de clauses du premier ordre est ungmrabindecidable. Il y a

un certain nombre de fagons de kendontrer. En voici deux :

— Le probkeme de correspondance de Post (PCP) estiddble. Ce prokime est le suivant :
ENTREE : un nombre fini de paires de mdts, vi), 1 < i < p, surun alphabdfa;,...,an};
QUESTION : existe-t-il une suite d’entieis, ..., ix entrel etp (avec Epetitions pos-
sibles) telle que;, uj, . .. U;, = Vi, Vi, ...Vj_ et ce mot est non vide ?

On peut le coder comme suit. D’abord, pour tout met tout termet, definissons le terme
u(t) par : siu est le mot vide alorsi(t) = t; si u est le motva, ou a est une lettre, alors
u(t) = a(v(t)). Il ne reste plus quiécrire les clauses :

P (LY (12)

Pui(x),vi(y)) LHXxy) (Q=i=sp) (13)
QlE(l) (A=j=n) (14)

Q@j(x)) LAX) (A=j=n) (15)
[T PI(X, Xx), Q(X) (16)

Le mockle minimal des quatre preares clauses est consétde I'ensemble de2 (u;, u;,
Ui (DJviyviy - vi (D), et desQ(w(D) pour tout motw non vide. La derréire clause
permet de dduire faux si et seulement s’il existe un mot non wigle;, . . . Ui, = Vi, Vi,
...Vi.. SiI'on savait @cider un tel ensemble de clauses, on saurait dénitidr du PCP,
ce qui est impossible.

— Le probEme de I'accessibiitdans les machin@sdeux compteurs est iadidable. Il s’agit
de:
ENTREE : un ensemble fini @tatsQ, un étatinitial o [Q, unétatfinal g [,
un ensemble fini déransitions qui sont des triplet§—=- g5 ot q,q~ [_Q eta est une
expression de la formg + +,Rj — — ouRj==0,1<i< 2.
QUESTION : existe-t-iR;, R, [Nitels que(qo, 0,0) — ¢, R1, Ry) ?
Ici, on céfinit (4, Ry, R2) — (@5 REY RY) si et seulement s'il existe une transitiga™ q"

telle que :
— aestdelaform® + +, R/=R; + 1etR'=R; (ou1=2,2=1),;
— ouaestde laform® ——, R; =1, R7=R; — 1 etR’'=Ry;

— ouaestde laform® == 0, R; = 0, R7’= R; etR’=R;.
On peut coder ceci en clauses de Horn de nouvaalgsoconfigurationgq, R;, R,) sont
cocees sous forme d'atomeéR;, R,), ol le codage des entiers @st= 0, n 1 =S@) :

d(0,0) (17)
q¥S(x),y) [gIx,y)  (pour toute transitiog™=" g (18)
q%x,S(y)) [gix,y)  (pour toute transitiog == g (19)
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q%x,y) [—§IS(X),y)  (pour toute transition™_ g7 (20)

q'x,y) LCgix, S(y)) (pour toute transition" 2= q9 (21)
q%0,y) [—Gl0,y)  (pour toute transitioq == q9 (22)
qx,0) [qix,0) (pour toute transition <5 g9 (23)

C T gd(x,y) (condition d’accessibilé) (24)

En revanche, il existe certains formats d’ensembles desetagui sonté&cidables : ce sontles
classes dcidablegle la logique du premier ordre. La plus importante est gegtaent la classe
monadique, que nous examinerons en section 7.6 et suivAuted d’'y arriver, mentionnons-en
guelques autres.

7.2 Laclasse de Herbrand

Il s’agit de la classe des ensembles de clausisires (Une clause unitaire est une clause
formée d’un seul littral.) Elle est dcidable par&solution etant dong un ensembl8 de clauses
unitaires, soit il existe deux clauseA et —AdeS qui s’unifient, alorsS est insatisfiable, soit
il n’en existe pas, lagsolution termine sans produire la clause vid& est donc satisfiable. On
note en particulier que ceci fonctionne en temps polyngrhiatification du premier ordrétant
décidable en temps polynomial &me lirgaire).

7.3 Laclasse de Bernays-Sdmfinkel

C’est la classe des clauses dont le€tdtix sont de la formeP (t,...,t,), ou chaque
termet; est soit une variable, soit une constante. Il n'y a pas de sigrde fonction d’ari non
nulle, 'univers de Herbrand est donc fini. On peut doacider tout ensembl® de clauses dans
cette classe en listant 'ensemble (finB) | de toutes les instances clausesl@ments des,
et en Esolvant le proiime de satisfiabilit resultant. La satisfiabift propositionnelle est NP-
compkte, etS | est en @réral de taille exponentielle en la taille 8¢ en fait la satisfiabili de
la classe de Bernays-Sitifinkel est NEXPTIME-comggite.

Bizarrement, on ne sait pagdder la classe de Bernays-8dfinkel par aucun raffinement de
la résolution. Le sous-cas de Horn estdlable, dans DEXPTIME, par hypésolution positive :
on ne produit qu’'un nombre au plus exponentielle de clausiaires.

La classe de Bernays-Sififinkel est exactement la classe des mises en formes dausal
de formules de la forméxy, ..., Xy - B4l ..., ¥n - F(X4, ..., Xmy V1, -+ -, Yn), OU F est sans
quantificateur et ne contient que des variables comme ter@redgit traditionnellement que
cette classe est feagment[Hittle la logique du premier ordre.

7.4 La classe d’Ackermann

De méme, la classe d’Ackermann est le fragmERITHLes clausesasultante€ contiennent
au plus une variablg, et consistent en des BEtaux de la forme:P (ty, ..., t,), ou chaqud; est
une constante, ou la variabte ou un terme de la formg(x) (avec la néme variable).
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On peut montrer que lgésolution ordonée termine sur des ensembles de clauses de cette
forme. Definissons lgprofondeurd(t) d’un terme ou un atomepard(x) = 0, d(f(t;,...,tn)) =
maX;<i<n d(tj) + 1, et posonA > B si et seulement si(A) > d(B). On peut alors @montrer
gue > est un ordre stable, que towsolvant ordona entre clauses de la forme ci-dessus est
encore de la forme ci-dessus, et que d’autre part il n’y amuwombre fini (exponentiel...) de
clauses de cette forme. La classe d’Ackermann est decidable, en DEXPTIME.

7.5 Divers

Le fragmentCaSiTést inckcidable, mais un certain nombre de sous-fragments soidat
bles. Notamment le fragmehHiTTHla classe de Gdel), ou le fragment d’ensembles de clauses
obtenues partir du fragment=SHi=estreints aux clausésau plus deux liraux (la classe de
Maslov). On pourra consulter [JJ76]. Montrer que ces deassas sont&tidables est difficile.

Le fragment des formuleséfiniesa I'aide de deux variables seulement estidable lui
aussi, mais le fragmerdt trois variables est irgtidable. (Il s'agit ici de &utiliser au maxi-
mum les némes variables dans les diverses quantifications. Par éxemgdy - (P(x,y) [1
1 (P (y,x) CI¥1 =P (x,y))) est une formulé deux variablex ety.) La décidabilie du frag-
menta deux variables pe@étre montee par esolution ordonée, en utilisant une forme clausale
définitionnelle (voir annexe C).

De meme, lefragment garé de de Nivelle est &cidable paré&solution ordonae [dN98]. Il
s’agit des formules de la forme

F = xP(Xq,...,Xy)|F CEJF CEI
| Xd,.... X - P(Xq,...,%n) CE]
| Xid,.... X -P(Xy,...,Xy) CE

ou, dans les deux desmies lignes, les variables libres Besont toutes danxi, ..., X,}, et
1SXi1,...,XikSn.

On pourra consulter [FLHTO1] pour un panorama des classeglables de la logique du
premier ordre.

7.6 Laclasse monadique

La classe monadique estfihie traditionnellement comme la classes des formules fierme

F = xP(X)|F CEJF [El
| X3FIX3F

A part la restriction que les arguments des symboles @gigaits sont des variables, comme dans
les classesétidables mentiorges plus haut, la restriction essentielle de la classe nuuradst
que tout symbole de pdicatP est darité 1.

Montrer que cette classe estaidable est facile. SoieR, ..., P, les symboles de pdicat
(unaires). Soitl une structure quelconque, de domalde pour chaqud, 1 < i < n, Ip,
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est un sous-ensemble @ A chaque valeuw de D, on associe une suitv) de symboles
+,,+,,..., %, définie par =x; vaut+ siv I3, —siv [[I3.. Il est alors facile de voir que, pour
toute formule monadiquE construite suPy, ..., P,, la valeur de @rite deF dans I'environne-
mentp ne cepend que des(p(x)), x libre dansF. Si F est satisfiable, et a un melé | de do-
maineD, elle a alors un maglefini, dont le domaine est 'ensemble d&€g), v 1. Ce moale
est de taille au plug", ou n est le nombre de pdicats distincts d&. Une facon de tester la

satisfiabilie deF est donc de deviner un ensemblale symboles:, £, ..., +,, et de tester si
F estvraie surle maglel de domaind et tel quelp, = {#£,,...,%xi—1, +, %i11, ..., x| B

i - +; [{H,—}}. La classe monadique est donecitlable en NEXPTIME. De plus, cet al-
gorithme est tBoriquement optimal : la satisfiabéitde formules monadiques est un peshe
NP-complet.

Cet algorithme est cependant @&trement lourd. En fait, il fonctionne en un temps qui est
toujours le pire possible. On va voir (superficiellementogueut transformer ce pradne en
un probeme de satisfiabiit de clauses, que I'on pewsoudre parasolution. Le premier igtét
est que I'on peut esper trouver des preuves pasplution plus rapidement qu’en temps non-
déeterministe exponentiel dans les cas pratiques. On versaaion 6.7 que ceci nous permettra
de plus une comphension plus fine de la relation entre classe monadiquéahates d’arbres.

La mise en forme clausale (standard) d’'une fornfulee la classe monadique fournit des
clauses qui ont une forme particede. Si I'on met d’aborde en forme penexe, on obtient une
formule de la formeQ;z, - ... - Qnzn - G, ou G est une formule sans quantificateur, et@s
sont des quantificateurs, dafi5, I} Si I'on skoemise maintenant, on obtient la formus,
ou ¢ est la substitution qua z; associez; si Q; = [_etg;(Zcki) si Qi = [_bu les symboles
de fonctiongy; sont deuxa deux distincts, effch; denote la liste de toutes les variabigdelles
quej < ietQ; = LI ne reste plus qudi mettreGo en une forme clausal®. CommeF est
monadique, les atomes @ et donc des sont de la formé (z;) (avecQ; = [ du de la forme
P (f(Zch;)). Renunérotons leg; tels queQ; = L&t appelons-legy, ..., Xy, dans cet ordre.
Renunérotons aussi leg sous la formef, ..., ,. Les atomes d8 sont donc de la forme (x;)
OuP(fi(Xq,...,Xp;)),avecd =N <...<n, < m.

Notons [T'drdre sur les termes plateéini par :f (X4, ..., Xn) CgdYq,...,Y,) sietseule-
ment s’il existe un entiek, 0 < k < n, tel que{Xy,..., Xn} = {Y1,...,Y}. Par exemple,
f(X) [glX,Y),a [FIX), g(X, X) [glX,Y), maisg(X, Y ) IFEX), g(X,Y) IglX, X),
f(Y) Ig@X,Y). Il estclair que toute clause @eest formee d’atome#® (t), out est une variable
ou un terme plat.

Toute clause ainsi obtenue a donc ueeamposition en blocs d’une des deux formes :

1. Un[=bloc
+,P,(X) 1. CH,Pn(X)
oun = 0, et tous les prdicatsP; sont appligésa la méme variableX ; on notera souvent
B (X) un =bloc dont la seule variable libre (si elle existe) ¥st
2. Ou undransitionétendueale la forme

™ 1
+;Pi(t;) [BL(X,) 1. [BL(X,)

i=1
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oum = 1, lesBj(x;) sont ded-blocs, lest; sont des termes plats tels que
-4 LLILC 1 [CT];
- etXy,..., X, sont toutes libres darts,.

En fait, la mise en forme clausale de formules de la classeadique produit rame des clauses
un peu plus particulires, au sensuoles X; sont distinctes deua deux dans les clauses com-
plexes.

Par exemple, consalons la formule monadique

(5 EC0 )
| 1Y) CO) = 1(2))
B2 e 0 mry) CE®))

L {Xx]ly - Z1(1(x) CIy)) < 1(2))
[ Tulv-E(v) [P u) CQ(v) =1 (u)

c’est-a-dire, en respectant la syntaxe que nous avonsatodes formules monadiques :

(E () )

1 (=1 (x) (=2 (y) CHI(2))
CILEdy - [z] :%—I(z) =) CHI(x) [
1 '

P(x) L=(y) [+E(2))
C1 (—1(x) =3 (y) CHI(2)
CLEdy - 71 —1(z) CHI(x))
—1(z) LHI(y))
[ Tulv-+E(v) (=P (u) CHQ(v) L=l (u)

Mise en forme clausale, cette formule devient :

—E(X) A (X)
—1(X) C=A(Y) CHI(c(X,Y))
—1(c(X,Y)) (YY) CHI(X)
—P(X) E=R(Y) LHE(c(X,Y))
—1(X) C=AI(Y) CHI(pCX,Y))
—1(p(X,Y)) LHI(X)
—1(p(X,Y)) CHI(Y)
+E(K)
+P (m)
+Q(Kk)
—1(m)
ou m et k sont deux constantes, etet p sont deux symboles binaires. Noter que, si I'on it
c(X,Y)“X chiffre avecla@yY "etp(X,Y) “paire X, Y ", les 7 premeres clausea I'exception
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de la quateme finissent exactement les capasitteductivesl d’un intrus de Dolev-Yaa
partir d’'un ensembl& de messages dont il dispose.

La premere clause;-E (X) (X), est unl=bloc. On incite le lecteua \eérifier que toutes
les autres sont des clauses complexes.

Le point important est que les clauses obteraupartir de formules monadiques, de types 1
ou 2 cecrits plus haut, ressemblent beaucoup aux clauses aifjoegtjue nous avons vues en
section 6.4. Ony arathe la condition selon laquelle tous lgslevaient avoir le l@me ensemble
de variables libres, au profit de la conditgnt.1 L1 [f4, t,,, contenant toutes les variables
libres de la clause. Les@&mes techniques qu’en section 6 montrent quésalution ordonae
(pour ) hvec €lection,élimination de tautologies et de clauses subsegnlireairement, et
splitting, termine en temps noretérministe simplement exponentiel. (On laisse I'adaptadu
théoeme 16 en exercice.)

Le cas de la restriction de Horn de la classe monadique ge tuaien temps éterministe
exponentiel. (De nouveau, on laisse I'adaptation @éo#me 18 en exercice. On déitendrel 1
de sorte qué [ulimpliguet [ 1.) De plus, toute formule monadique de Horn éduit (en
temps exponentiel, adaptation détieme 20 laisse en exercice) en un automate d’arbres avec
contraintes cggaliés entre feres.

8 Approximations d’ensembles de clauses de Horn par auto-
mates genéralisés

Lalogigue du premier ordre est iacidable (section 7.1), mais ceci ne doit pas nousaemer
de tester si un ensemble de clauSeknree en ente est satisfiable ou non. Il'y a deux approches
typiques de ce probme :

— Utiliser une néthode de @monstration automatigummpkte comme la ésolution et ses
raffinements. Ceci @t le sujet des sections 3, 4, et 5, mais souffre efiaat qu’aucune
stragégie de @monstration automatique ne terminera sur tous les cas.

— Ou utiliser des techniquesapproximation c’est-a-dire des algorithmes dé&uhonstration
A qui peuvent se tromper. En d’'autres term@&gS) repond “oui” ou “non”, mais on
s’autorisea ne pas demanderla fois la correction (si lagponse est “non” alorS est
insatisfiable) et la comptude (siS est insatisfiable alors I&ponse est “non”). Le gain est
que I'on peut esprer une garantie de terminaison.

Dans la suite, nous ne consigrons que des approximations qui terminent. Il y a alotde
types d’approximations :

— les sous-approximation#\ sont correctes mais pagecessairement congies. SIA(S)
retourne “non”, alors est insatisfiable, sinon on ne sait rien.

En termes de @rification de protocoles cryptographiques par exemple, aous-approxi-
mation est telle que #\(S) retourne “non”, @ S décrit un protocole cryptographique, les
hypotreses deécurié et les propétesa prouver, alors il y a une attaque sur le protocole,
de facon @re. En revanche, #\(S) retourne “oui”, on ne peut pas garantir kxcsirié du
protocole.
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Trouver une sous-approximation est facile. Il suffit dedeSt sur des moeles finis par
exemple. Autrement dit, il suffit de&finir une interpétation de Tarskl quelconque de
domaineD fini non vide, et de tester = S en temps polynomial en la taille et de
D. Plus finement, on peugéfinir le domaineD, fixer les €#mantiqued¢ des symboles de
fonction f, mais pas les&@nantiquedr des symboles de @dicats ; on peut alors tester
s'il existe un moeéle | de S avec lesD et lesl fixés enénunerant toutes les instances
de clauses d& lorsqu’on remplace les terméspar leurs valeurg [Id; on se ramne
ainsi au prol#me SAT de satisfiabiftde formules propositionnelles, qui est NP-complet
(polynomial dans le cas de clauses de Horn).

— Lessur-approximationgA, d'un autre été sont comptes mais pasatessairement cor-
rectes : siS est insatisfiable, alor&(S) ="“non”. En renversant la proposition, 8i(S)
retourne “oui”, alorsS est satisfiable, sinon on ne sait rien.

En termes de @rification de protocoles cryptographiques, une sur-appration est telle
gue siA(S) retourne “oui”, a1 S décrit un protocole cryptographique, les hypeghs de
securié et les propétesa prouver, alors il n’y a pas d’attaque sur le protocole, getfia
slre. On obtient ainsi ungreuve de 8curit.

En revanche, sA(S) retourne “non”, on ne peut pas garantir qu'il y ait une ateaqu
Notre but dans cette section est dedre une famille &s ¢gerérale de sur-approximations,
fondées sur la thorie de la section 6.

Remarque 8 A noter gue I'on peut agrer une fertilisation croige entre les deux approches. Nos
sur-approximations vont transformer des ensembles desela@réralesS, en des automates
d’arbres ceréralisésS. On peut écider de la satisfiabilé deS. SiS est satisfiable, alor§, sera
satisfiable (d’a une preuve deéurite, dans le cas des protocoles cryptographiquesy 8st
insatisfiable, on peut cependant, au moins dans le cas de,ldonvertir le sous-ensemble des
clauses éfinies deS, qui est toujours satisfiable, en un n&be fini (voir remarque 7). Ce dernier
mockle peut ensuitétre utilise, au moins en principe, par I'algorithme de sous-approxiora
décrit plus haut pour tenter de montrer q&g est insatisfiable (c’esi-dire I'existence d’'une
attaque, dans le cas des protocoles cryptographiques).

8.1 Types descriptifs

Nous peésentons une famille eémement efficace d’approximations pour le pesbé de la
satisfiabili€ : lestypage descriptifdl s’agit de familles d’algorithmes de typage de prograrame
Prolog, c’esta-dire d’ensembles de clausesfidies, qui tentent deatouvrir les types des va-
riables qui nénenta une @duction eussie d’un but doren Par exemple, congdons I'ensemble
de clauses:

double(0,0) double(S(X),S(S(Y))) [datble(X,Y)

Il est facile de se convaincre que les seules formuigivables de la formdouble(m, n) sont
telles quam est un entier en unaire, Btest un entier pair, qui vaut le double ae

Un mécanisme de typage descriptif est un moyen d’attribueliaque variablX de chaque
clause urntypert, c’esta-dire un ensemble de termes clos, tel que toute utilisateola clause
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dans une dduction instancierX a un terme du type (plus pecigment, un terme dont toutes
les instances closes sont dar)sDans I'exemple ci-dessus, on peut ainsi attricluie¢ dans la
deuxime clause le typBlat des entiers unaires atY le type Even des entiers pairs. Nous
avions dbcrits ces types en section 6.7 par les contraintes ensaatbli

Nat = S(Nat) (01 Even = S(S(Even)) [QOl
Connaissant ces types, on constate que, si on ajoute awgeslaiidessus la clause
[T dbuble(X, S(0))

il 'y a aucun moyen de&Huire le faux. On peut bieriisle voir en langant un des outils de
demonstration automatique menti@mplus haut. Mais c’est encore plus visible par typage :
si on pouvait éduire le faux [,_Claurait & avec une valeur paire du deéemie argument de
double, par typage. Mais on ne peuéduire L_gu’en passant la valedr(soit S(0)), qui n'est
pas paire.
Il n’est a priori pas facile de trouver de tels types desitgpFruhwirth et al. [FSVY91]
proposent une Bthode ex&mementelegante et comptement automat®. Elle proede en
trois étapes, consistaattransformer I'ensemble de clauses iniiglen un nouvel ensemble de
clausesS décrivant les types des variables.
— On cke un nouveau pdicattype, prenant un argument, et autant de symboles de fonc-
tionsfp qu’il y a de symboles de pdicatsP dans I'ensemble de claus8gs de cepart.
L'id ée est queype(fp (t1,...,tn)) sera @ductible des siP (ty, ..., t,) est ceductible de
Sy : type décrit un sur-ensemble de toutes les formurds,, . . ., t,) deductibles dé&,.

— Pour toute claus€ deS,, de la forme

P(tl, PR ,tn) I:mtll, PR ,tlnl), ey Pm(tml, PR ,tmnm)

et chaque variable librX de C, on cee un pedicattype- C- X, prenant un argument.
L'id ée est quetype- C- X(t) sera @ductible deS si t est une valeur possible pour la
variable X dans une éduction utilisant la claus€, comme dans I'exemple ci-dessus.

SoientXy, ..., X les variables libres dans lateP (ty, .. ., t,), listées de gaucheedroite.
(Il est possible qu’une éme variable soit donc liseé plusieurs fois.) Soieitt,, . .., Yy des
variables fraches, et distinctes deuxdeux. Soienty, ..., t, les termed;, ..., t, ou X;

est remplaee parY;, 1 < i < k. On remplace alor€ par les clauses :

type(fp (t1, ..., 1)) [—type- C- Xi(Y1), ..., type- C- X (Yi)
type- C- Xl(xl) ijpe(fp1 (tlll e 1t1n1))1 ree !type(fpm (tm11 e 1tmnm))

type- C- Xi(Xy) L[ Type(fp,(ti1,...,tin)), ..., type(fe, (tmi, - tmny,))

Par exemple, en partant des clauses ci-dessus, on obtient :
type(fdouble(O, O))
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type(faounie(S(X), S(S5(Y))) L[—Epe- Co- X(X), type- Co- Y (Y)
type' C2' X (X) Izﬂ/pe(fdouble(xa Y ))
type- Co- Y (Y) L —type(foounie(X,Y))

On peut se demander quel est I'avantage &®icke les types des variables d’'un ensemble de
clausesS, par un autre ensemble de clauses. ll&gime en ceci : savoir si un type est vide est
décidable, et le prokime est DEXPTIME-complet [FSVY91]. (Le lecteur est ignvét montrer
gue la vacuié des programmes uniformes déiRwirth et al. est cecidable en temps exponentiel
par les arguments de la section 6.5.)

On pourra erifier que I'ensemble de clauses ci-dessus est tel que ¢md@nreconnu en
type- C,- X est exactement le typgd at, et le langage reconnu diype- C,- Y est exactement
le typeEven des entiers pairs.

8.2 Approximations par formules monadiques

Dans le néme esprit, on peutédinir une proédure de sur-approximation valide pour tout
ensemble de clausesgéme si elles ne sont pas de Horn. (Cette pdace sera similaire dans
I'esprit a celle de la section 8.2, mais ne coincide pas exactemestielaas de Horn.)

Faisons I'hypotkse que tout @dicat est unaire. C’est I'hypatkse que nous faisons depuis la
section 1. L'utilisation du pdicattype de la section 8.1 est une fagcon de ramener le éasrgl
au cas unaire.

Définissons maintenant unérge de transformations sur des ensembles de cleiiséant
gu'’il existe un terme qui n’est ni une variable ni un terme plat dans une cldlise C, ()
deS, posond = f(t,...,t,), puis:

1. Si+ est le signe-, créern prédicats unaires fraBj, 1 < j < n, et remplaceC dansS
par lesn + 1 clauses :

Co (=P, (t)) 1 =P, (L) (25)
—P(F(Xq, ..., Xn) =P (Xj) l=sj=n) (26)
ou Xy, ..., X, sontn variables distinctes deuxdeux.

2. Si=* est le signet, créern prédicats unaires fraiBj, 1 < j < n, et remplaceC dansS
par lesn + 1 clauses :

+P (F(X1, ..., Xn)) C=P1(X1) [ C=P,(Xn) (27)
Co =P (t;) A<j<n) (28)

Si SHest obtenue par un tel remplacemétjvonsS [—StLa relation [ferine. En effet, soit
[t] la taille du termet, définie parX| = p_ZElltl, oot =1+t +. . L, etlataille d’'une
clausex;P;(t;) C1. CH,Pn(ty) par |, [til. AlorsS [—SHmplique que le multi-ensemble
des tailles des clauses 8eest strictement plus grand que celui des tailles des clalesg's
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Il est aussi facile de voir que §i ST alorsS"implique S, c’esta-dire que toute maxde
deStest un moéle deS. C’est parce que la clause rem@#a€ est un ésolvant (non ordor&)
desn + 1 clauses (25) et (26), respectivement (27) et (28). (Le ledteéress pourra araliorer
la produre en constatant que I'on n’est pas oblip céer lesX; distinctes dewda deux, mais
qu’il suffit d'imposer quét; 8 t; impliqueX; 8 X;.)

SoitS,; une forme normale (poub)qilelconque d&, : S, 5], etS; M_Shour aucurs®
S, est de plus obtenu en temps polynonaigdartir deS,, etS; impliqueS,. Si S; est satisfiable,
S, est donc satisfiable.

Bien queS ressemblé un automate d’arbrefgerali®, il se peut qu’il n’en soit pas un. En
effet, S peut contenir une clause de la formeC, 1} [L}, ou L, etL, sont deux littraux
ayant des ensembles de variables libres distincts maisisints.

Il'y a ici deux possibilies. La plus pecise consista transformer ce type de clauses en les
clauses:

Co [(Stype~(h(Xy, ..., Xn))
+type”(h(Xy,..., Xn)) EO [T

siL, etL, sont des littraux regatifs, et en :

Cy [Htypet (h(X4,...,Xn)
—typet (h(X,,..., X)) [ [T}

si L; ou L, est positif, @ h est un symbole de pdicat frais. Ce processus termine gtgarve
la satisfiabilie, et aboutits un ensemble de clausgsiu type de celles obtenues en section 7.6,
c’est-a-dire des clauses dont les blocs sontldbkcs ou des transitioretendues.

On peut aussi directement produire un automate d’arbgesrgli€ S (a splitting pes) en
remplaganC parC, [} [CC}' L}, ol CJ [} est un renommage d&, [ L} qui ne partage
aucune variable libre aveg, [L}. Noter queC, [ L} CC} CLFimpliqueC, [} [L} car
cette derrgre est un facteur de la preeng. Litération de ce processus termine encore en temps
polynomial.

Dans les deux cas, I'ensemble de clauses Bnast obtenu en temps polynomapartir de
S, etS impliqueS,. SiS est satisfiable§, est donc satisfiable. L'algorithme pren&gten entee
et retournant “oui” sb est satisfiable, “non” sinon est donc un algorithme de sprapmation,
qui termine.

Dans le cas © S, est un ensemble de clauses de Horn, la @doce d’approximation ci-
dessus fournit toujours un ensemble de clauses de Hornrgbkss on&te congues dans ce but.)
Ceci nous permet d’obtenir une garantie de terminaisonrapgesimplement exponentiel, et de
retrouver des magles descriptibles par automates d’arbres avec contsaifégalié entre feres
(remarque 7) dans le cas 8 est satisfiable.

8.3 Amélioration de la précision

On peut se demander si laéthode d’approximation des ensembles de clauses de Horn par
des automates d’arbres avec contraintégadlie entre feres de la section 8.2 est suffisamment
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précise. Il arrive, et notamment dans le cadre degldfication de protocoles cryptographiques,
gue ce ne soit pas le cas. Autrement dit, I'algorithme deagproximationA(S,) repond “oui”
trop souvent alors qu®, est insatisfiable.

Cependant, certaines transformationsliprinaires de I'ensemble de clausg&san€liorent
grandement la j@&cision de I'algorithme de typage de la section 8.2. On goeonsulter [Gou02],
section 4.5 pour une justification de I'aét de ces transformations. Toutes ces transformations
operent sur des ensembles de clawdesiorn

Inlining L inlining est une technique venant de la compilation des langage®dspnmation,
adapée au cas de Prolog. L& est que, si I'on a plusieurs clausé$inies

C, =P (1)

Cn (=P (tn)

ce que I'on peut voir comme plusieurs endroits dans le progra ai I'on appelle le sous-
programmeP , on peut remplacer les app&® (t;) par la cfinition deP . Autrement dit, si les
clauses dfinies dont la&te est de la formB (...) sont :

P(u) [H

P(un) [ By
on peut remplacer la clausgy =P;(t;) par les clauses

(Ci [BY)aj

ou oj; est le mgu d¢; avecu;, s'il existe.

Cette stratgie intuitive est cependaatla fois trop néve et trop compligée. De facon plus
simple, poutinliner un pdicatP, on liste d’abord les claus&s,, .. .,C, qui ont un litéral de
la forme—P (...) mais aucun de la forme&P (...). On c€e ensuit& nouveaux pedicatsPy, ...,
Pn, et on remplacé® parP; dansC;, pour chaque entrel etn. La secondétape consista
créer les clausesafinissant les nouveauxgiicatsPj, en recopiant la &finition deP et de tous
les pédicats utiligs parP, remplacanP parP;.

Formellement, soiP (P) le plus petit ensemble deégaticats contenam et tel que siQ [
P(P) et il existe une clause de la forngg(...) [QI(...),...,Qm(...), alorsQ,...,Qm [
P(P). Soit aussC(P) I'ensemble des clauses dont e est de la form@(...) avecQ [PI(P).
Pour cfinir P; il suffit de, d’abord, ceer de nouveaux pdicatsQ' distincts deuxa deux, pour
chaqueQ [CPI(P;), 1 <i < n, ensuite de @er pour chaque claugse [C[P), la clause obtenue
en remplacant tout pdicatQ apparaissant dars parQ'.

Cette nethode est appéet inlining, parce qu’elle correspond exactentela technique d'in-
lining de pro&@dures en compilation, ici ad&@aa Prolog. Linlining produit un ensemble de
clausesS; a partir d’'un ensemble de claus®s tel que, pour tout @dicatnon inlineP, P (t;,...,t,)
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est ceductible de5, si et seulement s’il estagluctible deS; : c’est en cela que l'inlining est cor-
rect.

L'int érét de l'inlining est que I'on remplace le calcul du langageoreu erP, ce qui inclut
les valeurs des arguments®lezenant de toutes les clauges . . ., C,, de facon non discrimie,
par les langages reconnusky .. .,P, sepaément.

Partitionnement Le partitionnement consisteconstater que toute variabea pour vocation,
dans la émantique de Herbrand,étre instan@e par un terme clos, qui est donc de la forme
f(ty,... . ty), f 2 ty,...,t, termes closEtant donie une claus€g, et une variableX libre
dansC, on peut donc remplacer la clauSepar les clauses

CIX :=f(Xy,..., Xn)]

lorsquef parcourtZ, et Xy, ..., X, sontn variables fréiches, distinctes deux deux,n étant
l'arité def.

On peut utiliser cetteagle de transformation avant de lancer @menstrateur automatique.
Mieux : l'utilisation de la Esolution ordonée avec 8lection et de cetteegle est un raffinement
complet de la&solution, comme on s’en convaincra en adaptant la preutieedeme 8.

Il est cependard noter que I'utilisation de cettegle au plusdt provoque la non-terminaison
des quex contient un symbole de fonction d’&inon nulle. En revanche, si tout symboleXxie
est une constante, alors ksolution plus cetteegle fournit une proadure de écision pour la
classe de Bernays-Saifinkel.

Cette transformation est davantage utile dans un cas, t¥ptoute variable ne petlétre
instancee que par des termes d@me type qu’elle. On consultera [Gou02].

Le partitionnement g@serve tous les plus petits mades de Herbrand, mais pasaessairement
les autres mogles.

Ensembles magiques Une autre transformation classique en Prolog est celleedesmbles
magiquesElle est utile en particulier en conjonction avec la transfation par partitionnement,
qui a tendanca@ engendrer de nombreuses clauses qui ne sexwér dans aucuneedvation.
La technique des ensembles magiques permet de guider Exchelde preuves [BMSUS6].

La technique est relativement simple encore une fois. Sa@Egue nous ayons une clause
A [Bil...,B,. Creons de nouveaux symboles dégicats (que nous refsenterons en ajou-
tant le pefixemagi c- ). Laformulemagi c- A intuitivement sera vraie si on estime avoir besoin
de prouverA. On modifie alors la clause ci-dessus en la clause

A: - magi c-A,B4,...,B,

qui exprime que I'on n’aura le droit d’utiliser cette claupee simagi c- A est vraie, c’esk-dire

si on a demanga prouverA. La technique estlegante, dans la mesura bon peut ainsi guider

la recherche de preuve de sorte qu’elle ne cheaatieziver que des formules qui ont une chance
de servira la preuve, sans avoir se plonger dans degtdils algorithmiques : le formalisme
logique se charge de tout.
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On doit aussi rajouter des clauses exprimant Eggeddances entre formules. @crira no-
tamment :

magi c- B; [_nhgic-A
magi c- B, [mhgic-A

magi c- B, [nhgic-A

Autrement dit, si on a besoin deedver A, on a a prioria ceriver By, ..., B,. Ce sont les
ensembles magiqué€4magic sets”). Le raffinement dasotifs magiqueg¢‘magic templates”)
introduit une interaction non triviale avec la recherchepdsuve proprement dite. Au lieu des
clauses ci-dessus, @arit :

magi c- B; [nhgic-A
magi c- B, [_mhgi c- A, B,

magi c- B, [_nhgic-AB,,...,Bh

Autrement dit, si on a besoin dedver A on doit ceriver B;. Mais on n’aa ceriver B, que si
d’une part on a besoin deedver A, mais aussi si d’autre part on @ussia prouverB;.

Il est finalement acessaire d’ajouter une clawskensemble de clauses transf@exprimant
guel est le ésultat que nous souhaitonsrdontrer. SiI'on souhaiteérifier qu’il existe un terme
t tel queP (t) soit vrai dans le plus petit mete de Herbrand de I'ensemble de clauses qu’on
s’est done, on va ajouter la clause

1P (X)

ainsi que la clause magique
magi c- P (X)

On consultera [BMSU86] pour le cas de formules du premiereofavec variables). Ce n’est pas
spéecialement plus complidu

Ces transformations negservent la drivabilité que des atomd(t,, ..., t,) pour lesquels
on a ajoué la clauseragi c- P (t,...,t,). Ceci se @montre paré&currence sur les arbres de
dérivation de clauses buts obtenus par hygsstution positive (exercice).
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A Quelques resultats fondamentaux

A.1 Théoreme du point fixe de Tarski

Unerelation d’ordre < sur un ensembl& est une relation binaireeflexive k < x), anti-
symetrique (Six < y ety < x alorsx = y) et transitive (sXx <y ety < z alorsx < z). On dit
aussi quéL., <) est unensemble ordor@

Pour toutF [CLJunmajorantdeF est unélementx delL tel quex =y pour touty dansF.
Uneborne sugrieurede F est un majorant plus petit que tous Iﬁutres. Si elle exasborne
superieure de- est unique, par antisy@trie de<, et on la notera F. Elle est caraériste par
les proprétés :

WICE-y < I%I:I (29)
XJ (yICE-y=x) [ F <X (30)

Similairement, utminorantde F est unélementx deL tel quex—=] y pour touty dansF. Le
plus grand des minorants ée s'’il existe, est ldborne inkrieure F deF.

Un ensemble ordor@(L, <) tel que toute parti€& deL a une borne sugieure et une borne
inférieure est appeluntreillis complet On pourra remarquer gu’il suffit de demanldiﬁque toute
partieF ait une borne sugrieure ; dans ce cas la borneériéure existe toujours, et F est la
borne suprieure de I'ensemble des minorantsFleSynetriquement, il suffit de demander que
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toute partieF ait une borne irérieure ; dans ce cas la borne 8tipure existe toujours, et F
est la borne irdrieure de 'ensemble des majorantsde

Une applicationf : (L,<) - (L5Y<Y estmonotonesi et seulement sk < y implique
f(x) < f(y). Pour toutef : L — L, unpoint fixedef est unelementx deL tel quef(x) = x.

Théoreme 23 (Tarski) Soit(L, <) un treillis complet, ef : (L,<) - (L, <) une application
monotone. Alor§ a un plus petit point fixe, et un plus grand point fixe.

Démonstration.Soit P ost(f) I'ensemble depost-points-fixede f, c’esta-dire dele
del tels quef(x) [XI1P ost(f) est non vide, cal_edt un post-point-fixe dg, ou =1 [dst
le plus grandalén@ldd_.

Posonsxg =  Post(f). Pour toutx [Plost(f), Xo < X, doncf(X,) < f(X) puisquef est
monotone, dond (X,) < X puisquef (x) < x (définition dex [Plost(f)). Doncf(xy) est un
minorant deP ost(f). Commex, est le plus grand des minorants®lest(f), f(X,) < X,. Mais
ceci signifie quex, est dang? ost(T) : X, est leplus petitpost-point-fixe.

Commef(X,) < Xq, par monotonid (f (X)) < (X,), doncf(X,) est un post-point-fixe de
f. Commex, est le plus petitx, < f(xy). Par antisyratrie,x, = f(X,), doncx, est un point
fixe def. Comme tout point fixe est un post-point-fixe, est donc aussi le plus petit point fixe
def. '
De méme, Pre(f) est le plus grand point fixe di, ou Pre(f) est 'ensemble depré-
points-fixesle f, c’esta-dire deglementsx delL tels quex < (X). —1

On peut néme é&montrer que I'ensemble des points fixefderme un sous-treillis complet de
(L, =).

Notonsx >y si et seulement st =y etx 8 y. Un treillis complet a lacondition de chine
croissantesi et seulement s’il n’existe aucune @ha croissante infinig, < x; < ... < x; <
...;ona:

Proposition 24 Soit (L, <) un treillis complet ayant la condition de cime croiqsinlte, ef :
(L, =) ﬁ <) une application monotone. Alors le plus petit point fixefdest  f"( D,
ou =1 [dstle plus petielement dd._.

Démonstration.Posonx = I%El,]f”( ). ©On remarque qué"( D= £"*!( D dour toutn, par
récurrence sun. C’est vrai poum = 0, parce quef’( D) F [est le plus petitlement del_.
Ensuitef""1( D=2 " ( Dantrdne f"( DX " ( Oplar monotonie dé.

La suite(f"( D)) sest donc croissante. Par la condition defobacroissante, elle est finie,
c'esta-dire qu'il existe un entie tel que pourtoub = N, f"( D= fN( D Doncx = fN( O
Il s’ensuit quef (x) = FNT1( D= N (D= x, doncx est un point fixe def.

Soity un autre point fixe d€. Ona [<ly car I@F plus petiqﬁ?nt de_, dof*if"?( D=2
f"(y) pour touty, carf est monotone. Dong = | f"(D<* | f"0MD= =Y
(cary est un point fixe). Dong est le plus petit point fixe d&. 1

La preuve montre que, dans ce cas, le plus petit point fifeekt en faitcalculable(pourvu que
T soit elle-néme calculable) par le programme :
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x:= [
tant que (y := f(x),y E x)
X=Y,

A.2 Arbres et lemme de Konig

Un ensemble ordor@(L, <) est undorétsi et seulement si :
— Pour toutx dansL, le segment initiak (= {y [y < x} est totalement ordo@npar
<. On dit gu’'un ensembl@ esttotalement ordon@par < si et seulement si, pour tous
X,y LA, X <youy < Xx.
— D’autre part, tout sous-ensembfenon vide dd_ a unélement minimal. Urelémentx est
minimaldansX si et seulement si le se@lémenty [CX tel quey < x estx.
Un arbre est une foét qui a un uniqgué&lement minimal, appéllaracinede I'arbre.

Pour toutx dansL, lessuccesseurde x sont leselements minimaux d§¢y [(Lx <y, x &
y}. On noteSucc(x) I'ensemble des successeursxdéi L est une foét, soitx est maximal, et
I'on dit que x est unefeuille de la foét L, soitx a au moins un successeur.

Une foret L esta branchement fingi et seulement si, pour toxt Succ(x) est un ensemble
fini. Une branched’un arbreL est une suite finie ou infinig,, x; [Jucc(Xy), ..., Xi;x1 [
Succ(X;), ...; on dit qu’il s’agit d’une branchissue dex,.

Théoreme 25 (Konig) Tout arbrea branchement fini dont toutes les branches sont finies est fini

Démonstration.Soit L un arbre infini,a branchement fini. On va construire une branche infinie
deL. Pour ceci, il suffit de construire une branche firiexy, ..., X; pour touti [N, telle que

{y [y = x;} est infini, par ecurrence sur. Notons que pour tout, {y Oy = x} est

un arbre, qu’on appellera Eous-arbrede L de racinex. Pouri = 0, on posex, la racine de

L. Sinon, on supposk, X1, ..., Xj construits. Comme le sous-arbre de racipest infini, et
guex; n'a qu'un nombre fini de successeurs, il en exigeassairement un qui est racine d’'un
sous-arbre infini : soi;,; un de ces successeurs. —1

Cet argument utilise, d’'une fagon assez @&echest vrai, 'axiome du choix. Pour chaqué N,
nous choisissons uxy ; nous pouvons effectuer ceci sans I'axiome du choix, enndwa dire
gue nous pouvons collecter tous ces choix en une uniqueestiexactement ce que I'axiome
du choix nous autorise. En fait, le lemme dérf{g estequivalenta une forme faible d’axiome
du choix, appdé axiome des choix&bendants, et qui exprime que pour toute relation birRjre
pour toutX, si pour toutx; déja construit, il existe;,; tel quex; R X, 1, alors il existe une
suite(X;); telle quex; R X pour touti [N

A.3 Ordres bien fondes

Un ordre strict [_sdr 'ensemble_ est une relation binaire iflexive I X]) et transitive
(six [ykty [z hlorsx [Z) Un ordre strict esbien fond s’il n"admet aucune chae infinie
décroissantex; [x3 1. [Cx} [. Il sagit d’'un anglicisme [well-founded], que nous
préferons pour des raisons de céadu mot francaibon ordre
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Par exemple, I'ordre> sur les entiers naturels est bien fénd

Une cefinition équivalente d’'un ordre bien foBdest que tout ensemb}¢ non vide contient
un élement minimal pourC_Hn effet, si [Cest bien foné@ et X non vide, soitx; X quel-
congue : six; est minimal, alors c’est fini; sinon, il existe [X], et six, est minimal, alors
on a encore gad@n sinon, il existex; [x} [X], etc. Ce processus doit terminer @prun
nombre fini détapes, fournissant wBiément minimal dexX. Réciproquement, si tout ensemble
non vide X contient unélement minimal, alors solK I'ensemble dex tels qu’il existe une
chdne cecroissante infinik = x; [xd [l X1 [l ; mais aucurx = Xx; de X ne peut
étre minimal, cax, est encore danX, doncX est vide et dond_edt bien foné.

Une caradristique des ordres bien foeslest que I'on peut raisonner pacurrencesur ces
ordres. Pour toute progte P, pour montrer qué® (Xx) est vraie pour toux, il suffit de montrer
qgueP (x) est vrai sous I'hypotlse qué® (y) est vrai pour touy [XIEn effet, soitX I'ensemble
desx tels queP (x) est fausse. I (x) n’était pas vraie de tow, X serait non vide, donc aurait
un élement minimalx, qui serait donc tel que [ZX maisy [X pour touty [X]c’esta-dire
P (x) est fausse maiB (y) est vraie pour touy [x] contredisant I'hnypotbse que touxk tel
queP (y) est vraie pour touy [Xlvérifie P (x). Réciproquement, tout ordre qui admet un tel
principe de ecurrence est bien foedexercice).

Pour tout ordre strict,_nbtons [1alrelation @finie parx [Cyki et seulement st [Cylbu
x =vy. Il s’agit d’'une relation dordre, c’esta-dire une relation binaire&fiexive, antisyratrique,
et transitive. On dit qud_edttotal si et seulement sl_edt total, autrement dit si et seulement si

pour tousx,y, X Lybux =youx [yl

Théeoreme 26 (Zermelo) Pour tout ordre strict bien fongl [_sdr L, il existe un ordre strict bien
foncdeé total T_sdr L étendantl,_clesta-dire tel que pour tous, y, six [y hlorsx Tyl

Démonstration.Pour tout sous-ensembie non vide dd_, comme [Cedt bien foné, il existe un
élément minimal deX. Par I'axiome du choix, il existe donc une fonctibrqui a toutX [L]
non vide associe ualement minimal dex.

Disons qu’un couplgX, >) formé d’'une partieX de L et d’'un ordre strict> sur X est
adape si et seulement si :

— > est un ordre total bien forgdsurX ;

— > étend la restriction dé_aX : pour tousx,y [X, six [y hlorsx >y.

L'ensemble des couples adaptest ordonmpar :(X,>) (X5 > si et seulementsi :

1. X X
2. >betend> a X"/ c’esta-dire que pour tout,y [X, six >y alorsx >"y;
3. X est un segment initial deX" =Y : pour tousx X, x” XY x">x.

Soit (Xj, =), —une chéne quelconque de couples adamtc’esta-dire un ensemble totale-
ment ordon@ par I:Montrwue le§X;, >;) ont un majoran{X, >). En fait, nous petendons
que 'on peut choisiX = ; Xj, etx >y si et seulement s’il existe [ Tltel quex,y [X;
etx >; y. ClairementX; [Xlpourtouti [I]> étend>; a X, etX; est un segment initial de

(X, >). Il ne reste qua montrer quégX, >) est un couple adaptOr :
— > est ireflexive : si on avaik > x on auraitx >; X pour uni [Tt
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— > est transitive : sk > y ety > z, alors il existei,j [Tltels quex,y X, y,z [
Xj, X =i y ety >; z. Comme le(Xy, >«) forment une chime, (X;, >i) [(Xj,>))
ou (Xj,>;) L(X;,>;). Dans les deux cas, par les pr@tes 1 et 2 ci-dessus, on peut
supposer qu'il exist& [Tl(tel queX est le plus grand diX;, X;) tel quex,y,z Ay,

X >y ety >y z, doncx > z. Doncx > z.

— > est total : pour toug,y [X, comme le{X, >k) forment une chiae, il existek [11
tel quex,y [XAy. Alors comme>y est total X >, y ouy >, X oux =Yy, doncx >y ou
X<youx=y.

— > est bien foné : soitY une partie quelconque non vide Be En particulierY intersecte
au moins un de&;, i [, donc il existe urelementy Y n X; minimal pour=>;.
Montrons quey est minimal dan¥ pour>. Supposons au contraire qu’il exigt&lansY
tel quez <y. Soitj [Tltel quez [X; etz <;y. Si(Xj,>j) (X, >;), alorsz [X;
etz <; y par les propgtes 1 et 2, ce qui est impossible. Sinon, algXs, >;) (X, >j)
par la propréte de chéne, donc par la prog#ie 3,y <; z, ce qui contrediz <;j y.

— > étend la restriction dd_alX : soientx,y [A tels quex [ylComme leqXy, >k)
forment une chime, il existek [Tltel quex,y [Ay, doncx > y puisque(X, >k) est
un couple adagt; doncx >y.

L'ordre [Cedt donc un ordrnductif : toute ch@ne a un majorant. Le lemme de Zogyggivalent
a 'axiome du choix) exprime gue tout ensemble ordoimductif a ureléement maximal.

Soit donc(X, >) un couple adagt maximal pour[C_Si on avaitX & L, il existerait un
élementx, [\ X, puisque [est bien fond. PosonX"= X [{X,}, et cefinissons>"par
x >y si et seulement st = x, ety [ X, oux,y [X etx >y. |l est clair que>"est un ordre
total bien fon@ surX"qui étend C_dbnc(X " >4 est un couple adapt D’autre part, il est clair
aussi qugX,>) (X5 >H, contredisant I'hypotbse de maximakt de(’X,>). DoncX = L,
et> est donc un ordre total bien foeétendant_surL. 1

Dans le cas particulierto [_edt I'ordre strict vide X Ix] pour toutx [LI), le theoeme 26
implique que tout ensemble peétre muni d’un ordre total bien foid Ce dernierésultat est
ce qui est usuellement appde treoeme de Zermelo. C’est une c@ugience de I'axiome du
choix, comme on I'a vu. Bciproguement, I'axiome du choix est cégsience du #oreme de
Zermelo : si on munit. d’un ordre total bien fonel T, fdute partie non vidX delL a un unique
element minimamin(X), et la fonctionX B min(X) est alors une fonction de choix sur

Dans la suite, nous montrons quelques constructions permbete combiner des ordres bien
fondesa partir d’ordres bien foris plus simples.

Ordre lexicographique. Si [—dt [5 dont deux ordres stricts, leproduit lexicographique
L3t [oast cefini par(Xq, X2) (L3 ex [2)AY1,Y2) Si et seulement si

- X1 Lo,

— 0UX; =Y etXy [oWh.

Si &t [ sbnt deux ordres bien foled, alorsG .« [5&st bien foné. Soit en effefA un
ensemble non vide de couples y). Soit X I'ensemble{x| [y1 (x,y) CA}. CommeX est non
vide et [_dst bien foné, il existe unelementx, minimal pour [;_dansX. SoitY I'ensemble
{y|(Xo,y) CA}. Y estnon vide paré&finition dex, [X, et contient donc uglement minimal
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Yo pour [odansY . Alors (Xg,Yo) est dansA, et est minimal pourl;_k [, finissant de
prouver quel 3« [o dst bien fond.

On peut aussi montrer que Ei_at [, Sont deux ordres stricts totaux, alokrs >k ex [o dst
total lui aussi (exercice).

On peut @réraliser et montrer que tout produit lexicographique d’ombrefini d’ordres
stricts bien fonés est bien fonel Ce n’est plus vrai pour un produit infini. Par exemplelsesl
le produit lexicographique siN, on a la suite infinie @croissante :

(1,0,0,0,...) [{TIL,0,0,...) C(010,1,0,...) 1

Ordre lexicographique sur suites finies trées. Soit L un ensemble muni d'un ordre strict
bien fonde [_SoitL" 'ensemble de toutes les suitps, ..., X,] triées c’esta-dire telles que
X; [xd 1 X

On cefinit 'ordre [”SurL" par :

— [X4,..., %] CIsin=1;

= X1, 00 Xn] ¥, ..., Ym]SinM =1 et:

— soitx, [vd;

— SOitXn = Ym et[Xq, ..., Xn=1] C¥1,...,Ym=-1]-
La définition de[Xy, ..., Xn] ¥4, ...,Ym] est bien fornee, par eécurrence sum + n. On note
gu’il s’agit essentiellement d’une forme infinie de prodakicographique. (Nous comparons ici
les élements de droita gauche, et non de gaucharoite comme poui; k., [, Inais il est
clair qu'il s’agit d’'un point de étail.)

On notera parfoik1a suite[xy, ..., Xn]; salongueurestn, sonmaxestxp.

Si [Cedt bien foné surL, alors [—dst bien foné surL". En effet, supposons quE_'est
pas bien fond. Il existe alors une suite infinié] —H® 1. ; notons quek?In’est pas la suite
vide [], et choisissons une telle suite infinie telle que le made x"Isoit minimal, et ce max
étant fixe, telle que la longueur d&lsoit minimale. Par la minimakt du maxx de 7] tous les
X ont le meme maxx. On en @&duit quey™ ¥ .. est une suite &roissante infinie,
ol y"est la suitek"Hont on a retig le dernieélement ggala x). Mais commek®lest une suite
triee, le max dg” st infrieur ouégalax, et sa longueur est strictementénurea celle dek?)
contredisant la minimakt dex, etax fixé, la minimalié de la longueur di®]

On peut aussi montrer que Eiedt total, alorsI—dst total sui_".

Ordre multi-ensemble. Un multi-ensembldfini) m sur un ensembl@ est une application
de A versN telle quem(x) = 0 sauf pour un nombre fini dlementsx de A. L'ensemble
{x CAImM(x) 8 0} est lesupportde m. Intuitivement, un multi-ensemble est un ensemble fini,
ou chaqueelement peut appaditae une ou plusieurs fois. Par exemple, le multi-ensembie g
associel ety associe est celui @ x apparé une fois ety trois fois, et on le notera usuellement
{X,¥,Y,Y}. Une intuition utile est qu’un multi-ensemble est une listel'ordre deslements ne
compte pas mais le nombre de leurs occurrences compte.

Sim etm"sont deux multi-ensembles, leumionm [Cm"est la fonction qua toutx associe
m(x) + mi{x). Si m et m”sont repésenés par des listes, alorm [m"est repésent par la
concaénation des deux listes.
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Si [Ces$t un ordre strict sufA, sonextension multi-ensembliq,] est le plus petit ordre
strict tel quem X} Lnd m X, ..., X} pour toutx, et tout multi-ensemble dlements
Xy,...,Xn X1

Par exemple, s est I'ordre usuel sur les entiers naturels, on a

{3} =mul {21 21 2} =mul {11 11 21 2} =mul {11 11 2}

Dans l'inegalie de gauche, on a rempé&a8 par lesélements2, 2, 2, qui sont plus petits qué.
Dans celle du milieu, on a rempkan2 par deuxl. Dans celle de droite, on a rempéaan2
par Zroélement, autrement dit on a eflaan2.

Le point important est que di_est bien foné, alors [4] est bien foné. C’est ce que nous
allons montrer maintenant. D’abord, par |@tieme 26, soifl_ure extension totale bien foad
de [Alors Tg] est une extension dEggl, et il suffit de montrer qud_..,] est bien foné pour
en ceduire quelg] est bien foné. Donc, sans perte dé&iggralite, nous pouvons supposer que
[edt un ordre strict bien forgdotal.

Comme [edt total, on peut trier leslements d’un multi-ensemble en ordre croissant : pour
tout multi-ensemblen, de support I'ensemble filX, soientx; [_1 [X] lesélements deX,
et posonshla suite

(I 108 I O W 4
m(X1) m(Xz2) m(Xn)
L'application quia tout multi-ensemblen associe la suite finie &erm dst clairement une bijec-
tion.

De plus, on erifie aiement quen L,,,] msi et seulement sh T~ hIl s’ensuite que si
[Cedt bien fond, alors L] est bien fond.

Finalement, silCedt total, commd_—dst total sulL", [, est lui aussi total sur I'ensemble
des multi-ensembles @éments dd..

B Classes de complex@

Nous faisons ici un rappelés informel, mais suffisant pour se faire unéeadde quelques
notions de base enébrie de la complexit

Un probleme de dcisionest, brutalement parlant, un langage. En pratique, @sritdun
probleme de écision sous la forme :

ENTREE : une donéex;
QUESTION : la propiét P (x) est-elle vraie ?

On verra souvent un pra@ine de dcision commetant juste le @dicatP .

Le langage dfini par ce format est 'ensemble deselles queP (x) est vraie. Par exemple,
le probEme HORNSAT est :

ENTREE : un ensembl& de clauses de Horn propositionnelles (c’'astire, closes) ;
QUESTION :S est-il satisfiable ?
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Le probeme HORNSAT est&cidable ertemps polynomialc’esta-dire qu’il existe un al-
gorithme qui, prenant en eet un ensembl8 de clauses de Horn propositionnelles, retourne
“oui” si S et satisfiable et “non” s est insatisfiable en un temp@g|S|™) pour un certain entier
n =1, etal|S| dénote la taille d&. Il suffit en effet de satured par hyperesolution positive, ce
qui termine en temp®(|S]?). (On peut néme Eésoudre le prokime en temps [quasi-]igaire.)

La classe de tous les préohes de @cision é&cidables en temps polynomial est@®f.

La classe NP (“Non-eterministe Polynomial”) est la classe des peohés de la forme :

ENTREE : une donaex;

QUESTION : existe-t-il une doréey de tailleO(|x|™) telle queP (X, y) soit vraie ?
ou m est un entier fig sugrieur ouegalal, etP (X, y) est un pro@me dans P.

Par exemple, le probime SAT suivant est dans NP :

ENTREE : un ensembl& de clauses propositionnelles ;

QUESTION :S est-il satisfiable ?
On ne sait pas si SAT est dans P ou non, mais cela semble infgeolmn peut montrer que

SAT estNP-complet c’esta-dire que pour tout probineQ dans NP, il existe une fonctioh
calculable en temps polynomial telle que pour toutegakrde Q, Q(X) est vraie si et seulement
si f(X) est satisfiable. Ceci a comme cégsence que SAT est dans P si et seulement si P=NP.

Une facon plus classique défthir NP est d’utiliser un magle de machines, les machines
de Turingnon ceterministesCes machines ont la possik#jten plus d’effectuer detapes de
calcul normales, de se dupliquer en autant de machinesygar'de choix pour la doréey dans
I’énoné ci-dessus. La machine globaéond “oui” si 'une des machines fillespond “oui”, et
répond “non” si toutes les machines fill&pondent “non”. NP est alors la classe des grotas
résolubles sur une machine de Turing né@tedministe en temps polynomial.

Clairement, HNR.

Toujours plus haut, la classe PSPACE (“Polynomial SPACEY)l& classe des praighes
P tels qu'on peut testelP (x) en temps fini quelconque, mais en utilisant qu'un espace- poly
nomial, c’'esta-dire une quantt de némoire polynomiale. Il se trouve qu'ici, que la machine
soit deterministe ou non n'a aucune importance : leaieme de Savitch dit que les prébhes
décidables en espaHf(|x|)) non-ceterministe sont&cidables en espacéteérministeO (2(|x|)),
et clairement tout probime écidable en espace&terministeO(f(|x|)) est cecidable en espace
non ceterministeO (F(|X|)).

Une caradrisationequivalente, dua Wrathall, de PSPACE, est la suivante. Un peofé de
APTIME (“Alternating Polynomial Time”) est un probine de la forme :

ENTREE : une donéex
QUESTION : existe-t-il un entien = O(|x|™), une dongey; de tailleO(|x|™) telle que pour
toute donkey, de taille O(]x|™), il existey; de taille O(|x|™) telle que ..., il existeysn—;
de tailleO(|x|™) telle que pour touy,, de tailleO(|x|™) la propositionP (X, Y1, ..., Y2n) SOit

vraie ?

Alors APTIME=PSPACE. On peut formaliser APTIME en utilisant la notion dacimnes
de TuringalternantegCKS81]. Ce sont des machines qui peuvent soit effectueétiases de
calcul normales, soit des choix existentiels (se dupligureautant de machines filles qu’il y a
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de valeurs possibles powsi—;, et retourner “oui” si et seulement si au moins une des mashin
filles retourne “oui”), soit des choix universels (se dupkgen autant de machines filles qu'il y
a de valeurs possibles poysi—, et retourner “oui” si et seulement si toutes les machinksfil
retournent “oui”). APTIME est alors la classe des pseshes @cidables en temps polynomial
sur une machine alternante. Shapiro [Sha84] montre que debimes alternantes existent en
pratique, en un sens : ce sont essentiellement les prograufradg, et la notion de temps d’un
calcul alternant corresporadla profondeur d’une&tivation par hypegsolution positive.

Le probEme typique qui est complet pour PSPACE est QBF (“Quantifiedi&n Formu-
lae”) :

ENTREE : une formuld= = Q;X; - ... - QnXn - S, ou S est un ensemble de clauses proposi-
tionnelles sur les variables, . . ., X, et lesQ; sont des quantificateutsau [ 1

QUESTION :[= F ?
On note quéF est soit valide soit insafisfiable. On recofiri@lternance de quantificateurs

caracéristique de APTIME. En particulier, NBPSPACE.

Un autre prol#me PSPACE-complet typique est la vaeude I'intersection d’'un ensemble
d’automates de mots §terministes) [Koz77].

La classe DEXPTIME est celle des prebies écidable en temps éderministe) exponentiel.
Parexponentiebn entend de la form®(2X“) pour un certairk = 1, c’esta-dire bor@ par I'ex-
ponentielle d'un polyme en la taille de I'enée. Un prokdme DEXPTIME-complet typique
est la vacuié de I'intersection d’un ensemble d’automates d’arbrésefuninistes) [Sei94].

On a PSPACEDEXPTIME. De toutes les classes de complexitention@es ci-dessus, la
seule inclusion stricte connue esEBEXPTIME. On conjecture que toutes les autres inclusions
sont strictes.

Un autre ésultat remarquable de [CKS81] est que DEXPTHMEPSPACE (“Alternating
Polynomial Space”), la classe des prles @cidables sur une machine alternante en temps fini
guelconque mais espace seulement polynomial.

En fait, [CKS81] montre que l'alternance transforme le ten@m espace, et I'espace en
une exponentielle du temps. On a vu que PSPABETIME, mais on a par exemple aussi
que la classe EXPSPACE des prarnles @cidables en espace exponentiel sur une machine
déterministe (ou noné&erministe, de facogquivalente, par le #ftoeme de Savitch) est iden-
tique a la classe AEXPTIME des pralshes é@cidables en temps alternant exponentiel. De
méme, DEXPTIME=APSPACE, mais on a aussi D2EXPTIMREXPSPACE, c'est-dire que

la classe des probies écidables en temps doublement exponentiel (@me(ZQ'X'k), k=1)
sur une machine@terministe est exactement la classe des probk @cidables en espace expo-
nentiel sur une machine alternante.

Il existe bien d’autres classes de compleXiloh90]. La seule que nous utilisons dans ces
notes et que nous n'avons pas encartéd est NEXPTIME, la classe des prebhes écidables
en temps noné&terministe exponentiel. Elle séfthit exactement comme NP, en remplacant les
bornes polynomiale®(|x|™) par des bornes exponentiell@§2™™).

Les inclusions strictes connues entre les classes que wons mentionaes ici sont

PIDHEXPTIME, NPLNEXPTIME, PSPACH EXPSPACE, DEXPTIMHDIAEXPTIME
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Les autres sont conjectes.

C Forme clausale dfinitionnelle

Pour convertir une formulé en un ensemble de claus@sune fagon intelligente est d’uti-
liser une mise efiorme clausale dfinitionnelle Une mise en forme clausale classique prend
un temps en gréral exponentiel, une mise en forme clausaénitionnelle prend toujours un
temps lireaire. On pourra consulter [FLHTO1].

L'id e est de @&@er un nouveau symbole deggicat servant d’a@viation pour chaque sous-
formule deF, et d'écrire des clauses exprimant les relations entre @adiqats.

On dit queF est unesous-formule imidiatedeF [CGI G [E1F [GI G [E] IXIF, IXIF.

La relationsous-formulest la cbture Eflexive transitive de la relation sous-formule ifdnate.

Pour chaque sous-formutzdeF, de variables libreg,, .. .,ym, Créons un nouveau symbole

de pedicatm-aire Pg, posond_g = Pg(Y1,...,Ym), €t céons lexlauses structurelles
—L¢ G si G est un litéral
—Lg LGl, —Lg Lc;2 siG = G, [ G,
—Lg [HLg, [Hlg, siG=G; [G,
—Lg [HLg, siG = [xX1 G,
—Lg [HLg, siG = X1 Gy, x pas libre dan§;

—Lg [P, (Y1, Ym, Tc(Y1,---,¥Ym)) SiG = X} Gy, x libre dansG;

ou, dans le dernier cay;, ..., Ym sont les variables libres dg, et fg est un symbole de fonc-
tion. On suppose que §& et G”sont deux sous-formules distinctes, alfigset fgosont deux
symboles de fonctions distincts. (Il s’agit de fonctionsSkelem On notera qu’on peut relaxer
cette condition en demandice quef etfgosoient distincts S6 et GPne sont pas logiquement
equivalentes.)

SoitD(F) 'ensemble des clauses ci-dessus, union la clatlse. Alors F est satisfiable si
et seulement D (F) I'est. En effet, si est satisfiable, on peatendre un moglel, de domaine
D, satisfaisanF en cEfinissant :

— l¢,, pour toute sous-formul& = [XI G, telle quex est libre danss;, commeétant

n'importe quelle fonction quavy,...,v, [ associe une valew telle quel, [x; =
Vi, ..., Xn = Vp, X := V] E G; (ceci existe, par 'axiome du choix) ;

— lp, de sorte quéd, p |E Lg si et seulement di, p | G, pour toute sous-formulé deF ;
Cette structurétendue satisfait trivialement les clauses structuredesatisfait-Lg puisqu’elle
satisfaitF .

Réciproquement, sD(F) est satisfiable, pour tout mekk I de D(F), pour toute sous-
formuleG deF, il est facile de voir quéd, p = Lg impliquel, p E G, doncl est un moéle de
F.
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