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Reésune

Ce document sert de notes de cours pour le coursémeodstration automatique de
théoremes (2-5), prenaire partie, magisre MPRI Zme ange,éditions 2006—-2007, 2007-
08, 2008-09, 2009-10. Il s'agit de la version 13 du 05 oct@r£0, faisant suita la version
12 du 09 octobre 2009, faisant sudda version 11 du 24 novembre 2006, faisant saite
la version 10 du 19 septembre 2006, la version 9 du 12 octdd08,2 la version 8 du 02
decembre 2004 la version 7 du 08 novembre 20G@G4la version 6 du 13 octobre 200 |a
version 5 du 12 octobre 2004, &1a version 4 du 06 octobre 2004.

Les versions @oedentes servaient de notes de cours pour le courg€deation au-
tomatique de protocoles cryptographiques de DEA Prograiomaedition 2002—-2003. Il
s'agissait de la version 3. La version 1 date du vendredi Biliga 2002. La version 2 date
du mercredi 19 mars 2003. La version 3 date du mercredi 282008.

Il est question ici de techniques desplution, c'esta-dire de @monstration automa-
tique, de techniques d'automates d'arbres et de contsmtsemblistes. Le parti pris de
ce document est de ramener tous les motds d'automates et de contraintes ensemblistes
sysématiquemerd des prol#mes de @monstration automatique, ce qui fournit une certaine
unité au sujet.
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1 Préliminaires

Fixons une fois pour toutes un ensemble in @rcbmbrable de symboles deedicats unaires.
Un atomeest un object de la form@(tq;:::;t,), ou P est un symbole de pdicat ett4, .. .,t,
sont des termes du premier ordre sur la signature

Dans la suite, nous nous restreindrons toujours an ca%, sauf temporairement a@tut de
la section 7. Autrement dit, les atomes seront de la fd(t¢, ou P est un symbole de pdicat
unaire et est un terme du premier ordre sur la signatur€eci simpli era les notations. D'autre
part, nous nous igresserons &ei quement plus taré une sous-classe de la classe de la logique
du premier ordre (la class@onadiqug présentant naturellement cette restriction. Finalement,

P est les symboles de fonctionairesf .

Un littéral est soit un literal positif + P (t), soit un literalnégatif P(t). Uneclauseest une
disjonction de littraux 1P1(t1) _  2Pa2(t2) _:::_ «Px(tk). (Pardisjonctionde litteraux, on
entend ici un ensemble ni de l#taux.) Sik = 0, on écrit cette disjonctior? ; il s'agit de la
clause vide

Certaines clauses sont parti@rment importantes, il s'agit des clausksHorn qui sont
celles contenant au plus un éttal positif. Nous ne nous limiterons pas au cas des clauses d
Horn, mais mentionnerore l'occasion certainséasultats intressants qui ne sont valables que
pour des ensembles de clauses de Horn.

Les clauses de Horn sont regr@gs en clausedhies et clauses buts. Ladauses @ nies
sont les clauses ayant exactement uritk positif. On notera typiquement la clause rde
+P(t) _ Py(ty) i Pr(ty,) comme suit:

P(t) ( Py(ta);:::; Pa(tn) 1)

Dans le cason = 0, on notera aussi cette clauBét), et on I'appellera urfait. La notation(
est cende rappeler la notion d'implication. Le langage Prologisgilen @réral la notatior-

au lieu de( .
Un but, aussi appél clause @gative est une clause ne contenant que desrétix regatifs.
Il s'ensuit que tout but est une clause de Horn.&earit parfois le but Py(t;) _ ::: Pn(tn)

sous la forme :
?( Pa(ta); 11 Pa(ta) (2)

ou ? dénote le faux.
Symétriguement, une claugmsitiveen est une qui ne contient que deligtux positifs.



2 Semantique

2.1 Smantique de Tarski

Unestructurel estla donge d'un ensemble non vide (le domaing, de sous-ensemblés
deD, un pour chaque gdicatP, et d'applicationds : D" ! D pour chaque fonctioh 2
d'arité n. Etant don@ unenvironnement, c'esta-dire une application qui assocechaque
variable urélement deD, lavaleur| JtK d'untermet est & nie par:

— | XK = (x) pour chaque variable;

On e nitlarelationl; E P(t), etl'ondit queP (t) estvraiedansl; , sietseulement $iJXK
estdandp.

Pour toute claus€, on posd; [ C si et seulement s'il existe un l@tal+ P (t) dansC tel
quel; [ P(t),ouunliteral P(t) dansC tel quel; 6j P(t). Ceci peugtre reformug dans
le cas de clauses de Horn, comme suit. Par convention, poseis 6] ?.Onal; F C,
ou C est une clause de Hom ( Ag1;:::;An, sietseulement i 6 A; pour au moins um,

1 i n,oul; FEA.

La structurel est unmocklede la clauseC si et seulement dii = C pour tout environ-
nement ; onécrit alorsl £ C. | est un modle d'un ensembl& de clauses si et seulement si
| F C pour toute claus€ dansS ; onécritl F S dans ce cas.

On dit qu'une clause, resp. un ensem®lde clauses, eshtis ablesi et seulement elle (resp.
il) a un mockle.

2.2 SEmantique de Herbrand

Un terme, un atome, un létal, une clause estos(e)si et seulement s'il (si elle) ne contient
aucune variable libre. Unsubstitution est une application des variables vers les termes. On
notet le résultat de l'application de la substitutiorau termet : x = (X),f (ty;:::;t)) =

notera aussi la compositionde et , c'esta-dire I'unique substitution telle qug ) =
(t ) pourtouttermd : associea toute variablex le terme (x) . Unrenommagébeest une
substitution qui est une bijection entre variables.

L' univers de HerbrandH est I'ensemble de tous les termes clos. Wtracture de Herbrand
est toute structuré dont le domaine edtl, et telle quel; envoie toutn-uplet de termes clos
ty, ..., t, vers le terme clo$ (t1;:::;t,), pour toutf d'arité n. (On suppose ici, sans perte de
géréralite, que contient au moins une constante, c'astlire un symbole de fonction d'a&0,
de sorte quéd est non vide.) Il est facile de voir que ceci est biénd, et que

| XK =t 3)

ou est vu comme une substitution sur let& droit et comme un environnement sur ke
gauche. Ummockle de Herbrandle S est une structure de Herbrand qui est un pledleS.
On a le lemme facile suivant :



Lemme 1 Soit une substitution| une structure, un environnement. Poson§ ] I'environ-
nement qua toutx dans le domaine de associd Jx K , eta tout autrex associe (x). Alors,
pour tout terme, | X K =1 JXK( [ ]).

Démonstration.Récurrence imradiate sur la structure de u

Proposition 2 Un ensemble de clausés est satis able si et seulement s'il a un nedd de
Herbrand.

Démonstration.Si S a un moele de Herbrand$S est clairement satis able. &iproquement,
supposons qus est satis able, et soit un mocele deS. On & nit la structure de Herbrantl®
parl8 = fuclogl JuK2 Ipg. (Commet est clos,| JtK est independant de ; on note cette
valeurl JK) Commel est un modle deS, pour toute claus€ de S, pour tout environnement
,onal; [ C.C'esten particulier le cas lorsqueest & nissable, c'esta-dire qu'il existe
une substitution °envoyant les variables vers des termes clos telle ¢xe= | Jx Kpour toute
variablex, autrement dit telle que = id[ 9. Doncl F C °parlelemme 1,d'al® °F C par
dé nition de | %et I'équation (3). Don¢ est un moele de Herbrand ds. u

Remarqgue 1 Nous ne consigfons que des clauses ici. Dans le cas de formuégngles du
premier ordre, ce lemme est toujours validgecondition de ne consater que des formules
universelles, c'esé-dire de la formeBxq;:::; X, F,ouF ne contient aucun quanti cateur. Ce
lemme est faux pour les formules existentielles.

Une structure de Herbrand peut étre cara@risee, d'une autre fagon, par un ensemble
d'atomes clos a savoir les atomes cld3(t) tels quel E P(t). (Encore une fois, I'environ-
nement est super u ici, donc omis.) &iproquement, sk est un ensemble d'atomes clos,
on peut @ nir l'interpr étation de Herbrand correspondamt@arlp = ftclogP(t) 2 Eg.
On consi@érera dans la suite, sans le dire explicitement, qu'unectre de Herbranestun
ensemble d'atomes clos.

2.3 Clauses de Horn et plus petits mogles

En particulier, les structures de Herbrand peuvent atnes ordonies par inclusion . On
peut montrer (exercice !) que tout ensemble satis able das#s de Horn a yslus petit modle
de Herbrand Ceci n'est pas enégéral vrai pour un ensemble de clauses qui n'est pas de Horn.

Une congquence imradiate est que tout ensemifiede clauses &nies a un plus petit
mockle. En effetS a un moele,a savoir celui qui contient tous les atomes clos.

Une autre caraétisation des plus petits melkts de Herbrand, qui est plésidente pour
les specialistes de Prolog, est la suivante. Fixons un ense@hle clauses de Horn. Sdi
'ensemble des atomes clos, uni®nPosons par conventich = ? pour toute substitution.

On consi@re? commeétant clos. Ond nit I'op érateurTs deP(F) versP(F) par :

Ts(l) = fA JA( A A2 S,
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Ts est monotone pour l'ordre d'inclusion. Par leéthieme de Tarski, il a un plygs petit point
xe. (Voir annexe A.1.) En fait, il est facile de voir que ceugl petit point xe est ., T3(;)
(exercice). Ce plus petit point xe est alors le plus petitdale de Herbrand d8§ dans le casw

il ne contient pa® . S'il contient? , alorsS est insatis able.

2.4 Langages et reconnaissabift

Avant de passer aux techniques dabnstration automatique sur des ensembles de clauses
du premier ordre, notons que les ensembles de clauses deddarissent deslangages de
termes Ceci n'est pas sans rappeler la wition de langages reconnus par automates. Nous
verrons en effet que les automates (d'arbres) sont des casutiars d'ensembles de clauses de
Horn.

Soit S un ensemble satis able de clauses de HorrR ein symbole de g@dicat. Lelangage
Lp(S) deS al'étatP estl'ensemble des termes clotels queP (t) est dans le plus petit mete
de Herbrand d&. Leséléements dé_p (S) sont appdds les termeseconnusa P parS.

Par abus de langage, on dira gaeestvide dansS si et seulement dip(S) est vide, et
de méme pour toute autre propte. Les lemmes suivants sont faciles. Le premier caresd la
reconnaissabilit, €mantiquement.

Lemme 3 SoitS un ensemble satis able de clauses de Horn. Le termetckst reconnwa P
par S si et seulement 8 plus la clause? (P (t) estinsatis able.

Démonstration.Sit 2 Lp(S), alors par @ nition P(t) est dans le plus petit meté de Her-
brand deS, donc dans tout maae de Herbrand d8; doncS plus? ( P(t) estinsatis able.
Réciproquement, s plus? (P (t) est insatis able, alors tout made deS doit ne pas satis-
faire? ( P(t), et donc conteniP (t) ; donct 2 Lp(S). u

Le deuxeme lemme caragtise la vacu.

Lemme 4 Etant don@ un ensembl8 satis able de clauses de Horf®® est vide dans si et
seulement sb plus la clauseé? (P (x) est satis able.

On appellera parfois dans la suite des clauses de la f@rfneP (x) desreqLetes

Démonstration.Si P est vide, alors le plus petit meté de Herbrand d& ne contient pas
d'atome clos de la form® (t), donc satisfai? (P (x).

Réciproquement, $$ plus? (P (x) est satis able, alors son plus petit meld de Herbrand
ne contient pas d'atome clos de la formaét). Comme tout moelle deS plus? (  P(x) est
aussi un modle deS, le plus petit modle de Herbrand d& est inclus dans celui d8 plus
? ( P(x), donc ne contient pas d'atome clos de la fofa{g) non plus; c'esta-dire queP est
vide dansS. u

Le troisieme lemme caragtise lavacuité d'intersectionc'est-a-dire,eétant donés un nombre
ni de symboles de pedicatsPy, .. .,P,, la question de la vac@tdeL p, (S)\ :::\ Lp (S).(On
dira par abus de langage que l'intersectior™de. . ., P, est vide dans ce cas.)



Lemme 5 Etant doné un ensembl8 satis able de clauses de Horn, l'intersection &, .. .,
P, estvide dan$§ si et seulement 8 plus la clause? ( Py(x);:::;Pn(X) est satis able.

On appellera de telles clauses degletes conjonctives
Démonstration.La demonstration est similaire celle du lemme 4, et laigs en exerciceu

Remarque 2 Il esta noter que la vacuét se traduit en une progte de satis abilie. Dans le
cadre des protocoles cryptographiques, un eleddu codage en clauses de Horn d'un proto-
cole est une preuve de&aurite, une observation dua Selinger [Sel01]. Dans ce cadre, une
propriéte de €curite d'un protocole cryptographique se traduit en une préfiride vacui d'un
langage. On pourra penser &turite = vacui€ de I'ensemble des attaques”, encore que ceci soit
davantage un moyen ramotechnique qu'unetvitable correspondance.

3 Reésolution

Comment peut-oné&tecter si un ensemble de clauses est insatis able ? Unedesitjues de
demonstration automatique les plus connues, et les plugeds en pratique, est té@solution
inven&e par J. Alan Robinson en 1965.

La résolution au premier ordre utilise la notiorudi cation. Ununi cateur de deux termes
ou atomess ett est une substitution telle quee = t . La substitution estplus ¢gerérale que

Osi et seulement s'il existe une troésne substitution telle que °= . Ununi cateur le
plus ¢eréral, oumgu(abegeant I'expression anglaisedst general uni ef) de s et det est un
uni cateur des ett qui est plus @réral que tout autre uni cateur deett. )

Si s ett sont uni ables, alors ils ont un uni cateur le pluggeral. On noterangu (s = t)
I'un de ces mgu. On peut montrer que les uni cateurs les pkr&ux ne diférent que par un
renommage ; c'esé-dire, si et %en sont deux, alors il existe un renommagel que = °© .
On peut aussi montrer qu'il existe parmi les uni cateurs jgs ¢eréraux certains qui sont
idempotentsautrement dit, = . Cette condition estquivalente au fait qu'aucune variable
du domainedlom = fxj (x) 6 xgn'est libre dans aucun term(x), x 2 dom

La regle derésolutionest :

C_+A Cc° A°
c ¢°

= mgu (A = A9

ou la condition = mgu (A = A9 signi e que A et A°sont uni ables, et que est leur mgu.
D'autre part, la notatiol€ _ + A en pémisse sous-entend gt n'est pas dans la disjonction
C, et similairement pouC®_ A° On sous-entend aussi que les deuanpisses ont des en-
sembles de variables libres disjoints, ce qui e effecté en renommant I'une ou l'autre des
prémisses. On appelle la conclusiorrésolvant binairedes deux @EFmisses.

Cette egle se spcialise dans le cas des clauses de Hdaregle :

=mgu (A = B)




La regle de esolution binaire est comgtie pour les clauses de Horn : si un enserdie clauses
de Horn est insatis able, alors on peutdlire la clause vid& en un nombre ni détapes de
résolution binaire.

Dans le cas de clausesmgrales, la@solution binaire n‘egpascompkte. Par exemple, I'en-
semble de clauses suivant est insatis able :

+P(x) _ +P(y) P(X)_ P(y) (4)

Ici x;y sont deux variables distinctes. Cependant, l'unicggsolvant binairea renommage s,
de ces deux clauses esP(x) _ P(x), eta partir de celuid, aucune nouvelle clause n'est
produite ; en particulier, la clause vide ne sera jamais yited

Ceci est facilea corriger ; il suft de nous donner la possibdid'utiliser une egle addition-
nelle, dite ddfactorisation(positive) :

C_+A _ +A°
C _+A
On notera que cettegle n'est jamais applicable sur une clause de Horn — on@opla néme
convention que plus haut, et I'on comprend qtie +A _ +A%en pémisse sous-entend ghe
et A%sont distincts et hors de.

On a alors le @ésultat que la combinaison des deexgles de @solution binaire et de facto-
risation positive est comete : tout ensemble insatis able de clauses admet @miwation de
la clause vide a l'aide de ces deuxegles. (Cette combinaison des deegles est appee la
résolution) Nous montrerons un doreme plus fort en section 3.2.

Dans l'exemple ci-dessus, omeive + P (x) résolvant P(x) _ P(y) avec+P(x), on ob-
tient P(y); en ©solvant cette derare clause ave¢ P(x) de nouveau, on obtient la clause
vide.

On appellefacteur (positif) d'une clauseC toute clauseC®que I'on peut obtenia partir de
C par0, 1, ou plusieurs applications de lagle de factorisation (positive). On appei&solvant
de deux clause§, etC°  ACtout résolvant binaireC _ C%entre un facteu€ _ + A deC; et
co  AC

On a le ésultat facile :

= mgu (A = A9

Lemme 6 (Correction) SoitS un ensemble de clausesS¥n'importe quel ensemble de clauses
obtenues partir de S par résolution binaire et factorisation positive. Tout neteldeS est un
mockle deS°

En particulier, si2 est ceductible par ésolutiona partir de S, alors S est insatis able.

Exercice 1 On consiere la regle defactorisation @gative:
cC_ A A

C _+A
On ¢k nit les facteurs egatifs de marmire similaire aux facteurs positifs, et lagle derésolution
géreralepar :

= mgu (A:: A9

C_+A; i +A, C° A? i AO
c ¢°
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oum 1,n l,et =mgu(Ar= Ay An 12 AnAY = AY i Al L = ADIA L 2
A®). Montrer par recurrence sun 1 que tout Esolvant @réral est @ja un résolvant, au-
trement dit que la egle de factorisation &gative est super ue. (Ne pas oublier que les deux
prémisses sont suppEes avoir des ensembles de variables libres disjoints.)

3.1 Raf nements de la resolution, resolution ordonnée avec 8lection

Il existe un certain nombre de restrictions dedgle de esolution qui restent comgies :

— On peut restreindre la @misseC _ + A de la egle de ésolution binairea étre une clause
positive ; cette restriction est apgella egle dhyperésolution positive
Dans le cas des clauses de Horn, ceci re\aamistreindre cette pmissea étre une clause
reduitea un seul literal positif+ A, c'est-a-direaétre un fait.
La restriction de la&gle de ésolution binaire o l'une des deux @misses de laegle
de esolution binaire est une clauseitaire, c'esta-dire ne contenant qu'un létal, est
appeéerésolution unitaire La résolution unitaire est donc congbé pour les clauses de
Horn, mais elle ne I'espasdans le cas de clausegrgrales. Consigrer par exemple
I'ensemble insatis able :

+P(@ _+P( +P(a)_ P(b (5)
P(a) _+P(b P(a)_ P(b

— On peut restreindre la@misseC _ A de la egle de esolution binairea étre une clause
négative ; on obtient ainsillyperésolution regative

— En ¢ereéral, larésolution #mantiqueest compéte, ai l'une des pemisses est contrainge
étre fausse dans une integationl x ée. On notera que I'on retrouve I'hypésolution
positive en prenant linterprétation de Herbrand fausse de tout atome clos, et I'hy-
peresolution @gative en choisissant pourlinterprétation del vraie de toute atome
clos.

— Larésolution ordonaedemande que :

— A soit maximal dans la clauge _ +A, etA°maximal dan€C®_ A% ouC _+A et
C%  AY%sont les pemisses de laegle de ésolution binaire,

— etA, A%soient tous les deux maximaux dans lamisseC _+A _ + A°de factorisation,

ceci pour un ordre strict stable sur les atomes. On dit que eststablesi et seulement si

A B impliqueA B pour toute substitution telle que etB sontclos. (Il esten

fait possible de relaxer la condition de stakijivoir [dN95].)

Préecisons qu'un atom@& estmaximaldans une claus€ s'il n‘existe pas de littral B

dansC tel queB  A.

La résolution ordonée est un raf nement complet de lagolution, qui est &s restrictif.

— Larésolution ordonée avec 8lectionest similaire, mais utilise en plus une fonctisel
dite desélection qui a chaque claus€ associe un sous-ensemble (possiblement vide) de
ses literaux regatifs. L'idee est que I'on utilise la fonction dé&lgction pour éterminer
sur quel litéral resoudre ; on n'utilise I'ordre que pagthut.

Regardons d'abord le cas (plus simple) el (C) retourne soit I'ensemble vide (on dit
qu'aucun liteéral n'est &lectionreé dansC) soit un singletorf Ag (on dit que A estle
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littéral €lectionre dan<C). Preciment, laegle de esolution ordonae avec&lection est

alors :
C_+A; ::: _+A, C° A°
_ c _c°
ou n 1, =mgu (A = A%:::: A, = A9, aucun literal n'est €lectionré dans
C_+Ai i +A,etAq i A, sontmaximauxdanS _ +A; ::: +A,;et Alest
selectionre dansC® _ A°ou bien aucun ligtral n'y est €lectionré maisA° est maximal
dansC® A

On remarquera que l'on a coml@mesolution binaire et factorisation en une seelgle. La
prémisse de droit€® _ Als'appelle la pemisseprincipale celle de gauche la pmisse
auxiliaire.

En geréral, on peut demander gpéusieurslittéraux soient @ectionres, AY, ..., A°

au lieu d'un seul, A° dans la pemisse principale de droite. On uni era chacun avec une
nouvelle pemisse auxiliaire. Dans le cagmgral, doncsel est une fonction quelconque
qui a toute clause associe un sous-ensemble, possiblementigides littraux regatifs,

et la regle de esolution ordonée avec slection est :

Z 1} { 0 0 0
Ci_+Ai_ii_+An C_ Aj_:i_ A

c, . Cc c°

ou :

~

() ni 1pourtouti,1 i ;

([ =mgufA; =AJ1 i 51 j ng;

(i) sel Ci _+Ai1_:::_+Ain,)=; etAj1;::1; Ain, sont maximaux danS; _ +Aj; _
il +Aj,,pourtouti,1 i ;

(iv) sel C°_ A9 _::: A9=1f AY%:::; APget’ 1, oubien aucun lifral n'est
selectione,” =1 et A?estmaximaldan€®_ A9 _ :::  Ad=CC_ AL

Il esta noter que la fonctiosel estquelconqueet n'est restreinte que par le fait qu'elle
doit £lectionner des litraux regatifs. (On pourrait les choisir positifs, ceci ne chaager
rien en terme de comgltude.)

Si I'on choisit comme fonction deédection la fonction qui retourne toujours I'ensemble
vide, on note qu'on retrouve l@&solution ordon@e. Si au contrairsel (C) retourne l'en-
semble de tous les l@taux regatifs deC, on obtient un raf nement de I'hypegsolution
positive a les litteraux positifs sur lesquels oagsout sont de plus restreira€tre maxi-
maux dans leur clause. L&solution ordonge avec 8lection est compte, et donc ces
derniers raf nements aussi, comme nous allons le montrer.

D'autres raf nements complets peuveétre troues dans [CL73] : la lockasolution de
Boyer, la straégie “set-of-support”, la stragie lirtaire notamment. Certains raf nements ne
sont complets que sur des ensembles de clauses de Hesalution unitaire, &solution input
[CL73], résolution avecé&lection libre [dN95].
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3.2 Compktude, arbres €mantiques

Soit Ag; Ay iii Ais i uneénuneration des atomes clos. Uirgerprétation partiellesur
cetteénuneration est une liste nie 1A;; Az :::; «Ax. SiA; apparéd avec le signe-, on
dit queA; estvrai dans l'interpetation partielle ; il estauxs'il apparét avec le signe . Sinon,
A; estindé ni dans l'interpétation partielle.

L' arbre de Herbrandest I'arbre dont les sommets sont les intétptions partielles. Lin-

terpetation partielle 1A1; A5 :::; Axadeux Is,quisont 1As; Az KAk, Al
et 1A1; ALl KAk +Axsr. (Ceci, bien @r, a condition queAg.; existe; sinon, 1Ag;
2Az il kAg n‘apas de Is.) Laracine de l'arbreest l'interpiétation partielle vide.

Les branches maximales (in nies e@mgral) de l'arbre de Herbrand sont naturellement en
bijection avec les inter@tations de Herbrand. Siest une intergatation de Herbrand, on obtient
une branche maximale qui passe par les nceugsis 1A, puis 1A;; A, etc., am ; est
le signe+ siA; 2 |, sinon. Reciproquement, sur toute branche maximale, on note que tout
atomeA; appard avec un signe unique; dans toute interg@tation partielle de longueur au
moinsi ; on obtient donc une interptation de Herbrand contenant exactemenfleels que ;
est le signer.

Théeoreme 7 (Herbrand) Etant don@ un ensemble de claus&sdu premier ordre, les trois
conditions suivantes soétjuivalentes :

1. S estinsatis able;
2. I'ensemblesS # des instances closes &eest insatis able ;
3. il existe un ensemble 1B, d'instances closes d& qui est insatis able.

Démonstration.Supposons$§ satis able, etl un mocele de Herbrand d8 (cf. proposition 2).
Alors pour toute instance close d'une clauseC deS, commel; | C, parl'équation (3), on
al E C .Doncl estun modle deS # On en @duit que 2 implique 1.

Réciproquement, di est une interg@tation de Herbrand qui satisf&t#, par I'eéquation (3)
de nouveau, satisfaitS. On en @duit que 1 implique 2.

Clairement, 3 implique 2. Il ne reste guemontrer que 2 implique 3. Fixons uaeuneration
guelconquéd, Ay, Az, ..., des atomes clos. Disons qu'une clause clossstfausseau nceud
N = A1 LAz KAk Sietseulement si pour tout Eftal A deC, le litteral oppogé A
est dans la list&N . On remarque que € est fausse au ncedMl, alorsC est fausse dans toute
interpretationl passant par le nceldl. Reéciproquement, <€ est fausse dans l'interprationl ,
alors il existe un noeud ou C estfausse:silonpose = A, _::i_ nAi,, 11 <:::<ip,
alors on peut prendre podt n'importe quel nceud qui contient; A, ..., mA|, .

On remarque maintenant que, pour toute intetgion de Herbrandl, par 2 il existe une
instance clos€ d'une clauseC de S qui est fausse dans Par la remarque ci-dessus,
est donc faussa un nceud de l'arbre €mantique. Appelonsceud déchecpour S tout nceud
minimal rendant fausse au moins une instance close d'unse&ldeS. (Par minimal on entend
minimal pour la longueur du nceud vu comme listearbre £€mantique cloest le sous-arbre
de l'arbre €mantique de @me racine, et dont les feuilles sont les nceud€chec. L'arbre
semantique clos n'a pas de branche in nie : sinon eenitait une interpgétationl , pour laquelle
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au moins une instance clo§e d'une clauseC de S serait fausse, menaatl'existence d'un
nceud déchec sur la branche ce qui serait absurde. D'autre part, I'arbrensantique clos est
a branchement ni, donc d'aps le lemme de #&nig, il est ni. (Moir annexe A.2 pour plus
d'informations sur le lemme de &hig.) En particulier, il a un nombre ni de feuilles, c'eat
dire de nceuds échec. Choisissant pour chaque nce@tlded\ une instance closéy n d'une
clauseCy deS qui est fausse eN, on obtient que I'ensemble ni deSy y estinsatis ableu

FiG. 1 — Un arbre émantique

lllustrons les notions empl@&ges dans la preuve sur un exemple. En gure 1, on sesap
un arbre émantique ( ni) sur les trois atomes, B, A, dans cet ordre. Autrement d&; = C,
A, = B, Az = A. Le nceud 1 est l'inter@tation partielle vide, le nceud 2 est l'inter@tation
partielle C, le noeud 3 est C, le nceud 4 est C; B, le nceud 5 est C;+B, etc. Notons
qgue la clause€C ( B, c'esta-dire+C _ B, est fausse en C;+B (nceud 5). On note ainsi
gue siS est I'ensemble des clause#A ;B ( A;C( B;?( A;B;C, alors toute branche
rencontre un nceud qui rend au moins une des clauses fausea.@ioisit les nceuds minimaux
(les plus hauts possibles) parmi ces derniers, on obtiemtdeuds dchec, que I'on a repsengs
en gure 1 par des nceuds sur lesquels uneeche pointe; la source de l@cheétant la clause
Cy choisie qui est fausse éh.

On peut @ja en céduire la comp@tude de laé&solution, par&currence sur la taille de I'arbre
semantique clos. Si la racineest un nceud échec, alors@écessairemer@ est la clause vide, car
aucune clause non vide n'est fausseSinon, il existe umoeud d'inérence c'est-a-dire un nceud
dont les deux Is sont des nceud€dhec. (Choisir un nceud noredhec maximal, c'est-dire le
plus bas possible.) En gure 1, les nceuds cBirgnce sont 4, 6, et 7. Sdit un nceud d'inérence,
etN; A etN;+A sesdeux Is. Onrappelle quéy. a n: a estfausse eN; A mais pas en
N, doncCyn. a n: a €stde laformeC; _ +A. (De plus,C, est fausse el .) En particulier,

Cn: a peutsécrireC _ +B; _:::_ +Bp,oum letBy n. a = 0= By oA = Al
De memeCy.+a n:+a peut secrireC? A ou C? est fausse e, et Cy.. o peut sécrire
CO_ BY? :::_ Bloun letBYpnia = :::i= B2 n+a = A. Posons g l'union
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(disjointe si I'on suppose qu€y. A etCy..a Ont des ensembles de variables libres disjoints)

de N. a etde n.+a. Parconstructiong uni e tous lesB; et tous IesBj‘?, donc est une instance
de =mgu (By = By:ii;By 1 = Bp;BY = BY:::;BY ;, = BBy = BY). On

peut donc appliquer leegle de esolution @rérale (exercice 1) etédiuire un esolvant @réral

C _ CY .llestanoter que cette demrie clause a comme instance clg8e _C°) = C; C?,

qui est fausse au nceddl. En appliquant judicieusement lagle de esolution @réralea deux

clauses bien choisies, on a doné&un nceud &chec au moins aussi haut que le nadudPar

I'exercice 1, on peut obtenir c&solvant @réral sans utiliser la factorisatiorégative, donc par

résolution.) Ceci diminue strictement la taille de I'arb&srgntique clos, et I'on peut appliquer

I'hypothese de&currence : la clause vide estdlictible par@solutiona partir deS.

Théeoreme 8 (Compétude) La résolution ordonée avec &lection est compte : pour tout
ordre  stable, pour toute fonction delkectionsel , I'ensemble de clauseS est insatis able
si et seulement si I'on peuédver la clause vid@ a partir deS par la seule egle de ésolution
ordonrée avec &lection.

ni des atomes clos gurant dans lI'ensemble &, d'instances closes d&du theoreme 7.3. On
suppose led\? dans un ordre tel que &’ AP, alorsi < j . (En d'autres termes, oétend

a un ordre total sur lea?.) Appelons un arbre&nantique closidape si ses nceuds sont de la
forme ;A;:::; AQaveck n.Par construction, il existe un arbréreantique clos adait
tel qu'a tout nceud @checN est assoé une claus€y de S et une substitutiony telle que
Cn n~ estune clause close qui est fausséen

Appelonsarbre decote pour un ensemble de claus88tout uplet(T;C; ), ou T est un
arbre €mantique clos adaptC associea chaque nceud & hec (feuille d&) N une claus€y
deS® et associea chaque noeud @hecN une substitutiony telle queCy y est close et
fausseaN. Il existe donc un arbre@tog pourS.

Etant don@ un arbre dcog (T;C ; ) pour S soit la racine est un noeud échec, et
alorsC est recessairement la clause vide, soit I'on trouve un noeud (gst pas déchec) dans
T en calculant comme suit. Le plan de lamdonstration consiste montrer que ce nceud est
caracéristique de clauses sur lesquelles on peut appliquergke de esolution ordonée avec
sélection. L'appliquer engendre une nouvelle clause, qua am arbre @coe plus petit, au sens
ou une certaine mesure bien faralde cet arbre&trdtra ; ce qui montrera la terminaison.

Choix des clauses sur lesquellé&soudre Soit doncS® un ensemble de clauses et un arbre
décog (T;C ; ) pourS° Soit, pour chaque nceudéthecN, Cy n une clause close qui est
fausse erN. Soit N Hy le littéral AP de Cy n aveci maximal—autrement dit, le ligral
le plus grand, ou le plus bas sur la branche memadt Si N est un ensemble ni d'atomes
Bi;:::; Bk, notonsN la disjonction B; _:::_ Bg. SiP est un ensemble ni d'atomes
B1;:::; Bk, notonst P ladisjonction+B; _ :::  +By.

On peutécrireCy n de facon unique sous la formeyHy _ +Py _ N § _ Sy, ou Py
est I'ensemble des atomes @y n (hors §Hy) qui apparaissent sous le sigie Sy =
fL njL 2 sel Cy)g, etNy estl'ensemble des atomes@g n (hors §Hy) quiapparaissent
sous le signe , resp. non &lectionrées et électionres.
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Disons queCy, et par extensiolCy , estgérératrice si et seulement dily apparé po-
sitivement, c'esta-dire y = +, et si aucun literal n'y est &€lectionre (Sy = ;). Si Cy est
gérératrice,Cy n estdoncde laformeHy _ +Py _ N .

On construit une inter@tation propositionnelle parétapes, comme suit. Sbg = ;. Suppo-
sonsl déja construite, et consialons toutes les clausegrgratricesCy telles queHy = AL, ,
le k + 1-ieme atome. S'il en existe une telle ghig I« (tous les atomes @s sont vrais)
etPy \ Ix = ; (tous les atomes positifs sont faux), postps = I [f A2,; g. Sinon, po-
serly+1 = lg. La suite s'arétea l'indice n, lorsqu'on aénuneré tous les atomes, et I'on pose
| = I,. Linterprétationl a les propretes suivantes :

(I.1) Pour toute clauseggeratriceCy telle quel rend vrais tous les atomes HNig, et faux tous
les atomes d@y, | rendHy vrai.

(1.2) SiH estun atome vrai dans alors il existe une clausegératriceCy telle queHy = H.
De plus, tous les atomes 8, sont vrais dans, et tous les atomes d&, sont faux dans
.

La véri cation de ces deux propgies est laisse en exercice. Ellegpend du fait qu'un ligtral
devenu vraia I'etapek ne pourra jamais redevenir faux; et, plus subtilement, dugiaun
littéral dePy qui était fauxa I'étapek, au moment o Hy = Ap,,, restera fawa toutes les
étapes suivantes (parce ddq est plus bas que tout atome Eg).

| étant une interg@tation de Herbrand, est aussi une branche de I'aéreastique, etél nit
donc une unique branche de l'arbréadgé (T;C ; ). Au bout de cette branche dafs on
trouve donc un unique nceudédhedN, . L'id ée est qu€y, vaeétre la pemisse principale dans
la regle de esolution ordonée avec 8lection.

Prémisse principaleMontrons donc en premier qu&y, peutétre pésenge de sorta oleir
aux restrictions impd=es aux gemisses principales, c'eatdirea la condition(iv).

1 par hypotlese. Suppons donc qu'aucunéitil ne soit 8lectionré danCy, . Consicrons
le littéral , Hy, . Sile signe y, était+, Cy, serait donc grératrice. Mais comme€y, est
fausse dans, tous les atomes dgy, sont dang et aucun des atomes &g, n'est dand . Par
la propréte (1.1), ceci impliquerait quéd, soit aussi dans, ce qui rendraiCy, vraie dand ,
contradiction. Donc le signey, est . Soit A? nimporte quel litéral regatif deCy, tel que
A% N, = Hy, . Alors Cy, s'écritC°_ A9, ou aucun literal n'est €lectionre, et A9 est
maximal. Donc la propété (iv) est \eri ée dans tous les cas.

Prémisses auxiliairesConsicerons lesA? comme @ nis ci-dessus. Comm&y, , est
fausse dank, tous lesA? , sont vrais dans. Par la propi@te (| .2) (premere partie), il existe
une clause grératriceCy, telle queHy, = A? y,. Elle est igcessairement telle qu@y; n,
contient le literal+ A° y, .

Soient donc+ Aiy, ...,+Apn,, N 1, tous les littrauxL deCy; tels queL y, =+ A? y,,
et soitC; la disjonction de tous les autres éitaux deCy, . (Notez bien qu'il se peut qu'il y ait
plusieurstels litterauxL ; c'est ce qui justi e le fait quen; n'est en @réral pasgalal, d'ou le
besoin de la factorisation.) On a ainsi tréa pémisse auxiliair€y, = C;_+Aj;_:::_+Aj,,.
Commen; 1, la condition(i) est \eri ée.
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CommeCy;, est une clause&yératrice, aucun lifiral n'y est &lectionre. De plus, les- Aj;

y sont maximaux : sinon il existerait un Bital L dansCy, tel queL +Aj, donclL
+Aj N, =+ AP N, = Hy, (par stabilie de ). MaisHy, est par @ nition le grand litteral (le
plus bas dans l'arbre) déy, n;,, contradiction. Donc la conditiofiii) est\eri ée.

Finalement, on &; y, = A? y,. Comme on a suppégsans perte deégéralite) queA;;
et Aigo n'avaient aucune variable libre en commun & i% et queA;; etAiOo n'avaient aucune
variable en commun (pour touisi® j ), la substitution n, [ n, [ :::[ ~. [ n~, @unsens,et
est clairement un uni cateur de%; et desA?.

Soit leur mgu : la conditior(ii) est donc @ri ée. De plus,n, [ n, [ :::[ N [ n, €St
une instance de , pour une certaine substitution(Nous utiliserons ceci plus bas.)

LaclauseC; _:::_C. _ CO estdonc éductible par&solution ordon@e avec &lection.

TerminaisonMontrons que ce processus terminé. llissons le nouvel arbre@toe (TS C% °)
a partir de(T;C ; ) comme suit. SoiS° I'ensemble de clauses do(if;C ; ) est un arbre

décog, et soitS®’'ensemble de clause®’plus le ésolvantC, _ ::: C _ CO.
Onmontred'abordquéC; _:::_C- _C%) =Cy yn,_:::_C n._COy, estfausse au
nceudN, , ce qui revient dire queC® n, estfausseeN,, ettousle; y,,1 i °,sontfaux

enN,. Le fait queC° n, Soit fausse eiN, estévident, carC® N, estincluse dan€y, n,, qui
décore le noeud éched\, . EnsuiteCy,, qui est @rératrice, eségalea+Hy, _ +Pn, _ N ;.
Par construction d€y; (voir plus haut) et la propéit (| .2) (deuxeme partie), tous les atomes de
Ny, sont vrais dans et tous ceux d€y, sont faux dan$. Comme par constructiol; \, est
exactement la sous-claus®y, _ N ., elle est fausse damsDonc(C; _:::_C _C?)
est faux dang. Comme cette derare clause ne contient que des atomesriafirs ouegaux
(plus haut dans I'arbre) que ceux degmisses, elle est fausse au nabiyd

Il est donc serisde considrer le nceudi °le plus haut au-dessus tig qui rend le esolvant
(C, _::: C _C°) faux.Alors:
(a) SiNCest strictement plus haut qidy dansT, alors soitT? I'arbre £mantique clos dont

les nceuds @chec sonN plus tous les noceudsé@tthec deT qui ne sont pas en-dessous

deN©° On poseC?, égale auésolvantC; _ :::_ C. _ C%,et (o, := , alors que
Clo= Cywet Qo= noopourtoutN 6 N°

(b) SiN®= N, on poseT°= T, C, égale auésolvantC; _::: _C- _ C° (quiremplace
donc au nceud échedN, laclauseCy, = C°_ A9_:::_ A9, , = etClw= Cyo

et Jo= noopourtoutN % N;.

Ce dernier cas ne peut se produire que si I'atome le plus dgtanuus bas) déC,
C. _C%) estle néme que celui d€y, y,, soitHy, . Consicrons les autres l#raux de
(C, _:i:_C _CY%) =Cyn,_::1_C y _CO,.Leslitttraux de<C; y,,1 i °,
sont par @ nition de C; strictement plus petits (strictement plus haut) &g = A? ,, qui est
un atome deCy, n,, donc plus petit o@gala (plus haut queiiy, . Les litteraux deC; y, sont
donc toujours strictement plus hauts ddg, . La seule raison pour laquell¢y, pourrait donc
appardredangC; _:::_C _CY%) =Cyn,_:::_C y _CO%y,,cestquil apparaisse
dansC? y, . Ce qui est important, c'est qu'en passani@lg n, aCy n, _ i1 C n. _ COy,
comme écoration du nceull;, on a moralement remplaales “grands” ligrauxHy, par des
clause<C; y,, qui ne contiennent que desé&itaux strictement plus petits.
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Formellement, on@ nitla mesure ;(Cy; ) dunceud ceched\ d'unarbre &coe(T;C; )
commeétant le multi-ensemble contenant autant de fois I'entigu'il y a de litteraux A°de
Cy tels queA® y = A? (le iieme atome clos dedhunération choisie). Dans le cdb), ou
N°= N, (et en posanN = N,), ce multi-ensemble&trdt, dans I'ordre multi-ensemble, lors
du remplacement déy, parC; _:::_C. _C°%.

On rappelle en passant que cet ordre multi-ensemble estdyiea, voir I'annexe A.3 pour
plus de @tails. (On rappelle qu'un ordre ebien fone s'il n‘admet aucune chae in nie
décroissante. Il s'agit d'un anglicisme [well-founded],eqoous peférons pour des raisons de
clarte au mot francaibon ordre)

On € nit ensuite la mesure (T;C; ) commeétant le multi-ensemble des(Cy; n),

N parcourant les nceudsathec d&. Dans le cagb), :(Cy; ) décrdt strictement, les autres
1(Cnog noo) étant inchangs. Donc la mesure décrdt dans I'ordre multi-ensemble dans le
cas(b).

D'un autre &té, la taillejTj décrdt strictement dans le cqa), et est inchange dans le cas
(b). Donc la mesure (T;C ; ) dé nie comme le coupldjTj; (T;C: )) ordonré lexico-
graphiguement, &crdt lors du passage d@;C ; ) a(T%C% 9). L'ordre lexicographique sur
les couples forras d'un entier et d'un multi-ensemble de multi-ensemblentiersétant bien
fondé, le processus termine, et I'on peut dor&ider la clause vide en un nombre ni&apes
de ésolution ordonée avec slection. u

On pourra remarquer l'utilisation de pour montrer par des moyens puremegrmsintiques
(c'est-a-dire sans utiliser I'exercice 1) que la factorisati@yative n'est paséctessaire.

Remarque 3 L'utilisation d'une fonction de 8lection est parfois encore un peu trop restrictive,
et I'on pourrait garder juste uneelationde €lection ; en termes basiques, on pourragcdier
de lectionner un ensemble de &thux regatifs diferent pour deux occurrences de l&me
clause. Ceci n'a, en pratique, aucunémét : si onélimine les clauses subsées comme nous le
ferons dans la suite, nous ne fabriquerons en particuliengss deux fois la Bme clause, et le
probleme ne se pose donc pas.

4 Elimination de redondances

En pratique, il est utile, voire fondamental, de combineelgle de eésolution avec diffrentes
regles desimpli cation de I'ensemble de clauses courant. Les deux plus importaetgss de
simpli cation sont :

— L'élimination de tautologieson dit qu'une claus€ est unegautologiesi et seulement si
elle estde laform€; _+A _ A pourun certain atomA. On peut alor€liminer toutes
les tautologies d8.

— L'élimination de clauses subséss: on dit qu'une claus€ subsumeine clauseCsi et
seulement sC%est de la formeC _ C;. On notera queC implique C , qui implique
C _ C;. Donc siC subsumeC® alorsC implique C°. Intuitivement, on doit pouvoir
éliminer toute claus€®impliquée par une autr€. Lintuition est fausse, mais l'on peut
tres souvengliminer les clauses subs@aes.
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— L'élimination des clauses pure®on dit qu'une clauseéC est pure dans un ensemble de
clausesS si et seulement &€ est de la formeC; A, et il n'existe aucune clause de la
formeC?_  A°dansS telle queA etA°sont uni ables (on dit que A estpur). L'ensemble
S est alors satis able si et seulementSsn f Cg est satis able.

Le fait queS nf Cg est satis able si et seulementSiest satis able est une bonne indication
que l'on peut enleve€ de S. Mais ce n'est pas une condition suf sante. Un cagiiessant est
celui au I'on sépare la egle de esolution en &solution binaire et factorisation positive : tout
facteurC de C est subsur parC, donc si I'on pouvait ne serait-ce qliminer toute clause
subsunge, alors la&solution binaire serait comgtle sans factorisation ; on a vu que ceétalt
pas le cas.

En géréral, le probéme peut s'expliquer comme suit. Supposons §uest un ensemble de
clauses insatis ables, et que la plus courégidation de la clause vide pagsolution (ordonae,
avec &lection) est de longued0. Enlevons deS; une clauseC redondante (tautologique, sub-
sunee, pure), et posor® = S;nfCg. S, est toujours insatis able, mais rien n'er@phe a priori
gue la plus courtegtivation de la clause vide soit de longu@ar(par exemple). Effectuons une
étape deé&solution, obtenarfss, qui n'est plus qua 19 étapes de la clause vide. Il est plausible
qu'éliminer une autre clause redondantermaa S,, qui est disons 30 étapes de la clause vide.
On voit ainsi que I'on engendre une suite in nie d'ensemldeslauses, tous insatis ables, mais
qui ne se rapprochent pas d'un ensemble de clauses contertdeise vide.

Nous allons regarder quelles clauses peuetrgéliminées de faconise en regardant ne-
ment la preuve du #oreme 8. L'icee sera de garantir que la mesufd@;C ; ) (ou un raf ne-
ment) decroisse.

4.1 Elimination de tautologies

Une tautologieC;  +A_ A n'aque des instances closes vraies. Donc aucune dayuse
n'est une instance d'une telle clause.

Raf nons la mesure des arbregebés en posant{S;T;C; ) =( (T;C; ;jSj) or-
donree lexicographiquementug@S;j est lataille de I'ensemble de claus&s et au I'on contraint
(T;C; ) aétre un arbre éco€ pourS. Comme aucune tautologie &n'est une claus€y,
I' elimination de tautologies laiss€T; C ; ) inchang, mais fait @crdtre |Sj.

On en conclut que I'on peut intercaler entre toldtspes deasolution ordonée avecslection
n'importe quel nombre @tapes d'effacement de tautologies. Notamment, on peaitldr déli-
miner sysématiquement toutes les tautologies.

4.2 Elimination de clauses subsurées

Supposons qu§ contientC et une clause subs@w®C _ C;. (DansC _ C;, on suppose
implicitement qu'il n'y aucun literal communa C et C;.) Supposons qu&l est un nceud
rendant faux une instance clog@ _ C;) deC _ C;. CommeN rend fausse la clause
C: , en particulieN rend fausse la clauge , qui est une instance close Ge Donc il existe
un nceud céchecN ®au-dessus dN .
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Si N %est strictement au-dessuse comme en section 4.&liminerC _ C, fait décrdtre
(T;C; ).Cecasne se psente en fait jamais, puisgNleest un nceud échec : il n'y a aucun
nceud au-dessus 8 ou une clause d8 serait dja fausse.

DoncN°= N. SoitCy n'estpaslaclaus€ _ C, etle néme argument s'applique, s@;
estlaclaus€ _ Cy, etl'on peut remplacer la clausg, au nceud dched\ parC, a condition
gue 1(C; ) soit plus petit olegal dans l'ordre multi-ensemble que(C _ Cy; ). (Le cas
plus petit est clair ; si on a&gali€, noter qugSj décraot.)

C'est notamment le cas sin'uni e aucun littéral dansC (autrement dit, ne calcule pas un
facteur deC). En effet, dansce cas(C _ Cy; )= 1(C; )] 1(Cy; ) 1(C; ) =

1(C; ).Noterqu'en@reral (C; ) 1(C; ), etonn'alégali€ que si n'uni eaucun
littéral dan<C.

Nous appellerons une clause subga@ _ C; telle que n'uni e aucune paire de littraux
de C une clausesubsurge lirtairementLa discussion ci-dessus montre que |'on pelirniner
toute clause subsuae lineairementa tout moment au cours de la recherche de preuvepdier
I'argument ci-dessus pouousles nceudd tels queC = Cy ; il peuty en avoir plus d'un.) En
particulier, on peut supprimer les clauses subsesrireairement le plust possible.

Par exemple, la clauseP (x) _ + P (y) subsume lidairement les clauses :

—+P(a) _+P(y) ( instanciex para)

- +P(@) _+P(y) _+Q(2)

—+P(X)_+P(y)_+Q(2)
et elle subsume, mais pasédamirement :

- +P(2) ( instanciex ety parz)

- +P(a) ( instanciex ety para)
A noter que eciproquementt P (z) subsume ligairement- P (x) _ +P(y).

Remarqgue 4 On peut en fait fournir des cetres délimination de clauses subséss plus lig-
raux, a condition de changer de mesuréT;C ; ). Un cas simple est celui de l&solution
ordonree, c'esta-dire au sel (C) = ; pour toute clauséC. La compétude de ce cas peut se
montrer en prenant,(C; ) = jTj; alors on peutliminer toute clause subs@ms, néme si elle
ne l'est pas ligairementa tout moment.

Dans le cas de la&solution ordonée avec 8lection, on peua la place raf ner 1(C; ).
Etendons l'ordre  sur les atomes un ordre sur les ligéraux par le produit lexicographique
de l'ordre  sur I'atome sous-jacent avec l'ordre > + sur le signe. Ordonnons les clauses
C par l'ordre multi-ensemble sur les litéraux, ordon@s par I'ordre piecdent. La preuve du
théoreme 8 tient toujours en choisissant(C; ) égalea C, ordonrée par . D'autre part, on
a toujoursC _ C; C, sauf siC _ C; subsume elle aus§i. (Exercice.) On en conclut
que I'on peutéliminer toute clausé€ strictement subsuéepar une autre claus€® c'est-a-
dire toute clauseC subsurge parCPtelle queC®n'est pas subsuge parC. D'autre part, on
peut ausseliminer tout esolvant (ordoné, avec 8lection) qui est subsus{pas cessairement
strictement) par une autre clause 8eCeci est proug notamment en [BG01] par une technique
apparemment &s diferente de celle @senke ici, mais (probablement) ebalite isomorphe.
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Remarque 5 Tester si une claus€ est subsuie par une autreC® est un probdme NP-
complet. Il est clairement dans NP : il suf t de deviner quét&€raux deC proviennent d'instan-
ciation de lit€raux deC® puis de Esoudre en temps polynomial le prebrie de pattern-matching
qui en resulte. Il est d'autre part NP-complet, mais éifintes techniques algorithmiques per-
mettent de étecter toutes les clauses sub&as par une clause do@e, ou eciproquement si
une clause dorée est subsuee par une des clauses d'un ensemble @éenextémement ef-
cacement [RSV01]. Dans le cas de formats de clauses comme e I'on consiérera en
section 7.6, il sera facile de voir que le test de subsomgsiriaisable en temps polynomial.

4.3 Elimination de clauses pures

L' élimination de clauses pures est une & délimination de clauses redondantes qui
est parfois tes ef cace : supprimer une clause redondante (pure notamrpeuat rendre pures
d'autres clauses, et ainsi de suite en'nka

Un argument facile montrant qu'on peétiminer les clauses pures est le suivant : tout
résolvant d'une clause pu@_ A (ou A est pur, c'esta-dire ne s'uni e avec aucun A°dans
aucune clause) avec une cla@¥est de laformé&€® A ,ou A ne s'uni e toujours avec
aucun A°dans aucune clause. Donc to@solvant d'une clause pure est pur. Comme la clause
vide n'est pas pure, aucune datspes deasolution construites dans la preuve dadieme 8 ne
peut utiliser de clause pure. On peut donc toutegliesiner.

En pratique, un @monstrateur automatique faindur la eésolution ordonée avec &lection
maintient des tables des &taux qui s'uni ent en position maximale owlectionree dans les
clauses. Il est alors facile deetdcter quelles clauses sont de la for®e +A (A maximal,
sel C _ +A) = ;) telles que+ A est pur, et quelles clauses sont de la fode A (A
selectionrg, ou biensel C _ A) = ; et A maximal) avec A pur. Il est aussi plus facile de
donner un argument direct de coraplde délimination de ces clauses pures partierds par la
technique de preuve duébreme 8, leCy ne pouvanétre pures dans ce sens.

4.4 Divers
Bachmair et Ganzinger [BG01] mentionnent d'autres cas demdance. En particulier, la
regle derésolution-subsomptigmermet,a partir des deux @misse<C A etC° C A,

d'inféererC®_C . Il s'agit d'une étape de&solution (non ordorie, sans@ection), qui est donc

toujours correcte et pserve la comgtude. L'avantage de cettegle est que la conclusid®’_

C subsume ligairement la@misseC® C _ A , que l'on peut donc effacer imadiatement.
Joyner [JJ76] utilise une autre forme de&lange entre@solution et subsomption. Posons

C; C ,ouC estun facteur greral deC, si et seulement <€ est de la formeC _ C°

Noter que dans ce ca€, et son facteuC se subsument mutuellement. De plGs, subsume

C linéairement, donc on peut effadérdes queC ; C . Cette egle s'appelle l&ondensation
Pour voir quand cetteegle est utile, consa@tons la claus€ =+ P(x) _+P(y)_+P(a). On

aC; +P(x)_+P(a) (parl'unicateury := x ouy := a); +P(a). Encereral,; dé nit

un syseme de &écriture qui terminedvident) et est con uent. Joyner appelle l'unique forme
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normale d'une claus€ pour; sacondensationRemplacer syématiguement une clause par
sa condensation est correct ebgperve la comgtude.

5 Splitting

Consickrons une clause de la fore _ C° ou C etC°ne partagent aucune variable libre, et
un ensemble de clauses de la forBipf C _ CY. Ce dernier est insatis able si et seulement si
S[f CgetS[f C%sontinsatis ables.

ParexempleS[f +P(x) _ + Q(y)g est satis able par tout maae qui satisfai d'une part,
et tel queP est vrai de touk, ou bienQ est vrai de touy. DoncS est satis able si et seulement
s'il existe un moeéle deS[f + P (x)g, ou un moele deS[f +Q(y)g. On remarquera qu'il est
important queC (ici, + P (x)) et C°(ici, + Q(y)) ne partagent aucune variable.

On va examiner plusieurs facons d'exploiter cette remarqu

5.1 Splitting et tableaux

La premere approche consiste cecouper I'ensemble de claus&g f C _ C% en deux
ensembles de claus&{f CgetS[f C%. On aalors besoin de manipuler plusieurs ensembles de
clauses. AppelonsibleauT tout multi-ensemble ninon vide d'ensembles de clausesnGera
S1jSyj::1jS, le tableau formd des ensembles de claus®s S,, ..., S,. En ¢eréral, on notera
T jT °l'union multi-ensemble des tableadx et T % Chaque ensemble de clausgsest apped
traditionnellement unéranchedu tableauT . On dit qu'une branche esfosesi et seulement
si elle contient la clause vid2. On dit qu'un tableaul' estclossi et seulement si toutes ses
branches sont closes.

Pour moaliser le splitting, soit. une relation binaire entre ensembles de clauses, appel
relation de @duction. On pense ici typiquementa relation & nie parS . S°si et seulement si
SPest obtenu par I'ajoua S d'un résolvant ordonge avec 8lection entre clauses & ou SPest
obtenu palimination d'une tautologie ou d'une clauses subgerineairement par une autre
clause de&s. Cependant, notre argumentation restera valable pourmdmuses autres relations
de ceduction.

On & nit la relation binaire _  entre tableaux par leggles :

S . g0 C: C%n'ont aucune variable libre en commun

SiT SYT () S[f C_C%T _ S[f CgjS[f ChT (Spiit)

Disons qu'une interftation| satisfait un tableauT si et seulement di satisfait au moins
une branche dé& . En particulier, T est insatis able si et seulement si toutes ses branches sont
insatis ables.

Lemme 9 (Correction) Supposons que est correcte, au senasiS . S%etS est satis able,
alors S%est satis able.

Alors _ estcorrecte, ausensusiT _ TPletT est satis able, alorsT ®est satis able.
En particulier, siT _  T%etT %est un tableau clos, alofE est insatis able.
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Démonstration.

— (Regle( . ))siS . S%tSYT est satis able, soit une interpétation satisfaisargjT . Si
| satisfaitS, par hypotlese il existe une interptation| ° satisfaisan8® doncl © satisfait
SqT.

— (Regle(Split)) si C et C°sont deux clauses n'ayant aucune variable en commun soit
est une intergatation qui satisfais [f C_ CYjT. Sil satisfaitS[f C _ C%, comme on
I'a vu plus haut,| satisfaitS[f CgouS[f CY, doncS[f CgjS[f CYjT. La meme
conclusion est clairement obtenud satisfaitT . u

La compktude est, comme d'habitude, un pretne plus élicat. Notons d'abord que la rela-
tion _ est comptte, de facon triviale,&s que. est compéte : il suft de ne jamais appliquer
(Split). On souhaite cependant utiliggplit) a volong, par exemplee&s qu'elle est applicable.

Pour ceci, et bien qu'on puisse lI&€montrer dans un cadre&ggral, supposons que est
I'union des relations.” et .*" ,ouS ." S°siet seulement s$°estS union un Esolvant
ordonré avec 8lection de clauses d&, etS .° SCsi et seulement s8° estS moins une
tautologie, ou moins une clause S8esubsunge lintairement par une autre clauseSle

Dé nissons unestrategie d'effacement et de splittiidans la suite, on dira justdrategie
commeétant une fonctiori qui a chaque tableall associe soit le symbole spial , soit un
tableauT °tel que soitT _ TOest ceductible par laegle (Split), soit T .¢"T TC Une
f -dérivationest une @rivation

To _ T Tk

oupourtouf,l | k,soitf (T, ;)= T, soitf (T, ;)= .Onditque." estf-compktesi
et seulement si, pour tout tabled@uinsatis able, il existe une @rivation nie comme ci-dessus
telle queT = Ty etTi est clos. On a alors :

Théeoreme 10 (Compétude) La résolution ordonée avec slection esf -compkte pour toute
strategief d'effacement et de splitting.

Démonstration. On mesure chaque brancled'un tableau par le couple(T;C; );jSj,
comme en Section 4, et un tableau comglepar le multi-ensemble de ces quadsitiorsque
S parcourt les branches de. Il est clair que toute application d&plit) ou de . fait
décrdtre cette mesure, alors que la construction de la preuvb@heme 8 fournit unétape de
résolution ordonee avec splitting. " qui fait decrdtre cette mesura partir de toute branche
non close de tout tabledu sif (T) = . u

En d'autres termes, l&solution ordonée avec slection, augmege de I'effacemena volongé
de tautologies et de clausesdairement subsuees, et de l'utilisatiora volong de la egle de
splitting (Split), est compéte.

Dans la suite, on utilisera toujours une forme partexdide splitting. Pour tout ensemble
de clauses, toute clauseC de S peutétre cecoufee enC; _ ::: _ Cy, ou chaqueC; est une
sous-clause minimale non vide telle qDeet C; ne partagent aucune variable libre, pour aucun
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deC. On utilisera toujours la forme suivante de égle de splitting :
Cy;:::; C decomposition en blocs dg; k 2
S[f CgjT _ S|[f Cigj:::jS[f CkgjT
Cette egle est simulable p& 1 applications de laagle(Split). Réciproquement, il est clair

gu'utiliser cette derrgre legle au lieu d€Split) reste complet, pour toute stegfie d'effacement
et de splitting (exercice).

5.2 Splitting et non-déterminisme

La mocklisation des tableaux comme des multi-ensembles de krares$t pratique pour
démontrer la correction et la congilide, mais ce n'est pas la bonne facon de voir ce qui se passe
réellement. lllustrons ceci sur un exemple. Coasiths I'ensemble de clauses

(@ PECCY) ( Pux)iPa(y) (B Qu(x) ( P(f(Xy)); Qaly)

(© Pa(g(a(y))) ( Pay) (d) P2(g(a))
(8 Qa(g(a(a(y))) ( Qaly) (f) Qz(9(9(a)))
(@ ?( Quo(a) (h)  Pi(9(x))

Lorsqu'on esout entre les deux preenes clause&) et (b) surP(f (x;y)), on obtient la clause
Q1(xX) ( P1(x); Pa(y); Q2(y), qui se splitte en deux. On poursuit ensuite le raisonnesent
chaque branchmdépendamment

(1) Qu(x) ( Pu(x); P2(y); Qz(y) par(a); (b)

(1) Qu(x) ( Pu(x) (k) ?2( Pay); Qay)
() ?( Pua@) par(j);(9) | (m) 2 PaAy); Q(a(a(y)) par(k);(c)
2 par(l); (h) (n) ?( P2a(y); Qy) par(m);(e)

(0 ?( Pay); Qa(a(y)) par(n);(c)

(P ?( Qz(9(9(a)) par(o);(d)

(@ 2 par(p);(f)

La véritable forme d'une drivation en pesence de splitting n‘est donc pas une suite éfapons,
en pratique, mais uarbre. Sur une machine de Turing nomtérministe, oné&alisera le split-
ting en remplacant nonéterministiguement toute claugeayant une dcomposition en blocs
Cy iy CeparlundesCy, 1  j k. Appelons cetteagle lesplitting non dterministe Di-
sons aussi qu'un ensemble de clauSesstsatuté pour un certain raf nement de le&solution
et splitting non @terministe si toute clause obtenue par splitting netedniniste d'un &solvant
de deux clauses d® (pour le raf nement choisi) est subsu@® lintairement par une clause de
S. Si un ensemble de clausBsnene par un certain raf nement de lasolution et splitting non
déeterministea un ensemble de clauses satby , alors on en dduit quesS est satis able.

Si S est dans une classgde clauses telle que le nombre maximurétdpes deésolution
et de splitting non dterministe est polynomial en la taille & ceci fournira un algorithme de
décision de la satis abil& pour la class€ qui est donc dans NP. Sile nombre maximuretdpes
est exponentiel (c'est-dire bore par I'exponentielle d'un polydme en la taille d&), alors la
satis abilité sera dans NEXPTIME. Nous utiliserons cette remarqueguusifois dans la suite.
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5.3 Splitting sans splitting

On peut simuler le splitting en utilisan&uivalence entr€ _ C%t9q (q) C)” (: q)
C9, lorsqueC et C°ne partagent aucune variable libre. Ceci permet de remplacksjonction
C _ CPpar laconjonctiondes deux clausesq_ C et+q_ C° ou qest un symbole de pdicat
frais d'arite O.

Ceci permet ceviter d'avoira parler de tableaux, et de ne raisonner de nouveau que sur des
ensembles de clauses. Dans la suite, gotter d'avoira parler de symboles d'aé0, onécrira
g( ) alaplace de, ou est une constante ée.

Pour formaliser ceci, nous avons besoin decgger ce qu'un symbole deéticatfrais signi-
e. Fixons donc I'ensembld® des symboles de pdicats pouvant appate dans un ensemble
de clauses$ fourni en entee de notre praadure de&solution. SoifQ un ensemble de symboles
de pédicats, disjoint d® . Supposons de plus g@eest en bijection avec I'ensemble des clauses
forméesa l'aide de pédicats danP seulement, modulo renommage. Autrement dit, il existe une
application quia chaque claus€ forméea l'aide de pedicats dan® uniquement associe un
symbolepCq de Q, telle quepCq = pCY si et seulement s'il existe un renommaygeel que
C = C9%Cette construction existe toujours : il suf t de choisinp® exactement le quotient de
I'ensemble des clauses foémsa I'aide de péedicats dan® par la relation dequivalence reliant
toute clause& a tout renommag€ %

La regle desplitting sans splittingest alors :

c _c°

C_ pCh() +pCh()_cC°

par laquelle on entend qué et C° sont deux sous-clauses non vides, ne partageant aucune
variable, telles qu€®est fornmee de symboles deguicats dan® uniquement, et qué contient
au moins un atomB (t) avecP 2 P ; l'effet de la regle est de remplac& _ C°par I'ensemble
des deux clauseS _  pCY( ) et+pCY( ) _ C° (On pourrait lever la restriction que® est
formée de symboles de gdicats dan$ uniquement, mais nous n'en aurons pas besoin. En
revanche, nouslerons cette restriction dans le cas du splitting non alaseetion 5.4.)

Soit|l une interpetation de Tarski, de domairi2, des symboles de @dicats dan®. Son
extension standardi? est telle que§ = Ip pour toutP 2 P, etl 3 vautD sil 6 C, et
. sil F C. On dira qu'une interg@tation| eststandardsi et seulement si, pour toute clause
C forméea l'aide de symboles de dicats deP uniquement] ,c4 est vide si et seulement si
| F C. Toute extension standard est clairement standard.

Lemme 11 (Correction) La résolution ordonée avec 8lection, Ielimination de tautologies et
de clauses subsigas, et la egle de splitting sans splitting sont correctes au sansstl existe
une interpétation standard telle quel F S et siSCest deduite deS par I'une de ces egles,
alors| F S°

En particulier, si on peut @duire la clause vide d8 par ces egles, et sB ne contient que
des clauses forgesa I'aide de symboles de pdicats deP, alors S est insatis able.

Démonstration. Immédiat pour toutes lesegles sauktventuellement laagle de splitting sans
splitting. Sil £ C _ C% alors on a deux cas. 8iF C°% commel est standard, 6j+ pC%( ),
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doncl  C_ pCY( ); dautre partl F + pC%( ) _ C° doncl est un modle de toutes
les clauses en conclusion de &gte. Sil 6§ C°% commel est standard, E + pC%( ), donc
| £+ pCY( ) _ CO d'autre part comme 6 C°maisl F C _ CPetC et C°ne partagent
aucune variable libre,&cessairemerit  C, doncl F C_ pCY( ). Doncl est encore un
modele de toutes les clauses en conclusion dedgdet

Finalement, si on peutédiuire la clause vida partir deS, S ne peut donc avoir aucun mele
standard. Mais toute extension standard d'un etedeS est un moéle standard d8. DoncS
n'‘a aucun modle :S est insatis able. u

L'ajout de Q modi e la base de Herbrand, c'estdire I'ensemble des atomes clasonsi-
dérer : on doit maintenant con&cer non seulement tous les atomes dég$), P 2 P, mais
aussi les atomes clos de la forr@€t), ou Q 2 Q. Pour tout ordre stable, on étend de
sorte queP (t)  Q( ) pour tout terme clos, et pour tous? 2 P, Q 2 Q. Un tel ordre sera
appeé admissibleOn peut & nir comme en section 5.1 une notion degategied'effacement et
de splitting sans splitting (exercice). On a alors :

Théoreme 12 (Compétude) Soit  un ordre stable admissible. La&solution ordonée pour

avec &lection,élimination de tautologies, de clauses subgasilireairement et splitting sans
splitting est comgte : pour tout ensemble insatis abBede clauses forgesa partir de symboles
de pdicats dan®, pour toute straggief , il existe und -dérivation de la clause vida partir
deS.

Démonstration. Il suft de remarquer que, sN est un nceud échec, elCy est de la forme
C _ C% ou ni C ni C°n'est vide, alors soipC%( ) est fausse eN et alors+pC%( ) _ C°%y
est fausse eN, soitpC%( ) est vraie erN etalorsC y _  pCY( ) est fausse eN.

Dans le deuxme cas, 1(C _  pCY( ); n) est plus petite que,(C _ C% ), carCP°
est non vide, construite uniguemenpartir de symboles de, donc pour tout atomé de C°,
A n  pCY( ), puisque estadmissible.

Dans le premier cas, de@me, 1(+pC%Y( ) _ C% \) est plus petite que,;(C _ C% ),
cette fois-ci parce quUE contient au moins un atome de la forfét) avecP 2 P, donc tel que
P(t) v pCY. u
Note : L'argument du tioreme 12 contient une erreur, qui m&e signaée en 2005 par K.
Neeraj Verma. Je pfere ne pas la corriger poéwxeiller I'attention du lecteur sur un point subtil.

Il se trouve quepCY( ) est fausse e, oupCY( ) est vraie erlN, ou encorepCY( ) n'est
pas interpette du tout erN. Il suft que pCY%( ) tombe en-dehors de I'ensemble des atomes

1. Dans le cas w I'on saurait par avance que l'on ne peut fabriquer qu'un bem ni
d'atomes de la formpC%( ) au cours de lagsolution — ce sera le cadla section 6.5 —

fonctionne alors sans aucun autre changement.
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2. Dans le cas@éral, on peut encore ajouter tous les atop&$y( ) a I'énunération des
AP, ce qui en fait unénunération in nie. On doit alors conskrer des arbressnantiques
trans nis [Rus89], ce qui complique laéthonstration.

3. Une version plus simple consisteutiliser la neéthode de @monstration de Bachmair
et Ganzinger [BGO1]. Le splitting sans splitting est en teffe cas particulier de leur
critere ¢eréral de redondance. Il y a des pagddls entre leur @thode et celle des arbres
semantiques [GLJO5].

L'exemple de la section 5.2 devient alors :

(i) Qa(x) ( Pa(x);Pa(y); Q2(y) par(a); (b
(9 Qu(x) ( Pux);a()
(K9 a( ) ( Pa(y); Qaly)
(MY o ) ( Pay); Qa(a(a(y))) par(k9;(c)
(MY a( ) ( P2a(y);Qay)  par(m9;(e
(@ o) ( PaAy);Qxa(y))  par(n9;(c)
() o ) ( QzA9(a(a))) par(09); (d)

(@ a) par(p%; (f)
(% Qu(x) ( Pix) par(a?); (9
(19 ?( Puo(@) par(j °%; (9)

2 par(19; (h)

oug= p? ( Py(y); Qa(y)qg. On pourra remarquer que lesapegkd—(® simulent exactement
la branche droite du tableau de la section 5.1¢étepes suivar(j °y simulant la branche gauche.

Le splitting sans splitting a de nombreux avantages. D'éjen pratique, les&@monstrateurs
automatiques pagsolution sonécrits dans des langages iangtifs, et effectuer du splitting est
dif cile dans ce contexte : il ne faut pas qu'uape de @dduction sur une branche modi e par
inadvertance les do&es d'une autre branche. Ceci n'est pas un ol avec le splitting sans
splitting, puisqu'il n'y a jamais qu'une branche dans ce.&assuite, I'utilisation du splitting sans
splitting permet I'utilisation de toutes les stegies délimination de redondances de la section 4,
alors que le splitting interdit &limination des clauses d'une branche qui sont redondaaes
rapporta des clauses d'une autre branche. Finalement, I'utiisatie fonctions deé&ection
adapées nous permettra d'obtenirggre au splitting sans splitting des bornes de comg@exit
nes, notamment en section 6.5. Ces bornes seront en platiooeilleures que par l'utilisation
du splitting ordinaire.

5.4 Splitting non clos

On peut pousser plus loin I'ek du splitting sans splitting. Supposons que I'on ait uaasg
C _ C° mais queC etC°partagent une variable Alors C__ C%estéquivalenta9q 8x (q(x) )
C)"8x (:qg(x)) C9Y, ouqestunsymbole de pdicat frais d'arié 1.
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Soit Q; un ensemble de symboles degicats disjoint dé&®> et deQ, en bijection avec les
paires(x; C) formées d'une variablg et d'une claus€ forméea partir de symboles de gdicats
dansP, modulo renommage. Autrement dit, il existe une applicatjoiax etC associgpgx Cq
deQq, telle quepx Cq= px° CYsi et seulement s'il existe un renommaigeel queC = C%
etx = %x9.

La regle desplitting non closest alors :

c_c°
C_ px CHx) + px CYhx) _C°

par laquelle on entend q@et C°sont deux sous-clauses non vides, ne partageant que lalearia
X au plus, telles qu€®est fornee de symboles deguicats danB uniquement, et qué contient
au moins un atomP (t) avecP 2 P ; l'effet de la regle est de remplac& _ C°par I'ensemble
des deux clauseS _ px CY(x) et+px CY(x) _ CO°

Il sera utile de pouvoigétendre un tant soit peu cettegte, en assouplissant la condition
surC% On autoriseC%a étre de la formeC§ _  px Cq(x) _ :::_  px C2q(x). Noter que
CPest intuitivement Equivalent de la claused _ C? _ :::_ C?. Parsplitting non clos nous
comprendrons @ormais laggle :

0
70 0 0 {
C_Cy_ px Ca(x)_:::_ px Cua(x) (6)
C_ px CO_CY ::: Cly(x) +px C2_CP ::: Clx)_C°

ou C et C%sont deux sous-clauses non vides, ne partageant que laleariau plus, telles que
CJ est formee de symboles deg@dicats danB uniquementCPet CjO ne partagent que la variable
X au plus pourtougj,0 <] k, etC contient au moins un atoni®(t) avecP 2 P .

Les arguments de la section 5.3 ggatent pratiquement mot pour mot. Une inté&tation
| de domaineD eststandardsi et seulement si elle est standard au sens de la sectioetSi3,
pour toute claus€ formée de symboles deglicats dan® uniquement, pour toute variabke
| ox cq €St I'ensemble des valeuvs2 D telles qu'il existe un environnementtel que (x) = v
etl; 6 C.

Lemme 13 (Correction) La résolution ordonée avec 8lection, Ielimination de tautologies et
de clauses subslass, et lesegles de splitting sans splitting et de splitting non clastcor-
rectes au sens.p s'il existe une interpetation standard telle quel F S et siS%est déduite de
S par I'une de cesegles, alord F S°

En particulier, si on peut @duire la clause vide d8 par ces egles, et sb ne contient que
des clauses forgesa I'aide de symboles de pdicats deP, alors S est insatis able.

Appelons un ordre stable admissiblesi et seulement s'il est admissible au sens de la sec-
tion5.3P(t) Q( )pourtoutP 2P,Q2Q),siP(t) Q(t% pourtousP 2P, Q2 Q,, et
tous termes closett® etennsipx Cq px C%des queC subsumeCPstrictement.

Théoreme 14 (Compétude) Soit  un ordre stable admissible. La&solution ordonée pour
avec €lection,élimination de tautologies, de clauses subg&amlireairement, splitting sans
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splitting et splitting non clos, est congdé : pour tout ensemble insatis abfede clauses forges
a partir de symboles de pdicats dan®, pour toute stra&gief , il existe und -dérivation de la
clause videa partir de S.

Nous laissons la&monstration de ces deu&sultats en exercice ; les arguments sont similaires
a ceux du lemme 11 et duébreme 12 respectivement.

Donnons un exemple de splitting non clos, que n@&ugiliserons par la suite. Cong&itbns
I'ensemble de clauses:

(@) Po(f (x;y)) ( Pu(x); Pa(y) (D) Pa(f (x;y)) ( P1(x); Pa(y) () Pa(f (x;y)) ( Pa(x); P3(y)
(d) P1(a) (e) P(a) (f) Pa(a)
() Q(X) ( Po(x);P1(x)  (h) Pu(x) ( P3(x);Pa(x) (i) Ps(x) ( Pa(x)

Choisissons un ordre tel queP (f (u;v))  PYu); PYv) pour tousP; P% u;v. On a lesttapes
de solution, o I'on attire I'attention sur leg@tapes de splitting non cldky)—(k2) et(ng)—(ny) :

(1) Puf(xy)) ( Pu(x); Pa(y); Pa(f (x;y))  par(h); (b)
(k) Pi(f (x;y)) ( P1(x); Po(y); Pa(x); Pa(y) par(j);(c)

(ko) Pi(f (X;¥)) ( pra(X); p23(y) par splitting non clos, avec
(k1) Pra(x) ( P1(x); Pa(x) Pa = pX ? ( Pu(x);Pa(x)q
(k2) P23(X) ( P2(x); Pa(x) P2z = px ?( P2(x);Ps(X)q

() QU (x;y)) ( Pi(x); Pa(y); Po(f (x;y))  par(g); (a)
(m) Q(f (x;y)) ( P1(x); Pa(y); pra(x); p2s(y) par(l); (ko)

(No) QUf (x;y)) ( pra(X); Paza(y) par splitting non clos (6), avec
(n1) P23a(X) (- Pa(X); p23(x) Pasa = pX ? ( Pa(X); P3(x); Pa(X)q
P1a(X) ( P1(X); P1a(X) [tautologie]

Remarque 6 On peut @ nir une regle de splitting gréralise comme suitA partir de n'importe
quelle disjonctiorC _ C°de deux clauses non vides, telles que les variables paetagntreC et
CPsoient parmiy;:::; Xn, on fabrique les deux claus€s_  q(X1;:::;Xn) €t+ (X4 i1 %Xn) _
C° ou g est un symbole de pdicat frais. On laisse le soin de&delopper les étails au lecteur.
On remarquera aussi que le cas= 0 est le splitting sans splitting, et le cas= 1 est ce que
nous avons @seng ici commeetant le splitting non clos. Nous n'aurons jamais besoin dsi ¢
n 2dans la suite.

6 Automates d'arbres, contraintes ensemblistes

Nous avons vu en section 2.4 que tout enser8lie clauses de Horrédhissait des langages
Lp(S). Ceci n'est pas sans rappeler l&thie des automates, et pour cause. Naasgebbppons
ici ce theme extensivement.
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6.1 Automates d'arbres

Consicerons par exemple l'automate de mots rigiroite.
On suppose quedtat initial estgy;; , et que leetats naux &
sont entougs (le seuktat nal est donay,;; ). Cet automate
reconn& tous les mots de la form@b ) , c'est-a-dire tous
les mots sur l'alphabéta; by commencant paa et le mot

vide. ]
On peut exactemengégrire I'ensemble des mots reconraushaqueetatq, sous forme de clauses

de Horn, @ q(t) signi e quet est reconnu eq:

G () @(@lX)) ( Gnir (X)
QX)) ( &(X) G (X) ( R(X)

Tout motu est ici coe sous la forme du terme clog ), ou est une constante : eigeral, siu

est le mot vide, alorg(t) = t, et siu est de la formea, ou a est une lettre, alorg(t) = a(v(t)).
On peut en greral & nir des automates drbres qui sont

des automates nis permettant de recoimeedes ensembleso Gist-even
de termes clos. L'automate d'arbres de droite, par exemple, °°”SL P/
reconnd (engis: even) I'ensemble de toutes les listes d'en- /,p\

nit

tiers pairs. Pouétre pécis, I'ensemble de toutes les listes

cons(ty; cons(ty;:::;cons(ty; nil ):::)), ou chaqud; est

de laformeS' (O, n; pair. Noter que la transitio®(en haut

a gauche) part deétat, alors que la transitiamons(_; _) (au \\ /

milieu) part de deuetatSQeven €t Gist even-
Pour & nir précigement la 8mantique des automates d'arbres, le plus simple est declarel

en clauses de Horn. Comme plus haut, chaque transition doheea exactement une clause :

qeven(q qeven(s(x )) ( opdd(X) QOdd(S(X )) ( qeven(x)
Qist even(Cons(X;Y))( oeven(x);Qist even(Y) Oist even(r]iI )

nil

Noter que l'on n'a pas besoin detadhir des états initiaux dans un automate d'arbr® par
exemple est reconnu @gen, €n utilisant la transitiong,en(O, d'arité 0.
En geréral, on appellerautomate d'arbresout ensembl& de clauses de Horn de la forme

P(f(X1::5X0)) (0 Pau(Xy)i::iPa(Xy) (7)

ou les variables(y, ..., X, sont deuxa deux distinctes. Lorsque= 0, on retrouve les clauses
initiales telles qu&gyen(O.

Un langage de termes est dégulier si et seulement s'il est de la formes (S), pour un
prédicatP et un automate d'arbres.

Test d'appartenance. On peut tester si un terme clogst dand r (S) en testant s& plus la
clause? ( P(t) estinsatis able, par le lemme 3. S@tl'ordre sous-termgc'esta-dire le plus
petit ordre strict tel qué (t;;:::;ty) 3 tj pourtouti,1 i n, ettoutf. Utilisons l'ordre ;
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sur les atomesé@ni par P(t) ; P{t9 si et seulement i3 t° Il est facile de voir que, sur
toute branche du tableau obtenu pasalution ordonae (avec ;) et splitting, on ne grérera
gue des clauses de la forrdid  Q(u), ou Q est un symbole de pdicat etu un sous-terme de
Chaque branche est donc de longueur polynomiale en la daleet S, et le probéme est donc
dans coNP. Enéalit, le probéme est rame dans P : on peut extraire de touggihtion de2
par hyperésolutionpositivecette fois une @rivation par hypegésolution positive ne&tivant que
des clauses unitaires de la forféu), ou u est un sous-terme de de plus, su est de la forme

Il n'y a qu'un nombre polynomial de telles instances, lorsguparcourt les sous-termes te
De plus, ces instances sont closes, donc I'ensemble de stesdes est en fait un ensemble de
clauses de Horn propositionnelles. Ceci reste vrai lo@guajoute la claus@ ( P(t). Or
I'hyperrésolution positive sur des clauses de Horn propositioesd#rmine en temps polyno-
mial. (On peut r@me la faire terminer en temps &aire, en utilisant des structures d'indexation
adapées.) Donc I'appartenance d'un terme cidsp (S) est cecidable en temps polynomial.

Test du vide. On peut aussi tester kip (S) est vide par @solution ordonée et splitting, en
utilisant le lemme 4. On neégere que des clauses de la for@éX ), donc le probdme est
aussi dans coNP. Cependant, le peobé de la vacuit est lui aussi, en fait, dans P. En effet,
Lp (S) est non vide si et seulement si 'ensemble des clauses aarpartir deS en oubliant
les arguments des symboles desdicats (c'est-dire en passant dg(t) a Q) plus la clause
? (P estinsatis able. On obtient ainsi encore un ensemble deselspropositionnelles. Leur
insatis abilité est donc écidable par hype@solution positive en temps Baire.

6.2 Cloture par les operations bookennes

Il est possible de montrer que toute union nie, toute inket®n nie, tout compément de
langages reconnus par des automates d'arbres est encommagssable par automates d'arbres.

Union. Le cas de l'union est trivial : 9P est unétat nouveau, et sil'on ajoute les deux clauses
P(X)( QiX)etP(X) ( Q2X),alorsle langage reconnu €nest I'union de ceux reconnus
enQ; et Q,. (Pour ceci, on suppose que les deux automates dont on smghkiuler I'union
ontéte fusionreés en un seul, en prenant I'union de leurs ensembles de slajmes renommage
eventuel des symboles degglicats de I'un des deux.)

Intersection. Le cas de l'intersection fait appal la construction produitPour calculer I'in-
tersection de deux automates d'arbres — ensembles de slaus®y et S,, on consigére les
symboles de @dicatsP!\ P2, pour chague symbole! apparaissant dar®, etP? dansS, ;
on construit I'automate dont les clauses sont
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pour toute paire de clauses

dansS; et S, respectivement, avec leamef . (LesX; sont les némes, ce qu'on peut toujours
supposer, moduler renommage.)

Au lieu d'utiliser la construction produit, on pourrait ajter la simple claus® (X) (
Q1(X); Q2(X) pour reconndre enP (P nouveau pedicat) l'intersection des langages recon-
nus enQ; et Q,. Mais cette nouvelle clause n'est pas une clause de la forin&ous verrons
en section 6.3 que I'utilisation désolution ordonée avec slection et splitting non clos permet
en fait d®eliminer ces clauses, et de retrouver un automate d'arrette derrgére construction
est une optimisation de la construction produit, au sen®os les produit® !\ P?2 ne sont pas
engendes.

Le calcul de l'intersection binaire est faisable en templympamial, en fait quadratique. Le
calcul de l'intersection d& automates den clauses produit un automate d'au plm$ clauses.
On peut montrer que ceci est optimal, au sem$aovacuié de l'intersection d'une famille nie
d'automates d'arbres est un prebhe DEXPTIME-complet [Sei94]. (Le pradahe analogue sur
les automates de mots est PSPACE-complet [Koz77].)

Complémentaire. La construction du compmentaire dé.p (S) est plus complexe. En parti-
culier, il ne suft pas de aeer de nouveaux symboles dé&gicatsP déenotant le com@mentaire
deP, et d'exploiter le fait que I'on doit avoiP (X ) si et seulement si noR(X ). La raison en est
queP (t) doit étre vrai si et seulement Bi(t) est fauxdans le plus petit magde de Herbrandle
l'automate d'arbress. Or passea la regation nous fait passer du plus petit au plus grandeieod
de Herbrand, ce qui n&pond pas la question. Par exemple, corisidns I'ensemble de clauses
S vide, Lp (S) est donc vide, et I'on s'attend ce queP reconnaisse tous les termes clos, mais
dé nir P comme la ggation deP signi e ajouter les clauses

P(X)_ P(X) +P(X)_+P(X)

Au passage, celle de droite n'est pas une clause de Horm'gtalpas de plus petit made. On
laisse le lecteuréri er que ces deux clauses pl@g P (X), oubienplu® (P (X), forment
des ensembles satis ables (mais pouré&liéints modles). En particulier, ajouté&r ( P(X) ne
produit pas d'insatis abilié (alors que le compmentaire dé€ est non vide... dans le plus petit
modele de I'ensemble vide de clauses).

A la place, pour chaque symbole de&gdicatP, pour chaque symbole de fonctién énurre-

Mais comme l'on considre le plus petit mogle de Herbrand d8, la réciproque est vraie : si
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f(ty;:::;t,) estreconnu e, alorsil existei, 1 i Kk, tel quet; est reconnu erjy, ..., t,
est reconnu eRy, . Autrement dit, la formule suivante est vraie dans le plug pgdele deS :

k
P(f(Xy:iXn)  Pu(Xo) ™o Pin(Xa)

i=1
Passant aux com@entaires, efutilisant la notatio® introduite plus haut,

A
P(f (X X0) Pii(X1) _ i Pin(Xn)

i=1

Ceci peut seéécrire en ne conservant que la directipnde I'équivalence ci-dessus (I'autre
venant, de rame, du fait que nous congins toujours le plus petit metk), et en introduisant
de nouveaux @dicatsQ; servanta abéger les disjonctions de droite dédjuivalence ci-dessus :

QUf Xy X)) ( Pi(X)) (@ i k1 j n)

Aucune de ces deux formes de clauses ne corresadiajl Dans le cas de la deexne forme,
ceci est aisment gparable, quoique de facon pelégante, en lesecrivant

éliminer par des constructions produits, comme plus haut.

Ceci prend un temps exponentiel en la taille des clausesautne facon classique de calculer
les unions, intersections, et corapients, est deéderminiser les automates d'arbres. Nous ne le
traiterons pas ici, voir [GS97]. Dans tous les cas, la corifeexponentielle est @vitable : le
probleme de l'universalé d'unétatP de l'automateS, c'esta-dire le probéme de la vacui du
compEmentaire dd.r(S), est DEXPTIME-complet (PSPACE-complet pour les automdtes
mots).

Un point inEressant est que la construction du coenpéntaireP au moyen de passages
d'implications a deséquivalences, qui sont valides dans le plus petit @®die Herbrand, se
géréralisea n'importe quel format de clauses de Horn. Poamit P, énunerer toutes les
clauses dont leéte commence par le gdicatP :

P(ti) ( Pitin):iPa(tn) (2 00 K)
Alors, dans le plus petit made, on a:

K
P(X) , 9% X =t"Pi(ti)) " 112" Pin(tin)
i=1
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ou %; est la liste des variables libres deilame clause ci-dessus,Xtest une variable ffahe.
(Ceséquivalences forment ce qu'on appellectampktion de Clarkde S.) Donc

A
P(X) , 8% (X =t) Piltin) _:ii_Pin(tin))

i=1

Mais cetteéquivalence ne &crit pas ®cessairement sous forme d'un ensemble ni de clauses
en ¢gréral, ce qui interdit deg@réraliser la construction du congghentaire aux clauses de Horn
gérérales. Malge cela, on peuté nir la négationP deP commeétant le pedicat satisfaisant
I'équivalence ci-dessus. Cettégation n'est pas la@gation classique; c'est laégation par

I'échecdu langage Prolog (au moins dans le cas dectaantique dite stratee, mais nous ne
rentrerons pas dans cestdils).

6.3 Automates bidirectionnels, alternants, et autres

On peut considrer des automates enrichis, utilisant d'autres formedaleses, et pas seule-
ment les clauses (7).

-transitions.  Un premier ajout, bnin, est celui destransitions:

P(X) ( PX) (8)

qui exprimer que tout terme reconnu BAest aussi reconnu . Nous avons @ja utilise une
telle forme de clause dans notre premier exemple d'autosratection 6.1, sans le dire.

Un ensemble de clauses de forme (7) ou (8) sera appelutomate d'arbre avectransitions
Tous les esultats de @cidabili€é et de complexi des test d'appartenance et du vide, et des cal-
culs d'unions, d'intersections, et de corgpientaires, tiennent toujours erepence d-transi-
tions ; les modi cationsa apporter aux arguments des sectioregmtentes sont mineures.

Alternance. Un ajout plus inéressant, et que nous avorggadfait en section 6.2 dans les calculs
d'intersections et de com@inentaires, est de conéier desclauses intersection

P(X) ( PuX);::5;Pa(X) 9)

oun 1. (Oninclura donc le cas dedransitions dans les clauses intersection.)

Une collection de clauses de la forme (7) ou (9) est @pel automate d'arbralternant
La raison intuitive est que, pour recorima un terme clog enP, on doit d'abord trouver (par
un choix existentiel) une clause qui permet darivker P (t), et si cette clause est une clause
intersection (9), on doité&ri er que t est reconnu en towtatP;, 1 i n (c'est un choix
universel). On reconfiadonct en alternant des choix existentiels et universels.

En realite, le probéme de l'appartenance d'un terme clos Lp(S) est dans P. Il suft,
comme dans le cas non alternan&mlinérer les instances closes de clauseSdabrigueesa
I'aide de sous-termes deet de tester l'insatis abilié par hyper@solution positive.
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Par contre, le proleime de la vacuit est DEXPTIME-complet. Il est DEXPTIME-dif cile,
parce qu'il contient le prol@me de l'intersection d'automates d'arbres, qui est DEXWHI
complet, comme on I'a vu en section 6.2. Il est dans DEXPTIRE=qui est une coigjuence
du theoreme suivant et du fait que la vadeit'automates d'arbres est dans P. (On peut aussi
donner une dmonstration directe en utilisant laéme stra&gie de esolution que celle de la
demonstration de ce #oreme.)

Théoreme 15 Pour tout automate d'arbres alternai®, on peut calculer en temps exponentiel
un automate d'arbreseg(S) équivalent, au sensugoour tout symbole de pdicatP apparais-
santdansS, Lp(S) = Lp(reg(S)).

(En premere approche, on pourra lire I&chonstratiora I'aide de I'exemple donbda sa suite.)

Démonstration. SaturonsS par esolution ordonée avec 8lection, splitting non clos, et
élimination de clauses subseées lireairement. (L&limination de clauses subsées ne nous
servira qua éliminer des clauses qui sont identiques modulo renommageplan de la preuve
est le suivant : on montre que ceéittape de saturation ne produit que des clauses d'un certain
format, puis gu'il n'y a qu'un nombre exponentiel de clauskesce format, donc la sti@gie de
résolution termine sur un ensemble sat&?; ensuite, on montre que toutédiction de la clause
videa partir deSPetde? ( P(t), permettant de testersR Lp(S% = Lp(S), n'utilise comme
clauses d&°que celles qui sont des clauses d'automates d'arbres (7).

L'ordre choisi est ; (étendua un ordre admissible quelconque), la fonction élestion est
telle quesel (C) est 'ensemble de tous les étiaux maximaux pour ; de C qui sont regatifs.
Finalement, nous appliquons kegle de splitting non clos (6)e3 que possible, sous la condition
suppEmentaire qu€°soit une clauseayative d'au moins deux léraux. SoiP I'ensemble des
symboles de g@dicats apparaissant das

On peut supposer sans perte dgagalitt que toute clause intersection (9) est telle fjue

LP(F(Xg; i Xn) (0 Qu(Xy);::5;Qn(Xp), ou Xq;:::; X, sont deuxa deux distinctes,

3. 0uQ(X) ( Qu(X);:::;Qn(X),0ul n 2etQ;Qu;:::;Qn 2P [Q 10
En effet, c'est clairement le cas initialement. Ensuiteremarque que l'unique ligral maximal
dans les clauses de type 1 estétet en particulier, aucun létal n'est €lectioné dans les
clauses de type 1. Si l'orésout une clause de type 1
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on obtient :

QXX) ( Qu(X);QiX)

QX)) ( Qu(X); Q(X)

ou Q%9 ...,Q%sont des symboles degaticats dan€o, et la premére clause est de type 1. Si
I'on résout une clause de type 1 avec une clause de type 3r{diNEraux regatifs1 n  2),
on obtient soit une clause de type InsE 1 soit une clause de type 28i= 2. Comme les
clauses de type 2 ou 3 contiennent au moins uerétt€lectionre, on ne peut pagsoudre sur
leur tete.

On remarque ensuite qu'il n'y a qu'un nombre exponentiel eises de type 1, 2, ou 3.
Soitp le nombre de symboles deéuficats dan®, f le nombre de symboles de fonctions dans
la signature , a l'arité maximale des symboles de fonctions dell y a en effet au plu®
symboles dan® 1o, donc au plug 2°(*1) clauses de type 4 renommage s, au plug 2°(@+2)
clauses de type 2, et au plR¥ + 2°° clauses de type 3. On peut donc prodaingartir deS un
ensemble de claus&3 satué en temps exponentiel.

Posons maintenameg(S) I'ensemble des clauses & qui sont de type 1. Clairement,
reg(S) est un automate d'arbres. Il ne reste @juhontrer que pour to? 2 P, Lp(S) =
Le(reg(S)).

Consicerons n'importe quel ensemb® de clauses de la forme

() ?2( Pu(ty);:::; Pm(tm)

strakgie de ésolution choisieS S; ! S% non triviale au senswS% SY S,. Cetteétape ne
peut patre unettape de@solution entre clauses & carSCest satue. Ce ne peut pare une
étape de&solution entre clauses &, carS; ne contient que des clausesgatives. Finalement,
consicerons unectape de@solution ordonée avec slection entre une clauge) et une clause
C de S° C est recessairement de type 1, car c'est le seul type de claus@icun literal n'est
selectionre. Le esolvant obtenu est de la forrie) de nouveau.

On en conclut que dans tout@rivationS°[ S; = S9!t S0 xS0 i ou
I'on peut supposer sans perte dengralitt que chaquétapeS° ! S%, est non triviale, les
seules clauses &° qui sont utili€es sont de type 1, donc daeg)(S). Pour tout terme clof si
t 2 Lp(S), alorsS[f? ( P (t)g a une érivation de la clause vide comme ci-dessus, donc aussi
reg(S) [f? ( P(t)g, donct 2 Lp(reg(S)). La réciproquet 2 Lp(reg(S)) ) t 2 Lp(S) est
évidente. u
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lllustrons la proédure sur I'exemple des clausgd—(i) de la section 5.4 :

(@ Po(f (x;y)) ( P1(X); Paly) (D) Ps(f (x;y)) ( Pa(x); Pa(y) (c) Pa(f (x;y)) ( Pa(x); Ps(y)
(d) P«(a) (e) P2(a) (f) Ps(a)
(@) Q(x) ( Po(x); Pi(x)  (h) Pi(x) ( Pa(x);Pa(x) (i) P3(x) ( Pa(x)

On pourra eri er que lI'ensemble des clausegduites par la stragie de esolution utili€e dans

la preuve fournit les clausé€f)—(n;) déja decrites en section 5.4, plus d'autres :

()

P1(f (x;¥)) ( P1(x); P2(y); Pa(f (x;y))

par(h); (b

(k)  Pi(f (x;y)) ( P1(x); P2(y); Pa(x); P3(y) par(j);(c)

(ko) Pi(f (X;y)) ( pra(X); p23(y) par splitting non clos, avec
(k1) P1a(X) ( P1(x); Pa(x) Pa = px ?( P1(x); Pa(x)q
(ka) P23(X) ( Pa(x); P3(x) P2z = px ?(  PaX); Ps(X)q
(1) QU (xy)) ( Pu(X); Pa(y); Po(f (x;y))  par(g); (a)

(M) Q(f (x;y)) ( P1(X); Pa(y); pra(x); p23(y) par(l); (ko)
(No) Q(f (x;y)) ( P1a(X); P2saly) par splitting non clos (6), avec
(n1) P23a(X) ( Pa(X); p23(X) P23a = pPX 2 ( Pa(Xx); P3(x); Pa(X)q

P1a(X) ( P1(X); pra(x) [tautologie]

(0) Q(a) ( Po(a) par(g); (d)

(P) P.(a) ( Ps(a) par(h); (f)

©) P3(a) par(i); (f)

(r)  paa(f (x;y)) ( Pa(f (X;y)); Pa(x); P2(y)  par(kz); (b)

(s)  Pua(f (Xy)) O Puf (X7y)); Pa(x); Ps(y)  par(ka);(c)

(1) Pasalf (x;y)) ( Pa(x); Pa(y); pas(f (x;y)) par(ni); ()

(u) Pua(a) ( Pa(d) par(ky); (d)

(V) P23(a) ( P3(a) par(kz); (€)

(w) Paza(@) ( P23(d) par(ny); (f)

(X) P14(2) par(u); (f)

() QU (xy)) ( Po(f (x;y)): p1a(x); p2s(y)  par(ko); (9)

(2) pua(f (xy)) ( pra(X); p23(y); Pa(f (x;y))  par(ko); (ki)
(aa) Pi(a) ( Pa(a) par(q); (h)
(ab P23(a) ( P2(a) par(a); (k2)

P.(a) par(d);(p) [subsune par(d)]

(ag P23(a) par(q); (V)
(ad) P234(8) ( Pa(a) par(ac); (ny)
(ag) P234(@) par(ac); (w) [subsumgad)]
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L'automate d'arbres @duit par la proédure du teoreme 15 est donc le sous-ensemble des
clauses d'automates d'arbres, soit :

(@ Po(f (x;y)) ( P1(x); Pa(y)
(b Ps(f(x;y)) ( Pi(x); P2(y)
(©) Pa(f(x;y)) ( Pa(x); Ps(y)

(d) P1(a)
(e) P2(a)
(f) P.(a)

(ko) P1(f(x;y)) (' p1a(X); pa3(y)
(ng) Q(F (X;y)) ( Pra(X); P23aly)

©) Ps(a)
(X) P14(a)
(ac) P23(2)
(ae) P234(Q)

Automates bidirectionnels. On peut enrichir les automates d'arbres avec des clauses de |
forme

P(Xi) ( Q(f (X1;:::5Xn)) (10)

oul i netlesvariablexy, ..., X, sontdistinctes deua deux. Alors que les clauses (7)

connu emnQ.

Un ensemble de clauses (7), (8) ou (10) est appalautomate d'arbrdsidirectionnel Un
ensemble de clauses (7), (9) ou (10) est a@pealautomate d'arbrdsidirectionnel alternant

En véri cation de protocoles cryptographiques, on a natureé@t besoin de clauses qui sont
des extensions naturelles du format (10) :

POXG) (0 QUF(Xg; 015 Xn)); Qu(Xiy)s o Qu(Xiy) (11)

ou k 01 R I n et les variables<q, ..., X,, sont distinctes deua deux. Par
exemple, en supposant qu'un intrus de Dolev-Yaéwssia recugerer un ensemble de messages
dé ni par un prédicatE — autrement dit, le messagest Ecueré si et seulement & (t) dans

le plus petit modle de Herbrand d'un ensemble de clauses écenf alors le pedicatl dé ni

par les clauses additionnelles :

1(X) ( E(X)
LG Y)) ( HX)i1(Y)
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LX) (XY )5 1(Y)
HpCXY)) (0 1(X)51(Y)

LX) 1 (p(XY)

L(Y) ( 1(p(X:Y))

est tel qud (t) est vrai dans le plus petit metk de Herbrand si et seulement &ist ceductible
par l'intrus de Dolev-Yao, en lisari(u; v) “u chiffré en utilisant la @& synetriquev” et p(u; v)
“paire u, v". La premiere clause exprime que tout messageureré est @ductible, et est une
-transition. La deuwxame clause exprime que l'intrus pelwgdiire tout message qui est le chif-

frement de deux messagesaldeduits, et est une transition d'automate d'arbres (7). bsiEme
clause exprime que l'intrus peuédhiffrer tout message chiéfic(u; v) qu'il sait deduirea condi-
tion de pouvoir @duire aussi la élv; il s'agit d'une clause de la forme (11). Les trois der@s
clauses, qui expriment que l'intrus pewdlire la pairg(u; v) si et seulement s'il peutatiuire
a la foisu etv, sont une clause (7) et deux clauses (10).

Un ensemble de clauses (7), (8) ou (11) est appelautomate d'arbrdsdirectionneletendu
Un ensemble de clauses (7), (9) ou (11) est appelautomate d'arbrdsidirectionnel alternant
étendu

Contraintes d'égalites entre freres. La restriction exprimant que les variabl¥s, ..., X,
sont distinctes dans les clauses d'automates (7) et lesadaliautomates bidirectionnels (10) ou
etendus (11) peudtre relaee. Consiérons par exemple la clause d'automate (re&suivante :

PECGXY ) (0 Qu(X); QaX); Qs(Y)

Elle exprime qud (t1;1t,;t3) est reconnu eR des qud; est reconnu ey, t; enQ,, t3 enQs,
etquet; = t, (C'esta-dire qud; ett, sont identiques en tant que termes clos).

La contrainte dégali€ entret, ett, porte sur defreres: t; ett, sont des arguments duéme
symbole de fonctiori dansf (t;;t,;t3). Les ensembles de clausesmls par des clauses de la
forme :

sans aucune contrainte sur les variabfgs. . ., X,,, sont appdls desautomates d'arbres avec
contraintes dégalite entre feres

Il esta noter que les langages reconnus par automates d'arbies@veaintes dgalig entre
freres sont plus riches que ceux reconnus par automatesaebaPar exemple, le langagede
tous les terme§ (t;t), t parcourant les termes clos, est reconnaissable en utilies®galies
entre fieres, mais il n'existe aucun automate d'arb®etel queLp(S) = L, pour aucun gdicat
P.

Comme en section 6.1, on peut montrer que tester si un temsest reconna I'étatP d'un
automate d'arbre avec contraintegdali€ entre feres est faisable en temps polynomial. L'union
et l'intersection d'automates d'arbres avec contraintesgelié entre feres est calculable en
temps polynomial sous forme d'automate d'arbres avec agrtes dégalié entre feres, mais le
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compEmentaire n'est pas eregeral repésentable sous forme d'automate d'arbre avec contrainte
d'égali€ entre feres. Pour reidiera ce probéme, Bogaert et Tison [BT92] ont progod'utili-
ser des contraintes &jali€ et de differencet; 6 t, entre fieres. Ces derniers automates sortent
du cadre de ces notes, cependant.

On peut aussetendre les contraintesétjali€ ou de diferencea des sous-termes plus pro-
fonds, mais tester la vacgitdes automates ainsi obtenus eséaidable, me pour des tests
d'égalié dits entre cousins et pas de tests dediifice. Pour plus d'information, voir [CD®7].

6.4 Decider la vacuite d'automates d'arbres generalisés

Géreralisons grereusement le format de clauses que I'on peut rencontreradEmautomates
d'arbres bidirectionnels alternanéendus, avec contraintesedalié entre feres. Notamment,
ignorons le fait que toutes les clauses rendmggrsont de Horn.

Un -blocest une clause de la forme :

1P1(X) _iii_ nPa(X)

oun O, ettous les gdicatsP; sont appligésa la meme variableX ; on notera souveri (X))
un -bloc dont la seule variable libre (si elle existe) ¥stNoter que la clause vide est wbloc,
gue toute -transition est un-bloc, que toute clause intersection (9) est tbioc.

n-aire etX 4, ..., X, sont des variables, noreoessairement distinctes.
Unetransitionest une clause de la forme :

m

iPi(ti) _ Ba(X1) _ i _ Bn(Xp)

i=1

oum 1, lesBj(x;) sont des -blocs, et led; sont des termes plats dont les variables libres
contienneniX ¢, ..., X,.

On appellera clausautomatiqueout clause qui est soit unbloc soit une transition. On no-
tera que toutes les clauses d'automates d'arbres bidirewtis alternantstendus, avec contraintes
d'égali€é entre feres, sont des clauses automatiques, qui sont de plus deg<lé nies. Les
requetes? ( P(X) (voir lemme 4) et les recptes conjonctive® ( Pi(x);:::; Py(x) (voir
lemme 5) sont aussi des clauses automatiques.

Théoreme 16 La satis abilité d'ensembleS de clauses automatiques egtitlable en D2EXPTIME,
et dans NEXPTIME si I'ar#é des symboles de fonction est gmpar une constante.

Démonstration.Par &solution ordon@e (voir section 3.1) avec l'ordre;, subsomption ligaire,

et splitting. Rappelons que I'ordre; est & nipar P(t) 3 PqtY si et seulement i3 t° c'est-
a-dire si et seulement $? est un sous-terme strict de Le plan de la preuve est : d'abord,
montrer que la &solution ordonée avec splitting ne fabrique que des clauses automatiques;
ensuite, montrer qu'il n'y a qu'un nombre ni, qu'on estimgrde clauses automatiques.
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Appelonsprojectiontoute substitution telle que (X)) est une variable, pour toute variable
X . Il est clair que, pour toute projection pour tout -blocC, C est encore un-bloc, et pour
toute transitiorC, C est encore une transition. (On notera que cette degraf rmation cepend
du fait que nous autorisons les variablepatees, c'esta-dire, dans le cas de Horn, les contraintes
d'égalié entre feres.)

Tout facteur ordon@ d'un -bloc est donc un-bloc. De plus, tout facteur ordoérd'une
transition est une transition. En effet, sGit + A_ + A%une transition aveA et A°uni ables et
maximaux pour . Nécessairememt = P(t) etA°= P (t9 pour deux termes platsett® Leur
mgu est donc une projection, donc le facteur ordof@® _ +A _ + A9 est une transition.

Montrons maintenant que touésolvant binaire ordorende deux clauses automatiques est
une disjonction de clauses automatiques ne partageanh@wewiable. En fait, on va montrer
que tout esolvant binaire ordoréhde deux clauses automatiques est soit une transition, soit
une disjonction d'-blocs, que I'on peut toujoursecrire comme une disjonction dblocs ne
partageant aucune variable ;

— Un résolvant binaire de deuxblocs est un-bloc.

— SiC _+P(X) estun -bloc etC°  P(f (X1;:::;X,)) est une transition, alors leur

la formeB1(X1) _::: Bn(X,), etle €solvant binaire est donc la disjonction dddocs
Bl(Xl), "y etBn(Xn).

— Le cas syratrigueC _ P(X) un -bloc,C°_ +P(f (X1;:::;X,)) une transition, est
similaire.

on remarque d'abord que le mgu servartalculer le €solvant binaire est une projection.
On a maintenant deux cas. Siou C°est une transition, c'esi-dire contient au moins
un atome Q(t), avect plat, alorsC _ CPest une transition, donc l&solvant binaire
(C _ CY estencore une transition. Sinad,et C°sont des disjonctions d'blocs, donc
(C _ C9 estencore une disjonction eblocs.
On en aduit que tout @solvant ordona de deux clauses automatiques est une disjonction de
clauses automatiques ne partageant aucune variable. Ba@snlution ordonee, avec splitting
appliqe le plus &t possible, produit des tableaux dont les branches neesorgnt que des
clauses automatiques.
Comptons le nombre de clauses automatiques. Bleithombre de symboles degglicats,
f le nombre de symboles de fonctions dans la signatyl'arité maximale des symboles de
fonctions de . D'abord, il y a au plug£?® = 4P -blocs,a renommage js. (Sil'on a deux-blocs
B (X) etB(Y) qui ne different que par renommage, chacun subsume l'autaiiement, et I'on
peut donc supprimer n'importe lequel d'entre eux.) Pour ptanles transitionsa renommage
pres, on peut supposer que les variables libres des trarsgmmtX ,,...,X, (0 n a)dans
cet ordre. Il y an" listes den variables prises parmi ces deznés (on pos€® = 1), doncfn"
termes plats, don2pfn" littéraux P(t), avect plat, donc au plug®" = 4pin"  gpfa®
possibili€s pour la partie des transitions qui porte sur des termés ;g a ensuite au plu®
-blocsB;(X1), 4° -blocsB,(X5), etc. Donc on a au plug’™@®:4r2 = 4Pfa®+pa transitions. I
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existe donc au plugP’@"* P2 + 4P clauses automatiques.

Cette borne est une double exponentielle en (un @ohe de) la taille de I'ensemble de
clauses automatiques initial, et une simple exponensellarité maximalea est une constante.
La satis abilité revenana tester s'il existe une branche du tableau obtenugsaiution ordonae
et splitting qui est satée et ne contient pas la clause vide est donc dans N2EXPTlivians
NEXPTIME sia est une constante.

On obtient la borne D2EXPTIME au lieu de N2EXPTIME en remangfuque, comme le
splitting n'opere en fait que sur des disjonctions d'un nombre au gplds -blocs, et qu'il n'y
a qu'un nombre exponentiel dblocs @P), le probeme @nréral se esout en temps doublement
exponentiel sur une machine qui ne fait qu'un nombre exptiglate choix non-éterministes (de
splittings) ; donc au total dans D2EXPTIME. Un autre argutrest d'utiliser le splitting sans
splitting, et de constater qu'il n'y a qu'un nombre au plusudement exponentiel de clauses
obtenues avec cettegle (exercice). u

D2EXPTIME est une complexttres haute. C'est en grande partie un artefact du forreat tr
géréral des transitions, qui autorise notamment :
— arenommer les symboles de fonction étetdes termes :

permet de changer ugen unf au sommet d'un terme reconnu €npour en faire un
reconnu erf ;
— areordonner les sous-termes, par exemple :

PECGY)) ( Q(Y: X))

permet de changer umenf tout enéchangeant leurs deux arguments;
— et tout ceci tout en dupliquant des sous-termes ou en tesilarsontégaux, entre autres.
La tres haute complex@tdu probéme de la satis abilé des ensembles de clauses automa-
tiques est aussi un artefact du fait que nous avémérgli€ les automates de sodéenclure des
clauses qui ne sont pas de Horn. D'autre part, il est relatérg improbable que le pradane soit
complet pour D2EXPTIME, mais laéritable complexi de ce proldme est ouverte.
Un cas important est celuiup dans les transitions, tous les termes platont de la forme

cas des automates d'arbres bidirectionnels alterréatglus, et Bme avec contraintesé&tjalie
entre fieres. Appelons de telles transitions des transitiomgrmes et appelons clausesito-
matiques uniformeles -blocs et les transitions uniformes.

La résolution ordonae avec splitting appliqule plus &t possible, partant de clauses auto-
matiques uniformes, ne produit que des clauses automatiquformes, et il y a cette fois-ci au
plus4P'*P2 + 4P clauses automatiques uniformes, ‘o

Proposition 17 La satis abilité d'ensembles de clauses automatiques uniformeseegiable
en NEXPTIME.

Il se trouve que le probime est en fait NEXPTIME-complet, car les clauses automesigini-
formes incluent en particulier toutes les contraintes endistes, dont la satis abilé est @ja
NEXPTIME-compete (voir section 6.7).
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Note : La satis abilitt d'ensembles de clauses automatiquesmem non uniformes, est en
réealitt cecidable en NEXPTIME [SVO05].

6.5 Le cas des automatesapéralisés de Horn

Dans le cas de Horn, qui est aprtout notre prenere motivation ici, on peut ramener la
complexieé encore un peu plus bas,condition de travailler un peu plus dur. En fait, nous al-
lons montrer que le probime est dans DEXPTIME. (Les argumentégamés dans le reste de
cette section, en particulier, demandent pétre métrisésa avoir bien compris la preuve du
theoreme 16.)

On pourrait penser qu'il suf t d'effectuer de l@solution ordonée, et qu'aucun cas de split-
ting ne se pesentera, mais c'est faux. Par exemple, &irence suivante paésolution produit
une clause qui splitte :

Qi(X) ( P(F(X;Y;2));Q2Y); Qs(2) P (X;Y;2Z)) ( Pu(X);Pa(Y); P3(2)
Q1(X) ( P(X); P2(Y); Q2(Y); Ps(Z); Qs(Z)

(On a aussi vu un exemple en section 5.2.) On peut cependaatqaer que les clauses obtenues
par splitting sont, d'une part, une clause mie Q1(X) ( Py(X), et d'autre part deux clauses
qui sont des redetes conjonctives? ( Py(Y); Qa(Y) et? ( P3(Z);Qs3(Z). En d'autres
termes, la conclusion de l'iefence ci-dessus peut se li®{{X) ( P1(X) a condition que
P>\ Q,etP3\ Q3 soient non vides”.

Ceci motive l'idée suivante. Utilisons le splitting sans splitting (satto3), ce qui aki&¥gera
la clause ci-dessus en :

Q1(X) ( Py(X);0( )i )
a( ) ( Pa(Y); Qa(Y)
ol ) ( Ps(2);Qs(2)

On souhaite maintenant conérér la premeére clause ci-dessus comgtant la claus®,(X) (
P1(X), mais gebe tant quey( ) et ) n'ont paséte cerivés, c'esta-dire tant qu'on n'a pas
monté queP,\ Q, etP3\ Q3 étaient non vides.

Pour ceci, il suft de €lectionnery( ) etg{ ) dans cette clause, ce qui forcera la claase
n'étre utiliee qu'avec des clauses de la forae) ( :::etg{ ) ( ::. Ensuite, arrangeons-
nous pour qu'au moins un létal soit €lectionré dans ces deux derniers types de clauses, d
gu'elles contiennent au moins un &tal regatif.

Precigment, reprenons le formalisme de la section 5.3, Boith ensemble de symboles
de pedicats, efQ l'ensemble de$Cq, pour toute claus€ formée a partir de symboles de
prédicats dan® . Pour toute claus€ (utilisant possiblement des symboles@g dé nissons
sel (C) comme suit :

— SoitQ (C) I'ensemble des liiraux de la forme q(t) deC telsqueq2 Q ;siQ (C) 6

;, posersel C) = Q (C).
— Sinon, soiMax (C) I'ensemble des litraux maximaux d€ pourl'ordre 1, alorssel (C)
est le sous-ensemble desditiux regatifs deMax (C).
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Rappelons qu®(t) 1 P{t9 si et seulement i3 t° c'esta-dire si et seulement §f est un
sous-terme strict de

Utilisons la esolution ordonée (pour ;) avec fonction de&lectionsel, élimination de tau-
tologies et de clauses subsees lireairement, et la stragie suivante de splitting sans splitting.
Pour toute claus€ de Horn,écrivonsC sous la formeCp _ Cq, ou Cp est forneea partir de
symboles de @dicats dan® uniquement, eCq est forneea partir de symboles de @dlicats

sous-claus€; qui est @ nie ; on peut donc supposer q, .. .,Cx sont des clausefgatives.
Notre straggie de splitting sans splitting consiste alanemplacelC par

Co_Ci_ pCoq()_:::_ pCka( )
+pCaq( ) _ Gy
+pCa( ) _ Cx

sik 2. (On notera que toutes ces clauses sont de Horn ; toutes agsgibfgment la prerare
sont en fait des clause€ dies.) D'autre part, on applique cett&édomposition au plut. Par
les sultats de la section 5.3, c'est une sgi¢ compéte.

Soit Qq le sous-ensemble d@ formé despCq, ou C est un -bloc negatif forneé a partir
de symboles de pdicats dan®. On notera qu'il y a au plug® élements dangg, ou p est le
cardinal deP . (Ceci garantit en particulier que la solution 1 au peshé mentiona dans la note
suivant le tieoreme 12 s'applique.)

Si S est un ensemble de clauses automatiques desmpartir de symboles de @dicats dans
P uniquement, toute clause obtenue par la 8yt ci-dessus est de Horn, et :

1. un -bloc formé a partir de symboles degdicats danP, possiblement en disjonction avec
un+q( ), 92 Qo;

2. ou une transition foreea partir de symboles de @dicats dan®, possiblement en dis-
jonctionavec un-qg( ),q2 Qo;

3. ouuneclaus€ _ () _:::_ ¢n( ),ouC estun -bloc formea partir de symboles de
prédicats dan®, g;;:::;0n 2 Qoetl m a, oua estl'aritt maximale des symboles
de fonctions, possiblement en disjonction aveer ), q2 Qo.

Noter en effet que toutsolvant ordon@ avec &lection des clauses de type 1 ou 2 fournit des
clauses de type 1, 2, ou bien une disjonctionlgbcs (possiblement en disjonction avec un
+q( ), g2 Qo), qui fournissent des clauses de type 3 par splitting sditsrgp L'argument est
similaire a celui de la preuve du doreme 16. Ensuite, la seule fagcon ésoudre une clause de
type 3 est deésoudre surun des Etaux q¢( ),1 i m, quiest &lectionre. On doit donc
résoudre avec une clau€econtenant- g( ). Mais+g( ) n'est pas maximal darS si C est de
type 1 ou 2, sauf <€ est E€duite au seul liiral+ g ( ) ; et siC est de type, |I' étape de&solution
est impossible car alosel (C) 6 ;. Donc on ne peutasoudre une clause de type 3 qu'avec un
fait + g ( ), ce qui fournit une clause de type 3 ou 1.

[y aau plusA’(2P+1) clauses de type 14P possibilies d' -blocs,2” possibilies pourg( )
si présent. (En fait, on en a au pl242°P + p+ 1), en tenant compte du fait qu'il s'agit de clauses
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de Horn, mais nous ne serons pas aussi ns dans la suite gpdar de rendre le comptage trop
compliqie). Il y a au plusifa™*P2:(205+ 1) clauses de type Z4P +pa JF,4 P): (2p + 1)Fdans le cas
uniforme). Il'y a au plusi(2” + 1): 2, C), clauses de type 3. Or 7., Cl, L=
2°(2P2  1)=(2° 1).llyadoncau pIuSIP(Zp +1)2P(2P2  1)=2° 1) clauses de type 3, une

guantie simplement exponentielle. On eadiiit :

Théoreme 18 La satis abilité d'ensembles de clauses automatiques de Horné&sdable en
DEXPTIME si l'arité des symboles de fonction est lEgrmpar une constante.

La satis abilité d'ensembles de clauses automatiques uniformes de Hodeesiable en
DEXPTIME.

Le probkeme est en fait DEXPTIME-complet, car la vaéuite 'intersection d'automates d'arbres
est ceja DEXPTIME-compéte (section 6.2).

6.6 Reduction des automates gnéralisés de Horn aux automates d'arbres

LorsqueS est satis able, la strégie de la section 6.5 netdve pas la clause vide, mais
I'on peut utiliser 'ensemble de clauses obtenu lorsque roeEgssus termine pour obtenir des
informations sup@mentaires. Notamment, nous obtiendrons la description dioctle deS
sous forme d'un automate d'arbres (possiblement avec aiomdéis dégalié entre feres). La
technique est essentiellement l@mme que celle utilise dans le thoreme 15.

Proposition 19 Pour tout ensembl8 satis able de clauses automatiques de Horn, il existe un
ensembl@orm(S) de clauses de la forme

(@) P(F(X1;:::;X0)) ( Ba(Xa);::::Ba(Xa) ou (b) P(X)

ou By, ..., B, sont des blocséyatifs, et tel quep(S) = Lp(norm(S)) pour toutP 2 P.
De plus,norm,(S) est calculablea partir de S en temps doublement exponentiel, et simplement
exponentiel si l'arié des fonctions est boge par une constante.

Démonstration. Appliquons la stratgie de esolution ordonae avec 8lection, splitting sans
splitting etélimination de clauses redondantes de la section 6.5, abtem nouvel ensemble
de clauses satérS® en temps doublement exponentiel, simplement exponeritlgrisé des
fonctions est boree. (Ce faisant, nous supposons sans perteéderaitt queP contientP
et tous les symboles deégaticats apparaissant da8s Pour simpli er la preuve, adaptons la
straggie de splitting sans splitting de sodae splitter que des clauses non closes ;@mera
que ceci calcule le @me ensembl&® avec les rBmesétapes de calcul. (On pourrait ne rien
changei cette stratgie, mais lI'argument serait plus complay

Consicerons n'importe quel ensemb® de clauses de la forme

() ?( Pa(ty);r; Pa(tn)

oun 1 ,Pq Py, 2P, etty, ... t, sontdes termes clos. (Donc on ne splittera pas une telle
clause.) Consmkons unettape de la stragie ci-dessu§®[ S; ! S non triviale au senswo
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S%g SO[ S,. Cetteétape ne peut pare uneétape deé&solution entre clauses &, car S°
est satug. Ce ne peut paitre unettape de&solution entre clauses &, carS; ne contient que
des clauseséyatives. Finalement, congins unettape deé&solution ordonée avec &lection
entre une clausgé ) et une claus€ de S° D'abord, C ne peut pas contenir de Bttal + q( ),
g2 Qo, carg( ) ne s'uni e pas aved;(t;). Ensuite,sel (C) = ;, doncC ne peut pagtre de
type 1, sauf si elle est exactement la claBdeX ), donc de la forméhb). C ne peutétre de type

serait maximal donc&ectionre ; doncC est de la formda). En n C ne peut pagtre de type 3,
car sinonsel (C) 6 0.

De plus, chaquétape de&solution ci-dessus fabrique soit la clause vide soit uaesd de
la forme ( ), de nouveau. On en conclut que dans tol#evdtionS°[ S; = SP 1 SO !
o1 801 ::: ou l'on peut supposer sans perte dengralitt que chaquétapeS?! S°%,
est non triviale, les seules clauses $fequi sont utili€es sont de forméa) ou (b). On pose
doncnorm,(S) = fC 2 SYC de forme(a) ou(b)g, il s'ensuit que pour tout terme clds Si
t 2 Lp(S), alorsS[f? ( P (t)g a une @rivation de la clause vide comme ci-dessus, donc
aussinorm(S) [? ( P(t)g, donct 2 Lp(norm4(S)). La réciproque 2 Lp(norm4(S)) )
t 2 Lp(S) estévidente. u

On peut maintenant remplacer toute clause de la fqbnesoitP (X ), par I'ensemble nide
clauses

lorsquef parcourt la signature . Ceci ne change le langage d'aucuidgicat denorm(S). On
peut ensuite transformer en temps polynomial toute cléa)sen les clauses

Qi(X) (  Bi(X)

Qn(X) ( Bn(X)

en introduisant des symboles d&gicatsQ, .. .,Q frais.
En utilisant une @monstration similaira celle du teoreme 15, on en&Huit :

Théoreme 20 Pour tout ensembl8 satis able de clauses automatiques de Horn, il existe un au-
tomate d'arbres avec contraintesatjalite entre feresnorm(S) tel queLr(S) = Lp(norm(S))
pour toutP 2 P . De plus,norm(S) est calculablea partir de S en temps doublement exponen-
tiel, et simplement exponentiel si l'agidles fonctions est bagre par une constante.

Démonstration.On obtientnorm(S) a partir denorm((S) enéliminant les clauses intersection
comme dans le #oreme 15. De fagcon remarquable, eéme sinorm(S) est de taille dou-
blemenent exponentielle (simplement exponentielle sitéades fonctions est boge par une
constante) en celle d& en ¢eréral, les nombres de symboles dégicatsp, I'arité maximalea
des symboles de fonctions, le nombre de symboles de forfctsamt les r@mes dan$§ et dans
norm(S). Or le calcul denorm(S) est exponentiel ep;f; a, d'ou le resultat. u

Les mémes arguments fournissent les deux autssltats :
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Théoreme 21 Pour tout ensembl& satis able de clauses automatiques uniformes de Horn, il
existe un automate d'arbres avec contrainteggdilitt entre feresnorm(S) tel queLp(S) =

Lp (norm(S)) pour toutP 2 P . De plus,norm(S) est calculablea partir de S en temps expo-
nentiel.

Théoreme 22 (Feduction) Pour tout automate d'arbres bidirectionnel alternagtenduS, on
peut calculer en temps exponentiel un automate d'arboem (S) tel queLr (S) = Lp(norm(S))
pour toutP 2 P.

Démonstration. Il suft de remarquer que I'on peut restreindre toutes legsudes contenant un
littéral de la formd (X 1;:::; X,) de sorte queX 4, ..., X, soient distinctes deux deux. (Ceci
ne serait pas vrai si I'on avadt utiliser la factorisation ; heureusement, nos clausestg®Horn).
u

En particulier, tout langage reconaLtoutétat de n'importe quel automate d'arbres bidirec-
tionnel alternanétendu esté&gulier.

Remarque 7 On peut aussi utilisenorm(S) pour extraire un moele deS. En effet, tout auto-
mate d'arbresS, avec contraintes @galite entre feres a un moele de Tarskl dé ni comme
suit. Le domaineD est I'ensemble des parties d&, ou P est I'ensemble des symboles de

ouP; 2 vy, ...,Py 2 v,. Ce moele est tel que 2 | siet seulement $ 2 v. On notera que
ce moele est ni, et de taille exponentielle en la taille de I'autate d'arbres avec contraintes
d'égalitt entre feresSy = norm(S), donc doublement exponentielle en la tailleRle

6.7 Contraintes ensemblistes

Les contraintes ensemblistes sont un formalism@emere vue tes different, mais qui ne
I'est pas tant. Elles orété invenées par John Reynolds [Rey69], et éfd plus tard utili#es en
inféerence automatique de types pour programmes Prolog, ereinfe de forme de doaes en
ML, et en \éri cation de protocoles cryptographiques.

Informellement, si I'on consiere lesequations suivantes,

Nat = S(Nat)[ O Even= §S§Even)) [ O ListEven = cons(Even;ListEven) [ nil

intuitivement, on a spci € queN at devait repesenter I'ensemble des entiers naturélsifs en
unaire),Evenl'ensemble des entiers pailsstEven I'ensemble des listes nies d'entiers pairs.
La notationS(Even) dénote I'ensemble de tous les successeurs d'entiers pairs.

Plus ¢geréralement, on peut souhaitéecrire des inclusions entre expressions. (C'est plus
géréral car on peut toujourggcrire uneegalié e; = e, en deux inclusions; e ete, €;.)
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Par exemple, di est I'ensemble des messageésidctibles par un intrus de Dolev-Yaopartir
d'un ensemble de messadgeson doit avoir :

E 1 c(;1) | c@D\I c;1)

ou c est l'opérateur de chiffrement. Linclusiok | exprime que tout message &e est
déductible par l'intrus, l'inclusiorc(l;1) | exprime que tout message de la forof®; N )
avecM 2 I,N 2 |, estdang (I'intrus sait chiffrer). Finalement] dénote I'ensemble de tous
les termes; l'inclusiore(1; 1)\ I ¢(l; 1) exprime alors que tout message de la foofd; N )
avecN dansl, et qui est dans, est dang(l; 1), c'esta-dire queM est dand . Autrement dit,
l'intrus sait cechiffrer.

Formalisons ceci. Lesxpressions ensemblist&snt ¢ nies par la grammaire :

e:= jOjlje\ eje[ ej{ejf(e:::;€)

ou f est un symbole de fonction quelconque (d&an), et , , ..., sont devariables ensem-
blistes L'ensemble des variables ensemblistes est supposi dénombrable. Dans les expres-
sions de la formé, '(e) (lesprojectiony, on demandg¢ i n.

La $£mantiqueleK d'une expression ensemblistglans un environnement qui associa
chaque variable ensembliste un ensemble de termes clds sestante, a T est I'ensemble de
tous les termes clos :

JK = () JOK =; ale=T
Jo\ &K = JgK \ JeK Jei[ &K = JeK [ Je&oK {e¢ =T nleK

Unecontrainte ensemblistest une inclusion de la forreg  e,. Unsyseme de contraintes
ensemblisteK est un ensemble ni de contraintes ensemblistes. OrFae; e, si et seule-
ment siJe; K JeK et F K sietseulementsi = e; e, pour toute contrainte; e,
dansK . On dit alors que satisfaitK . K estsatis able si et seulement s'il existe un environne-
ment qui satisfaik .

On peut toujours ramener la satis abditde systmes de contraintes ensemblistesles
sysemes decontraintesélementairesqui sont les contraintes lis¢s dans la premie colonne
de la table ci-dessous. Il suft en effet d'introduire de welles variables ensemblistes pour
nommer chaque sous-expression, et de simpli er. Par exenapl peut remplacdr(g( ))
parg( ) °f(9 , OU bien on peut remplacer \  par et . Cette
transformation prend un temps polynomial.
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On peut ensuite traduire

chaque contrainte ensenpontrainteélémentairq Clauses automatiques
bliste élémentairee; &, en 0 (X)

une conjonctiorS de clauses 1 + (X)

(montée en visa-vis), telle (X)_+ (X)

que F e e, si et [ (X)_+ (X)_+ (X)
seulement si F S. Noter \ xX)_  (X)_+ (X)

ici que I'environnement { N (i)_+ ();)

n'est rien d'autre qu'une { 8 £ X ""('X)_ +( )X
interpétation de Herbrand, 3 ,__( STEEEE n) —* 1(X1)
celle telle qud = ,( ) pour f(1:n) 3 (F(Xg;:055Xn) _+ a(Xn)
tout symbolg de m@dicat . " W(8(X 111 Xm)) (pourtoutg 6 f)
Cette traduction prend encore ¢ ( .::.. XD+ (F (X1 X))

un temps polynomial.
Au total, on a eduit, en temps polynomial, le prashe de la satis abil& de contraintes ensem-

blistesa celui de la satis abilié de clauses automatiques, qui plus est uniformes. Cecoast d
décidable en NEXPTIME, par la proposition 17. En fait, le gevbe est NEXPTIME-complet.

L'exemple de contrainte ensembliste nétidant la connaissance de l'intrus de Dolev-Yao,
gue nous avons vu plus haut, se traduit en :

LX) ( E(X) 1(c(X;Y)) ( 1(X);1(Y)
(X) (XY ) ¢ (X)r(y)  (X)(C (X);1(X)
LX) (0 (eXY)  E(YY)C (eXY)) 20 (9Xy:Xm)) (980

ou l'on a d'abord traduit la contrainte ensemblistél; 1) \ | c(l; 1) en les contraintes
élementaires
1 c(;l) \ c(l;!)

On note que ces clauses sont des clauses de Horn, et en faladess d'automates d'arbres
bidirectionnels alternants.

Ceci motive la @ nition de la classe desontraintes ensembliste€ diies, qui sont les
contraites ensemblistes e ou le symbole{ n'apparéat pas ni danse; ni danse;, et au
le symbolg n'apparét pas dan,. La traduction pesenge ci-dessus fournit alors un ensemble
de clauses automatiques uniforntesHorn

Par le tleoreme 18, la satis abilé de systmes de contraintes ensemblisté&snies est
DEXPTIME-compkte.

Par le tleoreme 22, la plus petite solution d'un sgate de contraintes ensemblistes envoie
chaque variablX vers un langageggulier, calculable en temps exponentiel.
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7 Classes dcidables de clauses du premier ordre

7.1 Indécidabilité du cas gnéral

L'insatis abilit € d'ensembles de clauses du premier ordre est un@mubindcidable. Iy a
un certain nombre de facons de kendontrer. En voici deux :
— Le probkeme de correspondance de Post (PCP) egtiddble. Ce prolime est le suivant :
ENTREE : un nombre nide pairesde mogs;;vi),1 i p,surunalphabdta;;:::;ang;

sibles) telle ques;, u;, :::ui, = Vi, Vi, :::V; etce mot est non vide ?

On peut le coder comme suit. D'abord, pour tout met tout terme, dé nissons le terme
u(t) par : siu est le mot vide alorsi(t) = t; siu est le motva, ou a est une lettre, alors
u(t) = a(v(t)). Il ne reste plus qu écrire les clauses :

P(; ) (12)

Puix)svi(y) ( Pxy) @ i p (13)
Qle() @ j n) (14)

Qla(x) ( Qx) @ j n (15)

? ( P(Xxx);Q(x) (16)

Le mockle minimal des quatre presres clauses est consétde I'ensemble deB(u;, u;,
s () vigVip tiivi (), et desQ(w( ) pour tout motw non vide. La derrare clause
permet de 8duire faux si et seulement s'il existe un mot non viglgy;, @ ::uj, = Vi, Vi,
:11Vi, . Sil'on savait écider un tel ensemble de clauses, on saurait dénitidr du PCP,
ce qui est impossible.

— Le probeme de l'accessibile dans les machinesdeux compteurs est igdidable. Il s'agit
de:
ENTREE : un ensemble ni cttatsQ, un étatinitial ¢ 2 Q, unétat nal ¢ 2 Q,
un ensemble ni detransitions qui sont des triplets)! * of ou q;d 2 Q eta est une

expression de la formg + + , R ouR==0,1 i 2

QUESTION : existe-t-iR1; R, 2 N tels que(; 0; 0) ! (d;R1;R2) ?

Ici, on & nit (q; Ry;R2) ! (g% R?; RY) si et seulement s'il existe une transitigh® o
telle que :

— aestdelaform® ++ ,RP= Rj+1 etR?= Ry (oul=2,2=1);

— ouaest de la formdR ,Ri 1L RY=R, 1etRi9: Rr;

— ouaestdelaform® ==0,R; =0,R’= R; etR?= R;.

On peut coder ceci en clauses de Horn de nouvaalesocon gurationyq; R;; R,) sont
coceées sous forme d'atomegRR; R,), ou le codage des entiers ést Qh +1 = ) :

®(Q0 (17)
QSx):y) ( qix;y)  (pourtoute transitiomT ™ o) (18)
P y) ( qixy)  (pour toute transitiog " o) (19)
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Qx:y) ( o(S(x):y)  (pourtoute transitiomT o) (20)

adxy) (  ox; y)) (pour toute transitiom? ) (21)
Qy) ( qQy) (pour toute transitiomt ° ¢?) (22)
Px0 ( oxO  (pourtoute transition ¥ ° o) (23)

?2 ( g(xy) (condition d'accessibilé) (24)

Enrevanche, il existe certains formats d'ensembles desekaqui sontécidables : ce sont les
classes dcidablegle la logique du premier ordre. La plus importante est aeetaent la classe
monadique, que nous examinerons en section 7.6 et suivawted d'y arriver, mentionnons-en
guelques autres.

7.2 Laclasse de Herbrand

Il s'agit de la classe des ensembles de clausssires (Une clause unitaire est une clause
formée d'un seul literal.) Elle est écidable par&solution etant doné un ensembl8 de clauses
unitaires, soit il existe deux clausesA et A°deS qui s'uni ent, alorsS est insatis able, soit
il n'en existe pas, lagsolution termine sans produire la clause vid& est donc satis able. On
note en particulier que ceci fonctionne en temps polyngriiadi cation du premier ordreétant
décidable en temps polynomial &me liréaire).

7.3 Laclasse de Bernays-Scm nkel

termet; est soit une variable, soit une constante. Il n'y a pas de sjerde fonction d'arié non
nulle, l'univers de Herbrand est donc ni. On peut dor&cier tout ensembli® de clauses dans
cette classe en listant I'ensemble (ni§ # de toutes les instances clauseél@ments deS,
et en Esolvant le proldme de satis abili résultant. La satis abil# propositionnelle est NP-
compkte, etS # est en @réral de taille exponentielle en la taille & en fait la satis abilie de
la classe de Bernays-Smnkel est NEXPTIME-compéte.

Bizarrement, on ne sait pagcider la classe de Bernays-®amkel par aucun raf nement de
la résolution. Le sous-cas de Horn estitlable, dans DEXPTIME, par hypésolution positive :
on ne produit qu'un nombre au plus exponentielle de claus#aites.

La classe de Bernays-Siankel est exactement la classe des mises en formes ckmisal

guanti cateur et ne contient que des variables comme ter@esdit traditionnellement que
cette classe est feagment9 8 de la logique du premier ordre.

7.4 Laclasse d'Ackermann
De néme, la classe d'Ackermann est le fragm@r@9 . Les clausesasultante€ contiennent
une constante, ou la variabte ou un terme de la formie(x) (avec la néme variable).
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On peut montrer que lgsolution ordoné@e termine sur des ensembles de clauses de cette

max; i ,d(tj) +1, et poson® > B si et seulement gi(A) > d(B). On peut alors @montrer
gue> est un ordre stable, que towsolvant ordona entre clauses de la forme ci-dessus est
encore de la forme ci-dessus, et que d'autre part il n'y a guiombre ni (exponentiel...) de
clauses de cette forme. La classe d'Ackermann est déoidldble, en DEXPTIME.

7.5 Divers

Le fragment9 8 9 est incecidable, mais un certain nombre de sous-fragments &widat
bles. Notamment le fragmefit889 (la classe de Gdel), ou le fragment d'ensembles de clauses
obtenues partir du fragmen® 8 9 restreints aux clausesau plus deux liiraux (la classe de
Maslov). On pourra consulter [JJ76]. Montrer que ces deagsgs sonté@tidables est dif cile.

Le fragment des formulesédies a l'aide de deux variables seulement eétidable lui
aussi, mais le fragmerd trois variables est ir@tidable. (Il s'agit ici de &utiliser au maxi-
mum les némes variables dans les diverses quanti cations. Par ebee@p;y (P(X;y) )

I9x (P(y;x)"8y : P(x;y))) estune formule deux variableg ety.) La decidabilie du frag-
menta deux variables pe@tre montee par esolution ordon@e, en utilisant une forme clausale
dé nitionnelle (voir annexe C).

De méme, lefragment garé de de Nivelle est &idable paré&solution ordonae [dN98]. Il

s'agit des formules de la forme

F = P(Xy; i xn)JFMFJF _F

1 Xjiinx, n
On pourra consulter [FLHTO1] pour un panorama des claséegldbles de la logique du
premier ordre.

7.6 La classe monadique

La classe monadique et die traditionnellement comme la classes des formulesaderime

F == PXJF"FJF_F
j 8x Fj9x F

A part la restriction que les arguments des symboles @digats sont des variables, comme dans
les classesé&tidables mentiorges plus haut, la restriction essentielle de la classe niqunadst
gue tout symbole de pdicatP est darité 1.

Montrer que cette classe estaidable est facile. SoieR, ..., P, les symboles de pdicat
(unaires). Soil une structure quelconque, de domabe: pour chaque, 1 i n, lp,
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est un sous-ensemble @ A chaque valeur de D, on associe une suigv) de symboles
1, 20:i1; n,0éniepar: jvautt+ siv2 lp, siv62p,.Ilestalorsfacile de voirque, pour

ment ne cepend que des( (x)), x libre dansF. SiF est satis able, et a un maie| de do-
maineD, elle a alors un moele ni, dont le domaine est I'ensemble d&s), v 2 D. Ce moctle
est de taille au plug", ou n est le nombre de pdicats distincts d& . Une facon de tester la

satis abilité deF est donc de deviner un ensemblale symboles ;; ,;:::; n,etdetestersi
F estvraie surle moglel de domaind ettelquep, = f q;:::; § 15+ is15::0; nj8) 6

i j 2 f+; 909 . Laclasse monadique est donecttlable en NEXPTIME. De plus, cet al-
gorithme est thoriquement optimal : la satis abiétde formules monadiques est un peyhke
NP-complet.

Cet algorithme est cependant @&ttrement lourd. En fait, il fonctionne en un temps qui est
toujours le pire possible. On va voir (super ciellement)@upeut transformer ce probine en
un probeme de satis abilié de clauses, que I'on pewsoudre pargsolution. Le premier igrét
est que l'on peut esrer trouver des preuves pasolution plus rapidement qu'en temps non-
déterministe exponentiel dans les cas pratiques. On versa&ion 6.7 que ceci nous permettra
de plus une comghension plus ne de la relation entre classe monadiquetetraates d'arbres.

La mise en forme clausale (standard) d'une formkilele la classe monadique fournit des
clauses qui ont une forme particerle. Si I'on met d'abord= en forme pénexe, on obtient une
formule de la formeQ,z; ::: Qnz, G, ou G est une formule sans quanti cateur, et Bs
sont des quanti cateurs, daifi@ ; 8g. Si I'on skolemise maintenant, on obtient la formue ,
ou est la substitution qua z; associez; si Q; = 8, etgi(&.< ) SiQi = 9, ou les symboles
de fonctionsy sont dewa deux distincts, e#s.; dénote la liste de toutes les variablggelles
quej <i etQ; = 8. Il ne reste plus qa mettreG en une forme clausal®. CommeF est
monadique, les atomes @& et donc deS sont de la formd® (z) (avecQ; = 8) ou de la forme

ment s'il existe un entiek, 0 k n, tel quefXq;:::;Xmg = fYy;::0; Y. Par exemple,
f(X)v ag(X;Y),av f(X),g(X;X) v g(X;Y), maisg(X;Y ) 6vf (X),g(X;Y) 6vg(X; X ),
f(Y) 6vg(X;Y). ll estclair que toute clause &est formee d'atome® (t), out est une variable
ou un terme plat.

Toute clause ainsi obtenue a donc ueeamposition en blocs d'une des deux formes :

1. Un -bloc
1Pi(X) _ i nPa(X)
oun O, et tous les grdicatsP; sont appligésa la meme variableX ; on notera souvent
B (X) un -bloc dont la seule variable libre (si elle existe) ¥st
2. Ou undransitionétenduede la forme

m

iPi(ti) _ Ba(X1) _ i1 _ Ba(Xn)
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oum 1, lesBj(x;) sontdes-blocs, leg; sont des termes plats tels que
—tivitrv iiiv ity
— etXq;:::: X, sont toutes libres darisg, .

En fait, la mise en forme clausale de formules de la classeadique produit rame des clauses
un peu plus particudires, au senswles X; sont distinctes deua deux dans les clauses com-
plexes.

Par exemple, considons la formule monadique

(8x E(x)) 1(x))

N e ) (1), 1(2)
Y 92 n P Q) E@)
Aoy 92 1000 1() . 1(2)

A 9uv E(W)NPU) N Q(V) M T (u)
c'esta-dire, en respectant la syntaxe que nous avonséodes formules monadiques :

68x E(x)6+l(x))
< (1) _ Hy)_+1(2)

AN

A @8y 9z N (1) () _+1(x) A
0 g "~ (PO Q(Y)_HE(Z))1
< (1x)_ 1_+1(2)
A @8xy 9z ( 1(2)_+1(x) A
' (

1(z) _ +1(y))
AN 9uv FEWVNM+HPW) M +Q(V) N ()

Mise en forme clausale, cette formule devient :

E(X)_+1(X)
LX) (YY) _+1(e(X;Y))
H(e(X;Y)) 1Y) _+1(X)
P(X)_ Q(Y)_+E(c(X;Y))
LX) 1Y) _+1H(p(XY)
L (p(X;Y)) _ +1(X)
L (p(X;Y)) _ +1(Y)
+E(K)
+P(m)
+Q(k)
I (m)
ou m et k sont deux constantes, etet p sont deux symboles binaires. Noter que, si I'on lit
c(X;Y)“X chiffreavecla@Y” et p(X;Y ) “paire X, Y”, les 7 premeres clausea I'exception
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de la quateme @ nissent exactement les capastceductivesl d'un intrus de Dolev-Yaa
partir d'un ensembl& de messages dont il dispose.

La premere clause, E(X) _ +1(X), est un -bloc. On incite le lecteua veri er que toutes
les autres sont des clauses complexes.

Le point important est que les clauses obteraupartir de formules monadiques, de types 1
ou 2 cecrits plus haut, ressemblent beaucoup aux clauses aifoegtjue nous avons vues en
section 6.4. Ony a ratke la condition selon laguelle tous lgslevaient avoir le lame ensemble
de variables libres, au pro t de la conditidnv t, v :::v tgy,t, contenant toutes les variables
libres de la clause. Les@&mes techniques qu'en section 6 montrent qué&salution ordonae
(pour 1) avec €lection,élimination de tautologies et de clauses subsesnlireairement, et
splitting, termine en temps noreterministe simplement exponentiel. (On laisse I'adagtedu
theoreme 16 en exercice.)

Le cas de la restriction de Horn de la classe monadique ge tuhien temps éterministe
exponentiel. (De nouveau, on laisse I'adaptation éome 18 en exercice. On d@tendre ;
de sorte queé @ u impliguet ; u.) De plus, toute formule monadique de Horn éduit (en
temps exponentiel, adaptation détieme 20 laisse en exercice) en un automate d'arbres avec
contraintes cégalies entre feres.

8 Approximations d'ensembles de clauses de Horn par auto-
mates genéralises

Lalogique du premier ordre estiadidable (section 7.1), mais ceci ne doit pas nousaamer
de tester si un ensemble de clauSe®nrée en entFe est satis able ou non. Iy a deux approches
typiques de ce probme :

— Ultiliser une néthode de @monstration automatiqummpkte comme la ésolution et ses
raf nements. Ceci &t le sujet des sections 3, 4, et 5, mais souffre @fiaat qu'aucune
stragégie de @monstration automatique ne terminera sur tous les cas.

— Ou utiliser des techniquesapproximation c'est-a-dire des algorithmes dé&chonstration
A qui peuvent se tromper. En d'autres term@&gS) répond “oui” ou “non”, mais on
s'autorisea ne pas demanderla fois la correction (si lagponse est “non” alorS est
insatis able) et la com@tude (siS est insatis able alors lagponse est “non”). Le gain est
gue l'on peut esprer une garantie de terminaison.

Dans la suite, nous ne conéi@rons que des approximations qui terminent. Il y a alotsxde
types d'approximations :

— les sous-approximation& sont correctes mais pagcessairement congies. SiA(S)
retourne “non”, alorsS est insatis able, sinon on ne sait rien.

En termes de &ri cation de protocoles cryptographiques par exemples sous-approxi-
mation est telle que #i(S) retourne “non”, @ S décrit un protocole cryptographique, les
hypotheses deécurig et les prop@tesa prouver, alors il y a une attaque sur le protocole,
de facon @re. En revanche, #i(S) retourne “oui”, on ne peut pas garantir lecsirie du
protocole.
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Trouver une sous-approximation est facile. Il suft de &#s$ sur des modles nis par
exemple. Autrement dit, il suft de & nir une interpietation de Tarskl quelconque de
domaineD ni non vide, et de testet = S en temps polynomial en la taille dget de
D. Plus nement, on peut@nir le domaineD, xer les seémantique$; des symboles de
fonctionf , mais pas les&@nantiquesdp des symboles de pdicats ; on peut alors tester
s'il existe un moelel deS avec lesD et lesl; x &s enénunérant toutes les instances
de clauses d& lorsqu'on remplace les termeaspar leurs valeur$ JtK ; on se ramne
ainsi au probdme SAT de satis abilé de formules propositionnelles, qui est NP-complet
(polynomial dans le cas de clauses de Horn).

— Lessur-approximationg\, d'un autre @té sont comptes mais pasatessairement cor-
rectes : siS est insatis able, alordA\ (S) =“non”. En renversant la proposition, 8i(S)
retourne “oui”, alorsS est satis able, sinon on ne sait rien.

En termes de &ri cation de protocoles cryptographiques, une sur-agpnation est telle
que siA(S) retourne “oui”, au S décrit un protocole cryptographique, les hypegks de
securig et les propétesa prouver, alors il n'y a pas d'attaque sur le protocole, dmfa
slire. On obtient ainsi ungreuve de &curite.

En revanche, sA (S) retourne “non”, on ne peut pas garantir qu'il y ait une atequ
Notre but dans cette section est dedre une famille &s ¢grérale de sur-approximations,
fondées sur la thorie de la section 6.

Remarque 8 A noter que I'on peut oprer une fertilisation croiée entre les deux approches. Nos
sur-approximations vont transformer des ensembles desela@réralesS, en des automates
d'arbres geréralisésS. On peut @cider de la satis abilie deS. SiS est satis able, alorss, sera
satis able (d'ou une preuve deéurite, dans le cas des protocoles cryptographiquesy 8st
insatis able, on peut cependant, au moins dans le cas de Hmmvertir le sous-ensemble des
clauses @ nies deS, qui est toujours satis able, en un melé ni (voir remarque 7). Ce dernier
moctle peut ensuitétre utilise, au moins en principe, par l'algorithme de sous-approxiora
décrit plus haut pour tenter de montrer q&g est insatis able (c'est-dire I'existence d'une
attaque, dans le cas des protocoles cryptographiques).

8.1 Types descriptifs

Nous pésentons une famille e&mement ef cace d'approximations pour le prebie de la
satis abilité : lestypage descriptifdl s'agit de familles d'algorithmes de typage de programsme
Prolog, c'esta-dire d'ensembles de clauses mies, qui tentent de @couvrir les types des va-
riables qui nenenta une @duction eussie d'un but doren Par exemple, congidons I'ensemble
de clauses:

double(QQ double(S(X); (XY))) ( double(X;Y)

Il est facile de se convaincre que les seules formuéevables de la forméouble(m;n) sont
telles quam est un entier en unaire, ptest un entier pair, qui vaut le double de

Un mécanisme de typage descriptif est un moyen d'attrilzueihaque variabl® de chaque
clause urtype , c'esta-dire un ensemble de termes clos, tel que toute utilisatela clause
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dans une éduction instancierX a un terme du type (plus péci€ment, un terme dont toutes
les instances closes sont darsDans I'exemple ci-dessus, on peut ainsi attribaer dans la
deuxieme clause le typBlat des entiers unaires etY le type Even des entiers pairs. Nous
avions dkcrits ces types en section 6.7 par les contraintes enssagli

Nat = §Nat)[ O Even= §SEven))[ O

Connaissant ces types, on constate que, si on ajoute awseslaiddessus la clause

2 ( double(X; YO)

il n'y a aucun moyen de &luire le faux. On peut bierisle voir en lancant un des outils de
démonstration automatique menti@mplus haut. Mais c'est encore plus visible par typage :
si on pouvait @duire le faux? , ¢'aurait @ avec une valeur paire du dearie argument de
double, par typage. Mais on ne peuéduire? . qu'en passant la valedr(soit S(Q), qui n'est
pas paire.

Il n'est a priori pas facile de trouver de tels types desdgpfruhwirth et al. [FSVY91]
proposent une gthode ex@mementelegante et comptement automat®. Elle proede en
trois étapes, consistaattransformer I'ensemble de clauses initgglen un nouvel ensemble de
clausesS décrivant les types des variables.

— On cée un nouveau pdicattype, prenant un argument, et autant de symboles de fonc-

tionsfp qu'il y a de symboles de pdicatsP dans I'ensemble de claus&g de cepart.

et chaque variable libr¥X de C, on cée un pedicattype - C- X, prenant un argument.
L'id ée est qudype- C- X (t) sera @&ductible deS sit est une valeur possible pour la
variable X dans une édduction utilisant la claus€, comme dans I'exemple ci-dessus.

SoientX 1;:::; X les variables libres dans lateP (t1;:::;t,), listées de gauchedroite.
(Il est possible qu'une Bme variable soit donc ligeé plusieurs fois.) Soiei;:::; Yx des
variables fraches, et distinctes dewxdeux. Soienty;:::;t, les termedq;:::;t, ou X;
estremplaée parY;,1 i k. Onremplace alor€ par les clauses :

Par exemple, en partant des clauses ci-dessus, on obtient :

type (f gouble (Q Q)
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type (faounie (S(X); (XY))) ( type- Co- X(X);type- Co- Y(Y)
type- Co- X(X) ( type (faounie (X;Y))
type- Co- Y(Y) ( type (fgoubie (X;Y))

On peut se demander quel est I'avantage @gice les types des variables d'un ensemble de
clausesS, par un autre ensemble de clauses. ll&sime en ceci : savoir si un type est vide est
décidable, et le prolkime est DEXPTIME-complet [FSVY91]. (Le lecteur est igvit montrer
gue la vacuié des programmes uniformes déiRwirth et al. est cecidable en temps exponentiel
par les arguments de la section 6.5.)

On pourra eri er que I'ensemble de clauses ci-dessus est tel que lgalga reconnu en
type - C,- X est exactement le typgeat, et le langage reconnu aype - C,- Y est exactement
le typeEven des entiers pairs.

8.2 Approximations par formules monadiques

Dans le néme esprit, on peuté&nir une procdure de sur-approximation valide pour tout
ensemble de clauseséme si elles ne sont pas de Horn. (Cette pdare sera similaire dans
I'esprit a celle de la section 8.2, mais ne coincide pas exactemestielaas de Horn.)

Faisons I'hypotlese que tout jdicat est unaire. C'est I'hypoéise que nous faisons depuis la
section 1. L'utilisation du grdicattype de la section 8.1 est une facon de ramener le éasrgl
au cas unaire.

Dé nissons maintenant uneege de transformations sur des ensembles de clebis&ant
gu'il existe un terme qui n'est ni une variable ni un terme plat dans une clatise Co_  P(t)

1. Si estle signe , créern prédicats unaires fraiBj, 1 j  n, et remplaceC dansS
parlesn + 1 clauses :

Co_ Pa(ty) _::i_ Pa(ts) (25)
P(f (X100 Xy) _ +Pi(X)) @ j n (26)

2. Si estle signetr, créern prédicats unaires fraiB;, 1 j  n, et remplaceC dansS
par lesn + 1 clauses:

+P(f (X155 Xn)) 0 Pu(Xa) _ it Pn(Xn) (27)
Co_ +Pi () @ j n (28

Si S%est obtenue par un tel remplacemétivonsS ;  S° Larelation; termine. En effet, soit
jtj la taille du terme, dé nie parjXj :I{,),jf (ty;::0;t)) =14+ jtyj+ i1+ jty, etlataille d'une
clause 1Pi(t1) _:::_ nPn(tn) par i”:l jtij. Alors S ;  SPimplique que le multi-ensemble
des tailles des clauses 8eest strictement plus grand que celui des tailles des claless$
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Il est aussi facile de voir que § ; S° alorsS®implique S, c'est-a-dire que toute maale
de S%est un moele deS. C'est parce que la clause rempa€ est un esolvant (non ordoré)
desn + 1 clauses (25) et (26), respectivement (27) et (28). (Le ledteeress pourra argliorer
la procdure en constatant que I'on n'est pas obldge céer lesX; distinctes dewa deux, mais
gu'il suf t d'imposer quet; 6 t; impliqueX; 6 Xj.)

SoitS; une forme normale (poyr ) quelconque d&: Sy ;  Si,etS; 6 S°pouraucurs®
S; est de plus obtenu en temps polynonaigdartir deSy, etS; implique Sy. Si S; est satis able,
Sy est donc satis able.

Bien queS ressemble un automate d'arbresgeérali€, il se peut qu'il n'en soit pas un. En
effet, S peut contenir une clause de la formeCy L, L, 0ulL; etL, sont deux littraux
ayant des ensembles de variables libres distincts maisismnds.

Il'y a ici deux possibilies. La plus pgcise consista transformer ce type de clauses en les
clauses :

siL; oul, est positif, @ h est un symbole de pdicat frais. Ce processus termine etgmrve
la satis abilite, et aboutita un ensemble de claus8glu type de celles obtenues en section 7.6,
c'est-a-dire des clauses dont les blocs sont dbkcs ou des transitiorestendues.

On peut aussi directement produire un automate d'arbeesrgli S (a splitting pes) en
remplaganC parCo_ L; _ CJ_ LY, ouCf_ LY estun renommage d&, _ L, qui ne partage
aucune variable libre ave€, _ L;. Noter queCo _ L; _ CJ_ LS impliqueCo _ Ly _ L, car
cette derrgre est un facteur de la preené. Litération de ce processus termine encore en temps
polynomial.

Dans les deux cas, I'ensemble de clauses $&a@st obtenu en temps polynomapartir de
S, etSimpligueSy. SiS est satis able Sy est donc satis able. L'algorithme prenaB en entée
et retournant “oui” s est satis able, “non” sinon est donc un algorithme de sypragimation,
qui termine.

Dans le cas © Sy est un ensemble de clauses de Horn, la @doce d'approximation ci-
dessus fournit toujours un ensemble de clauses de Hornrébess onéte congues dans ce but.)
Ceci nous permet d'obtenir une garantie de terminaisonmpsesimplement exponentiel, et de
retrouver des maeles descriptibles par automates d'arbres avec contsaiftgali€ entre feres
(remarque 7) dans le cas 8 est satis able.

8.3 Amélioration de la précision

On peut se demander si laéthode d'approximation des ensembles de clauses de Horn par
des automates d'arbres avec contraint&géli€ entre feres de la section 8.2 est suf samment
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précise. Il arrive, et notamment dans le cadre defa eation de protocoles cryptographiques,
que ce ne soit pas le cas. Autrement dit, I'algorithme deagyoroximationA (Sy) répond “oui”
trop souvent alors qu§, est insatis able.

Cependant, certaines transformationslipminaires de I'ensemble de claus8g aneliorent
grandement la j@cision de l'algorithme de typage de la section 8.2. On @oeonsulter [Gou02],
section 4.5 pour une justi cation de l'igtét de ces transformations. Toutes ces transformations
operent sur des ensembles de clawdegiorn

Inlining  L'inlining est une technique venant de la compilation des langage®dspimation,
adapée au cas de Prolog. L&k est que, si l'on a plusieurs clausésnies

Ci_ P(t)

Cn_mP(tn)

ce que l'on peut voir comme plusieurs endroits dans le progra ai I'on appelle le sous-
programmeP, on peut remplacer les appe® (t;) par la c& nition de P. Autrement dit, si les
clauses d nies dont la &te est de la formP (:::) sont :

P(u) ( Bs

P(um) (B
on peut remplacer la clausg _  P;i(t;j) par les clauses
(Ci_Bj) i

ou j estle mgu de; avecy;, s'il existe.

Cette stragie intuitive est cependaatla fois trop nave et trop compligée. De facon plus
simple, poutinliner un pdicatP, on liste d'abord les clausé3, ..., C, qui ont un litéral de
la forme P (:::) mais aucun de la formeP (:::). On ciee ensuité nouveaux pedicatsPy, .. .,
P,, et on remplacé® parP; dansC;, pour chaque entrel etn. La secondétape consista
creer les clausesaissant les nouveaux pdicatsP;, en recopiant la @ nition de P et de tous
les pedicats utili€s parP, remplacanP parP;.

Formellement, soiP (P) le plus petit ensemble deégaticats contenari® et tel que siQ 2

P (P). Soit aussC(P) I'ensemble des clauses dont &g est de la form@(:::) avecQ 2 P (P).
Pour c& nir P; il suft de, d'abord, cteer de nouveaux pdicatsQ' distincts deuxa deux, pour
chaqueQ 2P (P;),1 i n,ensuite de @er pour chaque clause2 C(P), la clause obtenue
en remplacant tout pdicatQ apparaissant dar® parQ'.

Cette néthode est appéet inlining, parce qu'elle correspond exactemetd technique d'in-
lining de pro&@dures en compilation, ici addgata Prolog. Linlining produit un ensemble de
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est ceductible de5, si et seulement s'il estadiuctible deS; : c'est en cela que l'inlining est cor-
rect.

L'int érét de l'inlining est que I'on remplace le calcul du langagearnu erP, ce qui inclut
les valeurs des argumentsevenant de toutes les clauges : : : ; C, de facon non discrimiee,
par les langages reconnusky .. .,P, sepaément.

Partitionnement Le partitionnement consisteconstater que toute variabfea pour vocation,
dans la 8mantique de Herbrand,étre instand@e par un terme clos, qui est donc de la forme

l'arité def .

On peut utiliser cetteagle de transformation avant de lancer @mubnstrateur automatique.
Mieux : l'utilisation de la Esolution ordonée avec 8lection et de cetteegle est un raf nement
complet de la&solution, comme on s'en convaincra en adaptant la preutieedeme 8.

Il est cependard noter que I'utilisation de cettegle au plusat provoque la non-terminaison
des que contient un symbole de fonction d'a&ihon nulle. En revanche, si tout symbole de
est une constante, alors lasolution plus cetteegle fournit une proedure de écision pour la
classe de Bernays-Sah nkel.

Cette transformation est davantage utile dans un cas, typtoute variable ne petdtre
instancée que par des termes d@me type qu'elle. On consultera [Gou02].

Le partitionnement @serve tous les plus petits madds de Herbrand, mais pasaessairement
les autres moeles.

Ensembles magiques Une autre transformation classique en Prolog est celleedsembles
magiquesElle est utile en particulier en conjonction avec la transfation par partitionnement,
qui a tendance engendrer de nombreuses clauses qui ne seaveégrh dans aucuneedvation.
La technique des ensembles magiques permet de guider krcbehde preuves [BMSU86].

La technique est relativement simple encore une fois. SagEogque nous ayons une clause

tant le pé xe magic- ). Laformulemagic- A intuitivement sera vraie si on estime avoir besoin
de prouverA. On modi e alors la clause ci-dessus en la clause

A:-magic- A;Bgq;:::;B,

qui exprime que l'on n'aura le droit d'utiliser cette claugee simagic- A estvraie, c'esa-dire

si on a demangla prouverA. La technique estlegante, dans la mesura bon peut ainsi guider

la recherche de preuve de sorte qu'elle ne cheectiriver que des formules qui ont une chance
de servira la preuve, sans avo# se plonger dans de&tails algorithmiques : le formalisme
logigue se charge de tout.
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On doit aussi rajouter des clauses exprimant kgseshdances entre formules. @crira no-
tamment :

magic- B; ( magic- A
magic- B, ( magic- A

magic- B, ( magic- A

Autrement dit, si on a besoin detdver A, on a a prioria ceriver B4, ..., B,,. Ce sont les
ensembles magiquédnagic sets”). Le raf nement demotifs magique$‘magic templates”)
introduit une interaction non triviale avec la recherchepdeuve proprement dite. Au lieu des
clauses ci-dessus, @arit :

magic- B; ( magic- A
magic- B, ( magic- A;B;

magic- B, ( magic- A;B1;:::;Bn 1

Autrement dit, si on a besoin deedver A on doit ceriver B;. Mais on n'aa ceriver B, que si
d'une part on a besoin deedver A, mais aussi si d'autre part on aussia prouverB ;.

Il est nalement recessaire d'ajouter une clausbensemble de clauses transfaexprimant
quel est le ésultat que nous souhaitonsndontrer. Si I'on souhaiteéri er qu'il existe un terme
t tel queP(t) soit vrai dans le plus petit mete de Herbrand de I'ensemble de clauses qu'on
s'est don®, on va ajouter la clause

?( P(X)
ainsi que la clause magique
magic- P(X)

On consultera [BMSUB86] pour le cas de formules du premiereofavec variables). Ce n'est pas
spécialement plus complidgu

dérivation de clauses buts obtenus par hy@sslution positive (exercice).
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A Quelques résultats fondamentaux

A.1 Théoreme du point xe de Tarski

Unerelation d'ordre  sur un ensemblé est une relation binaireerexive (x  x), anti-
symetrique (six yety xalorsx = y) et transitive (sk  yety zalorsx Zz). Ondit
aussi quéL; ) estunensemble ordor@

PourtoutF L, unmajorantdeF estunélementx delL tel quex vy pour touty dansF.
Uneborne sugrieuredeF est un majorant plus petit que tous '_es autres. Si elle eXastorne
superieure de- est unique, par antisyetrie de , et on la notera F. Elle est caraériste par
les proprétées :

F
8y2F vy FF (29)
8 (8y2F y x)) F X (30)

Similairement, uminorantde F est unélementx delL tel qugx Yy pour touty dansF. Le
plus grand des minorants #e s'il existe, est leborne inkrieure  F deF.

Un ensemble ordora(L; ) tel que toute parti& delL a une borne swieure et une borne
inférieure est appéluntreillis complet On pourra remarquer qu'il suft de demanger gue toute
partieF ait une borne sugrieure ; dans ce cas la borneérieure existe toujours, et F est la
borne suprieure de I'ensemble des minorantskleSymétriquement, il suft de demander que
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toute partieF ait une borne irérieure ; dans ce cas la borne étipure existe toujours, e'=:t F
est la borne irérieure de I'ensemble des majorantskle

Une applicationf : (L; ) ! (L% 9 estmonotonesi et seulement sty implique
f(x) f(y).Pourtoutd :L! L,unpoint xedef estunelementx deL tel quef (x) = x.

Théoreme 23 (Tarski) Soit(L; ) un treillis complet, ef : (L; )! (L; ) une application
monotone. Alor$ a un plus petit point xe, et un plus grand point xe.

Démonstration.Soit P ost(f ) 'ensemble depost-points- xedef , c'est-a-dire deséleraenty
del tels quef (x) x.Post(f) est non vide, car est un post-point- xe dé,ou> = ; est
le plus granoéléraent de_.

Posonxg = Post(f). Pourtoutx 2 Post(f ), Xxg X, doncf (xg) f (X) puisquef est
monotone, don€ (xg) X puisquef (x)  x (dé nition de x 2 Post(f)). Doncf (xo) est un
minorant deP ost(f ). Commex, est le plus grand des minorantsiest(f ), f (xo) Xo. Mais
ceci signi e quexg est dand? ost(f ) : xq est leplus petitpost-point- xe.

Commef (Xo) Xo, par monotonid (f (xg))  f (Xo), doncf (Xp) est un post-point- xe de
f . Commexg est le plus petitxg  f (Xo). Par antisyrétrie,xo = f (Xo), doncxo est un point
xe de f . Comme tout point xe est un post-point- xey est donc aussi le plus petit point xe
def .

De méme, Pre(f) est le plus grand point xe dé&, ou Pre(f ) est 'ensemble depré-
points- xesdef , c'esta-dire de€lémentsx del tels quex f (x). u

On peut néme émontrer que lI'ensemble des points xesfdéorme un sous-treillis complet de
(L; ).

Notonsx >y sietseulementst Yyetx 6 y. Un treillis complet a lacondition de chae
croissantesi et seulement s'il n'existe aucune ¢ha croissante in niexg < X1 < ::: <X ; <
ro;onac

Proposition 24 Soit(L; ) un treillis complet ayant la condition de clme croi,s_sante, et :
(L; ) !'g (L; ) une application monotone. Alors le plus petit point xefdest ., f"(?),
ou? = ; estle plus petielement de..

Démonstration.Posons = i onf™(?). Onremarque que"(?) f"*1(?) pour toutn, par
récurrence sun. C'est vrai poum = 0, parce qud °(?) = ? est le plus peti€lement del.
Ensuitef " 1(?) f"(?) entranef"(?) f"*1(?) par monotonie dé.

La suite(f "(?)),,, €St donc croissante. Par la condition de’nbaroissante, elle est nie,
c'est-a-dire gu'il existe un entieN tel que pourtoun  N,f"(?) = fN(?).Doncx = fN(?).
Il s'ensuit quef (x) = fN*1(?)= fN(?)= x, doncx est un point xe def .

Soity un autre point xedd . Ona? ycar? estle plus petiglement dé, dgncf "(?)
f "(y) pour touty, carf est monotone. Done =, f"(?) onf"W) = LY =Y
(cary est un point xe). Donc est le plus petit point xe dé . u

La preuve montre que, dans ce cas, le plus petit point x& dst en faitcalculable(pourvu que
f soit elle-néme calculable) par le programme :
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X:=7?,;
tantque (y := f(x),y 6 x)
X =Yy,

A.2 Arbres et lemme de Konig

Un ensemble ordora(L; ) estundorétsi et seulement si :
— Pour toutx dansL, le segment initiak #= fy 2 Ljy  xg est totalement ordor@npar
. On dit qu'un ensembl@ esttotalement ordon@par si et seulement si, pour tous
X;¥y 2 A, X youy X
— Drautre part, tout sous-ensemiXenon vide de. a unélement minimal. Urelementx est
minimaldansX si et seulement si le se@lémenty 2 X tel quey X estx.
Un arbre est une foét qui a un uniqué&lement minimal, appéllaracinede l'arbre.

Pour toutx dansL, lessuccesseurdex sont leselements minimaux dey 2 Ljx  y;x 6
yg. On noteSucdx) lI'ensemble des successeursxdesi L est une foét, soitx est maximal, et
I'on dit que x est unédfeuille de la fotL, soitx a au moins un successeur.

Une foetL esta branchement nisi et seulement si, pour tont Sucqx) est un ensemble
ni. Une branched'un arbreL est une suite nie ou in niexg, X3 2 SucdXg), ..., Xj+1 2
SucdX;), ...; ondit qu'il s'agit d'une branchéssue dex,.

Théoreme 25 (Konig) Tout arbrea branchement ni dont toutes les branches sont nies est ni

Démonstration.SoitL un arbre in ni, a branchement ni. On va construire une branche in nie

fy 2 Ljy xjgestinni, par recurrence sur. Notons que pour tout, fy 2 Ljy  xg est
un arbre, qu'on appellera lsous-arbrede L de racinex. Pouri = 0, on posex, la racine de

L. Sinon, on sSupposky; X1;:::;X; construits. Comme le sous-arbre de rackpesst in ni, et
guex; n'a qu'un nombre ni de successeurs, il en existecassairement un qui est racine d'un
sous-arbre in ni : soitX;;1 un de ces successeurs. u

Cet argument utilise, d'une fagon assez @&h est vrai, I'axiome du choix. Pour chaqu2 N,
nous choisissons ux ; nous pouvons effectuer ceci sans l'axiome du choix, enneva dire
gue nous pouvons collecter tous ces choix en une uniqueestigxactement ce que l'axiome
du choix nous autorise. En fait, le lemme dérg estéquivalenta une forme faible d'axiome
du choix, appe# axiome des choixapendants, et qui exprime que pour toute relation birRjre
pour toutxg, Si pour toutx; déja construit, il existex;+; tel quex; R Xj;1, alors il existe une
suite(X;),, telle quex; R x;+1 pour touti 2 N.

A.3 Ordres bien fondées

Un ordre strict  sur I'ensemblel est une relation binaire grexive (x 6 X) et transitive
(six yety zalorsx z).Un ordre strict esbien fona s'il n'admet aucune chiae in nie
décroissantex; X, i Xk ... Il s'agit d'un anglicisme [well-founded], que nous
préférons pour des raisons de ciagu mot frangaibon ordre
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Par exemple, l'ordre> sur les entiers naturels est bien fénd

Une & nition équivalente d'un ordre bien fokdest que tout ensemb¥e non vide contient
un élement minimal pour . En effet, si est bien fon& etX non vide, soitx; 2 X quel-
conque : sik; est minimal, alors c'est ni; sinon, il existg, X, et six, est minimal, alors
on a encore ga@nm sinon, il existexs X, X, etc. Ce processus doit terminer eprun
nombre ni d'étapes, fournissant wément minimal deX . Réciproquement, si tout ensemble
non videX contient unélement minimal, alors solX I'ensemble dex tels qu'il existe une
chdne cecroissante inniex = X; X,  :::  Xx .::;mais aucurx = X; deX ne peut
étre minimal, cax, est encore dans , doncX est vide et donc est bien foné.

Une caradtristique des ordres bien foesl est que I'on peut raisonner p&currencesur ces
ordres. Pour toute prog@é P, pour montrer qué (x) est vraie pour toux, il suft de montrer
queP (x) est vrai sous I'nypotbse qué® (y) est vrai pourtouy  x. En effet, soiX I'ensemble
desx tels queP (x) est fausse. I (x) n'était pas vraie de tout, X serait non vide, donc aurait
un élement minimak, qui serait donc tel que 2 X maisy 62X pour touty X, c'esta-dire
P (x) est fausse maiP (y) est vraie pour touy X, contredisant I'hypotbse que touk tel
queP(y) est vraie pour touy  x vérie P(x). Réciproquement, tout ordre qui admet un tel
principe de ecurrence est bien foedexercice).

Pour tout ordre strict , notons la relation @& nie parx vy si et seulementsi you
x = y. Il s'agit d'une relation dordre, c'est-a-dire une relation binaireerexive, antisyneétrique,
et transitive. On dit que esttotal si et seulement si est total, autrement dit si et seulement si
pour tousx;y,X YOuX =youx VY.

Théoreme 26 (Zermelo) Pour tout ordre strict bien forel  surL, il existe un ordre strict bien
fondetotal  surL étendant , c'est-a-dire tel que pour toug;y, six yalorsx .

Démonstration.Pour tout sous-ensembie non vide del., comme est bien fond, il existe un
element minimal deX . Par I'axiome du choix, il existe donc une fonctibrgui a toutX L
non vide associe ualément minimal deX .

Disons qu'un couplgX;>) formé d'une partieX de L et d'un ordre strict> sur X est
adapé si et seulement si :

— > est un ordre total bien foredsurX ;

— > étend la restriction de aX : pourtousx;y 2 X,six yalorsx>y.

L'ensemble des couples adaptest ordon@par :(X;>) v (X%>9 si et seulement si:

1. X X

2. >%tend> aX c'esta-dire que pour tout;y 2 X, six >y alorsx >°y;

3. X estun segment initial dg&X %>9 : pour tousx 2 X, x%2 X% x°%>0x.

Soit (X;;>i);,, une chéne quelconque de couples adaptc'esta-dire un ensemble totale-
ment ordong parv . Montrgns que le$Xi;>;) ontun majoran{X;> ). En fait, nous pgtendons
que I'on peut choisiX = ,,, Xj, etx >y si et seulement s'il existe2 | tel quex;y 2 X;
etx >; y. ClairementX; X pourtouti 2 |,> étend>; aX, etX; est un segment initial de

(X;>). Il ne reste qua montrer quéX; > ) est un couple adapt Or :
— > estire exive : sion avaitx > x on auraitx >; x pouruni 2 1 ;
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— > est transitive : sk > y ety > z, alors il existei;j 2 | tels quex;y 2 Xj,y;z 2
Xj, x> yety > z. Comme lefXy;>y) forment une chae, (Xi;>;) v (Xj;>;)
ou (Xj;>j) v (Xi;>;). Dans les deux cas, par les praes 1 et 2 ci-dessus, on peut
supposer qu'il existé 2 | (tel queXy est le plus grand d¥;, X;) tel quex;y;z 2 X,
X>gyety >,z doncx >y z. Doncx >z .

— > est total : pour tous;y 2 X, comme leg{Xy;>) forment une chae, il existek 2 |
tel quex;y 2 Xy. Alors comme> esttotalx >¢ youy >, X oux = y, doncx >y ou
X<y oux =y.

— > est bien foné : soitY une partie quelconque non vide Me En particulier,Y intersecte
au moins un de¥X;, i 2 |, donc il existe urelementy 2 Y \ X; minimal pour>;.
Montrons quey est minimal dan¥ pour>. Supposons au contraire qu'il existelansY
tel quez <y. Soitj 2 | telquez 2 X; etz <; y. Si(X;;>;) v (X;;>;), alorsz 2 X;
etz <; y par les proptes 1 et 2, ce qui estimpossible. Sinon, alpfs; >i) v (Xj;>;)
par la propréte de chane, donc par la propéte 3,y <; z, ce qui contrediz <; y.

— > étend la restriction de aX : soientx;y 2 X tels quex y. Comme leqXy;>k)
forment une chae, il existek 2 | tel quex;y 2 Xy, doncx > y puisque(Xy;>y) est
un couple adagpt; doncx >y .

L'ordre v est donc un ordrenductif : toute chéne a un majorant. Le lemme de Zog&glivalent
a I'axiome du choix) exprime que tout ensemble ordomrductif a unélement maximal.

Soit donc(X;>) un couple adagt maximal pourv . Si on avaitX 6 L, il existerait un
élementxy 2 L nX, puisque est bien fond. PosonX = X [f X,g, et c& nissons>par
x >0y si et seulement si = Xp ety 2 X, oux;y 2 X etx >y . Il est clair que>°est un ordre
total bien fon@ surX °qui étend , donc(X %>9 est un couple ada@t D'autre part, il est clair
aussi queX;>) v (X%>9, contredisant I'hypothse de maximakt de(X;> ). DoncX = L,
et> est donc un ordre total bien foaétendant surlL. u

Dans le cas particulierwo est 'ordre strict vide X 6 X, pour toutx 2 L), le theoreme 26
implique que tout ensemble pegtre muni d'un ordre total bien forgd Ce dernier@sultat est
ce qui est usuellement appdk treoreme de Zermelo. C'est une ca@tgience de l'axiome du
choix, comme on I'a vu. Bciproquement, I'axiome du choix est c@gsience du #oreme de
Zermelo : si on munit. d'un ordre total bien fond ™, toute partie non vidX del a un unique
element minimaimin (X), et la fonctionX 7! min (X ) est alors une fonction de choix sur

Dans la suite, nous montrons quelques constructions penmtele combiner des ordres bien
fondésa partir d'ordres bien fongk plus simples.

Ordre lexicographique. Si ; et , sont deux ordres stricts, legroduit lexicographique
1 lex 20stenipar (X;;%2) (1 ex  2) (Y1;Y2) sietseulement si

- X1 1Y,

— OUX; = yi etXs 2 Yo.

Si iet ,sontdeuxordres bienfold, alors 1 & > estbien foné. Soit en effeA un
ensemble non vide de couplesy). SoitX I'ensemblef xj9y (x;y) 2 Ag. CommeX est non
vide et ; est bien foné, il existe unelementxy minimal pour ; dansX. SoitY l'ensemble
fyj(Xo;y¥) 2 Ag. Y est non vide paré& nition de xo 2 X, et contient donc ulement minimal

67



Yo pour , dansY. Alors (Xo;Yo) est dansA, et est minimal pour ; |x 2, hissant de
prouverque ; ex 2 estbien fond.

On peut aussi montrer que si et , sont deux ordres stricts totaux, alorg |ex 2 est
total lui aussi (exercice).

On peut gréraliser et montrer que tout produit lexicographique d'wmitre ni d'ordres
stricts bien fonés est bien fongl Ce n'est plus vrai pour un produit in ni. Par exemple, siest
le produit lexicographique siNM, on a la suite in nie @croissante :

(1;0,0;0;::1)  (0;1,00;::2) (0;0;1,0;::7)

Ordre lexicographique sur suites nies triees. SoitL un ensemble muni d'un ordre strict
bien fonce . SoitL I'ensemble de toutes les suitps;:::;X,] triées c'est-a-dire telles que
X1 X2 il Xp.

On ce nit I'ordre surL par:

— [X1; 0 %] [[sin 1;
— [X1; 0 %] [yi;::0ym]Singm  let
— SOitXp,  Ym;
— SOItXy = Ym €t[X1; X 1] [yariiiiYm 4l
La dé nition de [Xq1;:::; Xn] [y1;:::;yYm] est bien fornee, par ecurrence sum + n. On note

gu'il s'agit essentiellement d'une forme in nie de prodigxicographique. (Nous comparons ici
les élements de droita gauche, et non de gaucharoite comme pour; ex 2, Mais il est
clair qu'il s'agit d'un point de ctail.)

On notera parfoix la suite[xy;:::; X,]; salongueurestn, sonmaxestx,.
Si  est bien foné surL, alors  est bien foné surL . En effet, supposons que n'est
pas bien fond. Il existe alors une suite in nig®  * .2 1; notons que’ n'est pas la suite

vide [], et choisissons une telle suite in nie telle que le masge %° soit minimal, et ce max
étant xeé, telle que la longueur d&® soit minimale. Par la minimakt du maxx dex°, tous les
% ont le m@me maxx. On en @&duit quey’ y .1 est une suite &roissante in nie,
ou ¥ est la suitex dont on a reti¢ le dernieelement gala x). Mais commex® est une suite
triée, le max daf est infrieur ouégalax, et sa longueur est strictementéniturea celle dex?,
contredisant la minimakt dex, etax x &, la minimalié de la longueur de°.

On peut aussi montrer que siest total, alors est total sut. .

Ordre multi-ensemble. Un multi-ensembld ni) m sur un ensembl@ est une application
de A versN telle quem(x) = 0 sauf pour un nombre ni clementsx de A. L'ensemble
fx 2 Ajm(x) 6 0g est lesupportde m. Intuitivement, un multi-ensemble est un ensemble ni,
ou chaqueelement peut appditee une ou plusieurs fois. Par exemple, le multi-ensembieg
associel ety associe8 est celui @ x appara une fois ely trois fois, et on le notera usuellement
fX;y;y;yg. Une intuition utile est qu'un multi-ensemble est une lisie|'ordre deséléments ne
compte pas mais le nombre de leurs occurrences compte.

Sim etm®sont deux multi-ensembles, lewnionm ] mCest la fonction qua toutx associe
m(x) + mqx). Si m et m®sont repésengs par des listes, alora ] m°est repéeseng par la
concaénation des deux listes.
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Si est un ordre strict SUA, sonextension multi-ensemblep,, est le plus petit ordre
strict tel quem ]f Xxg mu M]f Xg;:::;X,g pour toutx, et tout multi-ensemble @léments
X110 % X,

Par exemple, st est |'ordre usuel sur les entiers naturels, on a

f39>mu 12,2,29>mu f1,1,2,29> 0y f1;1; 29

Dans l'inegalie de gauche, on a remp&a8 par lesélements2, 2, 2, qui sont plus petits qué.
Dans celle du milieu, on a rempkan2 par deuxl. Dans celle de droite, on a rempéan2
par Zroélement, autrement dit on a eflaan2.

Le point important est que si est bien foné, alors ., est bien fond. C'est ce que nous
allons montrer maintenant. D'abord, par l&teme 26, soit” une extension totale bien foad
de .Alors ., estune extension de,,, etil suftde montrer que ,, est bien foné pour
en ceduire que y est bien foné. Donc, sans perte dé&ggralite, nous pouvons supposer que

est un ordre strict bien forgtotal.

Comme est total, on peut trier lesléments d'un multi-ensemble en ordre croissant : pour
tout multi-ensemblen, de support I'ensemble nK, soientx; ::: X, lesélements deX,
et posondn la suite

oz X (2o X o [ 2 Xy

m(x1) m(x2) m(Xn)

L'application quia tout multi-ensemblen associe la suite nie tGefm est clairement une bijec-
tion.
De plus, on @ri e aisement quan ,; M°si et seulement sin m°. 1l s'ensuite que si
est bien fond, alors ,, est bien foné.
Finalement, si est total, comme esttotal sut. , . estlui aussitotal surl'ensemble
des multi-ensembles eléments de..

B Classes de complexi

Nous faisons ici un rappelds informel, mais suf sant pour se faire unec& de quelques
notions de base enébrie de la complexi.

Un probleme de dcisionest, brutalement parlant, un langage. En pratique, @ridun
probleme de écision sous la forme :

ENTREE : une donaex ;
QUESTION : la prop@t P (x) est-elle vraie ?

On verra souvent un probine de @cision commetant juste e gdicatP .

Le langage @ ni par ce format est I'ensemble destelles queP (x) est vraie. Par exemple,
le probeme HORNSAT est :

ENTREE : un ensembl& de clauses de Horn propositionnelles (c'agtire, closes);
QUESTION :S est-il satis able ?
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Le probkeme HORNSAT esté&kidable ertemps polynomialc'est-a-dire qu'il existe un al-
gorithme qui, prenant en el un ensembl8 de clauses de Horn propositionnelles, retourne
“oui” si S et satis able et “non” siS est insatis able en un temp3(jSj") pour un certain entier
n 1, etaujSjdenote lataille d&. Il suf t en effet de sature par hyperesolution positive, ce
qui termine en temp®(jSj?). (On peut néme Esoudre le proleime en temps [quasi-]iéaire.)

La classe de tous les prawvhes de écision écidables en temps polynomial esté@®P.

La classe NP (“Non-gterministe Polynomial”) est la classe des penbés de la forme :

ENTREE : une donaex ;

QUESTION : existe-t-il une doreey de tailleO(jxj™) telle queP (x;y) soit vraie ?
ou m est un entier » sugerieur ouegalal, etP(x;y) est un proleme dans P.
Par exemple, le probme SAT suivant est dans NP :

ENTREE : un ensembl& de clauses propositionnelles;

QUESTION S est-il satis able ?
On ne sait pas si SAT est dans P ou non, mais cela semble infgpeokn peut montrer que

SAT estNP-complet c'est-a-dire que pour tout probmeQ dans NP, il existe une fonctioin
calculable en temps polynomial telle que pour toute@@xkrde Q, Q(x) est vraie si et seulement
sif (x) est satis able. Ceci a comme catpience que SAT est dans P si et seulement si P=NP.

Une fagon plus classique dé dir NP est d'utiliser un moéle de machines, les machines
de Turingnon ceterministesCes machines ont la possitdjten plus d'effectuer destapes de
calcul normales, de se dupliquer en autant de machinesyga'de choix pour la dorgey dans
I'énoné ci-dessus. La machine globaépond “oui” si l'une des machines lle€pond “oui”, et
réepond “non” si toutes les machines llesgondent “non”. NP est alors la classe des potds
résolubles sur une machine de Turing n@bedministe en temps polynomial.

Clairement, P NP.

Toujours plus haut, la classe PSPACE (“Polynomial SPACEY)l& classe des pradrhes
P tels qu'on peut testelP (x) en temps ni quelconque, mais en utilisant qu'un espace poly
nomial, c'esta-dire une quant de némoire polynomiale. Il se trouve qu'ici, que la machine
soit deterministe ou non n'a aucune importance : ledieme de Savitch dit que les prebhes
décidables en espaCXf (jxj)) non-ceterministe sonté&cidables en espacéteérministeO(f 2(jxj)),
et clairement tout prolime dcidable en espaceterministeO(f (jxj)) est cecidable en espace
non ceterministeO(f (jxj)).

Une caradtrisationéquivalente, dua Wrathall, de PSPACE, est la suivante. Un peohé de
APTIME (“Alternating Polynomial Time”) est un proeine de la forme :

ENTREE : une donaex ;
QUESTION : existe-t-il un entien = O(jxj™), une doniey; de tailleO(jxj™) telle que pour
toute donkey, de taille O(jxj™), il existeys de taille O(jxj™) telle que ..., il existey,, 1

vraie ?

Alors APTIME=PSPACE. On peut formaliser APTIME en utilisant la notion dacimnes
de Turingalternanteg§CKS81]. Ce sont des machines qui peuvent soit effectueetigres de
calcul normales, soit des choix existentiels (se duplicureautant de machines lles qu'ily a
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de valeurs possibles poys; i, et retourner “oui” si et seulement si au moins une des mashin
lles retourne “oui”), soit des choix universels (se dupler en autant de machines lles qu'ily
a de valeurs possibles poyy; 1, et retourner “oui” si et seulement si toutes les machinéss |
retournent “oui”). APTIME est alors la classe des pmhbEs écidables en temps polynomial
sur une machine alternante. Shapiro [Sha84] montre que &himes alternantes existent en
pratique, en un sens : ce sont essentiellement les prografroldg, et la notion de temps d'un
calcul alternant corresporalla profondeur d'uneé&rivation par hype@solution positive.

Le probeme typique qui est complet pour PSPACE est QBF (“Quanti @blBan Formu-
lae”) :

ENTREE : une formuld= = Q:x; ::: QnX, S, ouS estunensemble de clauses proposi-

QUESTION :F F ?
On note qué- est soit valide soit insatis able. On recontbalternance de quanti cateurs

caracéristique de APTIME. En particulier, NFPSPACE.

Un autre proleme PSPACE-complet typique est la vaeude l'intersection d'un ensemble
d'automates de mots éerministes) [Koz77].

La classe DEXPTIME est celle des prebies @cidable en temps élerministe) exponentiel.
Parexponentiebn entend de la form@(zj"jk) pour un certairk 1, c'esta-dire borie par I'ex-
ponentielle d'un polydbme en la taille de I'en&e. Un probdme DEXPTIME-complet typique
est la vacui de l'intersection d'un ensemble d'automates d'arbreétddministes) [Sei94].

On a PSPACE DEXPTIME. De toutes les classes de complexitention@es ci-dessus, la
seule inclusion stricte connue est BEXPTIME. On conjecture que toutes les autres inclusions
sont strictes.

Un autre esultat remarquable de [CKS81] est que DEXPTHBVEPSPACE (“Alternating
Polynomial Space”), la classe des perkes écidables sur une machine alternante en temps ni
guelcongue mais espace seulement polynomial.

En fait, [CKS81] montre que l'alternance transforme le tsngm espace, et I'espace en
une exponentielle du temps. On a vu que PSPABETIME, mais on a par exemple aussi
gue la classe EXPSPACE des prailes é@cidables en espace exponentiel sur une machine
déeterministe (ou noné&terministe, de facogquivalente, par le #oreme de Savitch) est iden-
tique a la classe AEXPTIME des pradthes @cidables en temps alternant exponentiel. De
méme, DEXPTIME APSPACE, mais on a aussi D2EXPTIMBEXPSPACE, c'esa-dire que

la classe des probines é@cidables en temps doublement exponentiel (é)me(szk), k 1
sur une machine&terministe est exactement la classe des probk écidables en espace expo-
nentiel sur une machine alternante.

Il existe bien d'autres classes de compleXiloh90]. La seule que nous utilisons dans ces
notes et que nous n'avons pas encaeadest NEXPTIME, la classe des pradshes écidables
en temps non&erministe exponentiel. Elle sé ait exactement comme NP, en remplacant les
bornes polynomiale®(jxj™) par des bornes exponentiell@g2*i" ).

Les inclusions strictes connues entre les classes que wons mentionaes ici sont

P* DEXPTIME, NP NEXPTIME, PSPACE EXPSPACE, DEXPTIME D2EXPTIME
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Les autres sont conjeckes.

C Forme clausale @ nitionnelle

Pour convertir une formul& en un ensemble de claus8sune facon intelligente est d'uti-
liser une mise eriorme clausale @ nitionnelle. Une mise en forme clausale classique prend
un temps en gréral exponentiel, une mise en forme clausa&@edionnelle prend toujours un
temps lireaire. On pourra consulter [FLHTO1].

L'id ée est de &er un nouveau symbole deglicat servant d'al@viation pour chaque sous-
formule deF, et d'écrire des clauses exprimant les relations entre cadigats.

On dit queF est unesous-formule imédiatedeF * G,G*"F,F _G,G_F,8x F,9 F.

La relationsous-formulest la cbture € exive transitive de la relation sous-formule ingdiate.

Pour chaque sous-formuedeF, de variables libreg,, .. .,ym, créons un nouveau symbole

de pédicatm-aire Pg, posond.g = Pg(Yy1;:::;Ym), €t cieons lelauses structurelles
L G si G est un litéral
I—G_+|—Gl; LG_+LG2 siG=G1 "G,
LG_+LGl_+LG2 SiG:Gl_GZ
L(;_+LG1 SiG = 8x G,
Le_+Lg, SiG = 9x Gy;x pas libre dan§;

tion. On suppose que § et G°sont deux sous-formules distinctes, albgset f go sont deux
symboles de fonctions distincts. (Il s'agit de fonctionsSk®lem On notera qu'on peut relaxer
cette condition en demandaice qud ¢ etf go soient distincts 9B et G°ne sont pas logiquement
équivalentes.)

SoitD(F) I'ensemble des clauses ci-dessus, union la clause. Alors F est satis able si
et seulement 9 (F) I'est. En effet, s est satis able, on pewdtendre un moelel , de domaine
D, satisfaisanE en ¢ nissant :

— lt,, pour toute sous-formul& = 9x G; telle quex est libre dan<s;, commeétant

— Ip, de sorte qué; F Lg sietseulementdi F G, pour toute sous-formulé deF ;
Cette structur@étendue satisfait trivialement les clauses structurediesatisfaitt L puisqu'elle
satisfaitF .

Réciproquement, sD(F) est satis able, pour tout made | de D(F), pour toute sous-
formuleG deF, il est facile de voir qué; E Lg impliquel; E G, doncl estun modle de
F.
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