Lambda-calcul avec btes

Correction.

Documents autorés (en particulier le poly).

Le but de ce proldme est dgtudier une extension du lambda-calculéygvec des types correspondant, via une
correspondanca la Curry-Howard, aux formules d’une logique aggelogique S4 intuitionniste.

Cette extension est appeligy.

La syntaxe des prtermes de\g, est:

s, tyu, v, ... = x,Y,2,... variables
| ww applications
| Az-u abstractions
| -0 boites
| Os évaluations

ou # est unesubstitution explicitec’esta-dire une fonction des variables vers leg-pgrmes dé\g4, de domaine fini.
Si on souhaite expliciter une telle substitution,&mira{z; := t1,z2 := ta,...,z, := t,} la substitution (explicite)
qui ax; associg, a x, associés, ..., x, associ¢,. Il est entendu que, z», ..., x, sont des variables deux
deux distinctes. On notera alatsm § 'ensemble{xzy, z3, ..., z,}; c’est ledomaineded.

Comme en\-calcul, la variabler est liée dans\z - u. La nouveaé est que les variables, z», . . ., z,, sont elles
aussi touteséies danfs |- 0, 00 0 = {z1 :=t1, 29 == ta,..., Ty =ty }.

On identifie les pe-termes modula-renommage, qui est la plus petite congruence renégale les @&-termes
a renommage de leurs variablegds pés. Nous ne chercherons pmsendre cette notion formelle, poéviter la
bureaucracie, mais supposerons qu’elle est comprise.

L'ensemblefv(s) des variablesibres dans le pe-termes est cfini par ecurrence structurelle sumpar:

tv(z) ={z} fv(uww)=1fv(u) Utv(v) fv(Az-u)=1fv(u)\ {z}
v([5]-0) = Useaono Iv(0(2))  £v(0s) = fv(s)

On note ici\ la difference ensembliste, &fx) 'image parf dex. Sif = {z1 := t1,22 :=t2,...,z, :=t,}, 0N A
doncfv([s]- 0) = fv(t1) Ufv(ta) U... Ufv(t,). Onremarquera bien que ceci est ergiment inépendant de.
Intuitivement/ s |- 6 est une blie contenant le code qui permettrait de calculet décrit les valeurs des variables
libres des. Ceci s’appelle aussi parfois unture La constructiordt, lorsquet est une telle bibe, permet de forcer
I' évaluation du code contenu dans latbo
On appelleraermede \s4 tout pe-terme dont toute sous-expression de la fdrajed est telle quév(s) C dom 6.
Intuitivement, les variables libres desont contraintes recevoir une valeur vié. Aucune variable libre de ne
peut rester indfinie pard. (C’est la raison pour laquelle on n'a pas besoiéatire fv([s]- 6) = (fv(s) \ dom#) U
Uscaons £¥(0(2)).)
Les egles de &duction sont:
(B) Az-u)v — u{x:=v}
(unbox) O(s]-0) — sb

ou la substitution:{z := v} est un cas patrticulier de la notion de substituti@ravecd = {x := v}, ets6 est dfinie



par r'ecurrence sur la taille depar:

20 — O(x) sixz € domf
x sinon
(uv)f = (ub)(vh) (9s)0 = 0(s8) (Ax-u)f = Az - (uf) (QUz & dom & U |, cqomg fV(0(2)))
(' {1’1 = tl,.. Iy = tn})G :' {1'1 = tlg,.. I = tnG}

Dans le cas dé\z - u)6, 'opération ne sera donc&finie qua a-renommage @s.
I. Le calcul non typé

1. Exhiber un terme d&g, qui n’est pas faiblement normalisable, et un qui est failelenmormalisable mais pas
fortement normalisable.

Comme en-calcul, Q = (Ax - zz)(Ax - zx) n'est pas faiblement normalisable, @tz - y)(2 est faiblement
normalisable mais pas fortement.

2. Montrer que la relation deduction—,,p0x définie par la seuleggle (unbox) termine, autrement dit&finit un
calcul fortement normalisant. On pourra remarquer la ma&g@nce avec le #oreme des @veloppements finis,
VU en cours.

On pourra proéder comme suit. Pour tout entigrnotonsd*t le termedd . . . dt, oli I'on comptek opérateurs)
devant let. (En particulierd’t = t.) Disons qu’un terme estsans probémesi et seulement €i*t est fortement
normalisable pour tout entidr > 0. Pour toute substitutiofl, on dit qued est elle-néme sans probme si et
seulement s (z) I'est pour toutz € 6. On pourra montrer que, pour tod4-termes, pour toute substitution
# sans prol®me,sf est sans probime.

On ogere par lecurrence sur la taille de.

Si s est une variabler, soitz € dom#, et c’est par I'hypotBse qué est sans prol@ime, soitsf = z, et
c'estévident:0%x est ctja en forme(unbox)-normale.

Sis est de la forme\z - ¢, les seulgunbox)-rédex dang* sf sont dangé, et le esultat vient directement
de I'hypottese de ecurrence (aveé = 0).

Si s est une applicationuv, toute ©duction infinie partant del*sf = d*((u6)(vf)) ne réduit qua
l'int érieur deuf ou devd. Par hypotlese de gcurrence (aveé = 0), on ne peut effectuer qu’'un nombre
fini de réductions dans chacun. Il en est donc dime poursf.

Sis estde la formés’, par hypottese de écurrence)*+1s'0 est fortement normalisable, donc auggi.
(Si nous n'utilisions pas la notion de terme “sans pfatole”, mais nous contentions de montrer géesst
fortement normalisable&s qued I'est, c’est ici que la @monstratioréechouerait.)

Sis estde la form- {z1:=t1,...,2, :=t,}, ON consi@re deux cas, selon qée= 0 ou quek > 1.
Sik = 0, on pro@de comme pour I'application. Legductions dansf ne peuvent avoir lieu que dans
s’, ou dans I'un deg;6. Toutes ces@ductions terminent par hypatke de ecurrence. Notamment, est
fortement normalisable, car'6’ I'est pour toute substitution fortement normalisable, antigulier {}.
Sinon, et c’est le seul cas non trivial, c’est gifesf) = 8k*1(8~ {z1 :=t0,..., 2, :=t,0}). Toute
réduction infinie doit finir par @duire le lédexa -..., etestdonc de la forme:

k * k—1 " T Y k—1_1 Y Y *
0%80 —7 pox O (8~{x1 =, Ty =10 }) Dunbox O° 8 {x1 =, T = o - - -

olUt; —F Lo« Li pour touti, ets” —* . s”. On en éduit que I'on a aussi uneeduction infinie en partant
de:

k—1 7 ,_ ,_ k—1 1 I Y
"y =410,y =0 o OF S =t = Sk - - -

Or, par hypotlkese de &currence, tous leg;# sont sans prolme. Donc la substitutiofz; :=
t10,...,z, ;= t,0} est elle aussi sans prashe par éfinition. Par hypotkse de écurrence de nouveau,
s"{xy :=10,... x, = t,0} est sans prol@me, ce qui implique que‘—1s'{z| := 10, ...,, = t,0}
n'a pas de éduction infinie: contradiction.



. Le calcul simplement typé
On consi@re la grammaire suivante des types simpiesidus avec un épateur:
F == b|F=F|OF

ou b parcourt un ensemble dit de types de base.
Les regles de typage simple di,-calcul sont les suivantes:

— (Var)
x:FtFrao:F
'ru:F=G Tko:F Iz:Fru:G
(App) (Abs)
r'cuv:G 'tXz-u:F=G
1<i<n
. —_—
M OF) r1:0F,...,x,:0F, Fs: F Tkt :0F;
Ttou:F OI)

LH[s]-{z1:=t1,..., 5y :=t,} : OF
Dans la ggle(OI), il y an + 1 prémisses. On feraés attention au fait que lagmisse de gauche ne s’applique que
si toutes les variables; sont suppases de types diioxes c’esta-dire commencant par un emteur “box"0.

1. Montrer le lemme diffaiblissementsiI" - « : F est cerivable dans le sysime des types simples ci-dessus,
alorsT", A+ w : F I'est aussi, pour touf\.

Par récurrence sur la drivation de typage dor@e. L'unique casélicat est celui de laggle(O1). Il suffit

de produire:
1<i<n

e e
r1:0F,...,2,:0F,Fs: F T,Att;:0F; 5
O
F,AF.{zl =ty Xy =t} OF

ol lesn prémisses de droite sont obtenues par hypséhde &currence. De fagon importante, lagmisse
de gauche est laige telle quelle.

2. Montrer le lemme dsubstitution siT", z1 : F1,...,z, : F,, A F u : F est cérivable, ainsi qué - vy : Fi,
.., DFw,: B, alorsTy A Fw{zy :==v1,...,2, :=v,} : F aussi.

Par récurrence sur la @rivation doniee del’, z, : Fy,...,z, : F,,A F u : F. Sila dernere regle
est(Var), on distingue deux cas. &i = x; pour un certaini, on céduit la cérivation souhake par
affaiblissemené partir de celle del’ - v; : F;, sachant quew{z; := vy,...,2, := v,} = v;. Sinon,
u est une autre variable, u{z, := v1,...,z, := v,} = z, etx estdand’, A, donc 'on peut éduire
directement’, A F = : F par (Var).

Les cas(App), (Abs) sont comme dans le poly (en particulier, le dats) est celui qui gcessite leA
dans I'énoné&). Le cagOF) est une application triviale de I'hypodise de ecurrence. Pou(OI), on a
par hypotlese une @rivation de:

1<i<m
y1:0Gy, .. Ym :OG b s F Tixy: Fi,...,x, : Fpy, At : OG;
Doay: Fu,ooc oz, s B, ARs] - {yr :=t1, .. Ym i= ) - OF

En notant! = {x; := vy, ..., x, := v, }, ON peut @river:

1<i<m

— e

yl:DGh"-aym:DGm}_SlF F,A"thDGz
F,AI—~{y1 =110, ... Y = tp0}: OF

3



ou lesn prémisses de droite sont obtenues par hyps¢hde ecurrence. Encore une fois, lagmisse de
gauche est laig= telle quelle.

3. Montrer le tleoeme d’'autogduction pour\gy: SiT' F u : F est cerivable dans le sy8ie des types simples
ci-dessus, et si — v, alorsT" - v : I est aussi @rivable.

On opre par tecurrence sur la structure de laédvation done del’ - « : F', le cas de basétant
donré par celui @l u est lui-méme le édex contra@&. Les cas deécurrence sont triviaux, et font appel
I'hypothése de écurrence directement.

Siu est un(3)-rédex, on opre comme dans le poly, en utilisant le lemme d’affaibligsgrde la question

préctdente.
Siu estun(unbox)-réedexd([s |- {z; := t1,...,z, := t,}), la dérivation de typage eséwessairement de
la forme:
™ Uy
r1:0F,...,x,:0F, Fs: F 'kt : OF;
~—_———
IS { } 19? (D)
S| 121 :=11,...,Tpn :=1p;: 0O
(BE)

PEO(s]-{z1:=t1,..., 20 =1n}): F

Par le lemme de substitution appliga «, 71, ..., 7,, on peut donc former uneédvation del’ + s{x;
tyeeey T i=tpt: F.

4. Dans le contexte dis4, on dit qu’'un terme egteutresi et seulement s'il ne commence pas paest n'est pas
une béte[s]- 6.
On pose:
REDb:SN REDF1:>F2 :{U|VUEREDF1 -U’UEREDF2}
RED\]F = {U | ou S REDF}

ou SN estl'ensemble deks,-termes fortement normalisants. Ceéfitit les ensembleBE Dy par iecurrence
structurelle sur le typé’. Montrer les propites:

(CR1) Siu € REDp, alorsu € SN.
(CR2) Siu € REDp etu — v/, alorsu’ € REDp.
(CR3) Siu est neutre et pour tout' tel queu — v, v’ € REDp, alorsu € REDp.

C’est comme dans le poly, pageurrence structurelle suf'. Je ne Epéterai donc pas I'argument lorsque
F est un type de base ou un typecfieF; = F5. LorsqueF’ = OF”, on a:

(CR1) Siu € REDp, c'est quedu € RE Dy, donc par hypotbse de &currence (CR1) suf’, du est
dansSN. Ceci implique que le sous-termeest encore danS N.

(CR2) Siu € REDp etu — «/, alors par cefinition du est dansREDp.. Commedu — du’, par
hypottese de ecurrence (CR2) suF’, on adu’ € RE D . Par céfinition,v’ est donc dan®EDp.

(CR3) Siu est neutre et pour tout’ tel queu — v/, v’ € REDp, montrons que: € RE D . Pour ceci,
il suffit de montrer quéu est dansRE Dr. Commelu est neutre, il suffit de montrer que tous les
réduits en unétape de)u sont danskRE D/, gracea I'hypothese de &currence (CR3) suf”’. Or,
u etant neutre, n'est pas unei®. Les seulsaduits en uné&tape dedu sont donc de la forméu’,
avecu — u’. Par hypotlese,u’ est dansRE Dy, donc par @&finition 9’ est dansRE Dy, et I'on
conclut.

5. Montrer que, si{*) u{z := v} estdansRE D¢ pour toutv € REDp; alorsAz - u estdanREDp—. .



C’est comme dans le poly, l&dhonstration ne &@bendant que des progtés (CR1A (CR3). |l suffit, par
(CRS3), de montrer qué\z - u)v est dansRE D¢ pour toutv € RE Dy, pour toutu vérifiant (). Par
(CRQ3), toute variable est danBFE D, donc(x) implique queu lui-méme est dan®FE D¢, donc dans
SN par (CR1). De réme, tout € RE D estdansSN par (CR1). On peut donc&montrer la propréte
souhaiée par Ecurrence sur les couplds, v) (u vérifiant x, etv € REDp), ordonrés par le produit
lexicographique— X, —. Les eduits en unétape dé \x - u)v sont de la forméx - v’)v avecu — o/,
ou (Az - u)v" avecv — v/, ou de la formei{z := v}. Dans le troiseme casy{z := v} estdansRED¢
par (x). Dans le premiery’ vérifie (%) car u{x := v} — «'{z := v} pour toutwv, en utilisant (CR2); on
conclut par hypothse de &currence. Dans le second cas,est dansRE Dr par (CR2), et on applique
encore I'hypotse de écurrence.

6. Pour tout context@ de la formex, : Fi,...,z, : F,, on noteraRE D I'ensemble des substitutiofsde la
forme{z, :=t1,...,2, :=1,},00t; € REDp,,...,t, € REDp,.
Montrer que, si:(xx) sf est dansRE Dy pour toute substitutiod € REDa, anrs -0 estdansREDgr
pour toute substitutiod € REDA.

On proede de fagon similaira la question pecedente. Il suffit de montrer quk| s |- 0) estdansRE D,
par (CR3). La substitutiofz; := z1,...,z, := z,} étant dansRE D, toute variableétant ieductible
a tout type par (CR3), I'hypo#se(xx) et (CR1) impliquent que est fortement normalisant. Deéme,
tous lest; sont fortement normalisables par (CR1). On peut dagmdntrer que)( s |-0) estdansREDp
pour touts verifiant (xx) et pour toutd = {x; := t1,...,z, := t,} dansRE D, par récurrence sur
(s,t1,...,t,) ordonre par le produit lexicographique de + 1 copies de—. Pour tout ©duit en une
étape de&)([ s |- ), soit il est obtenu en contractant uadex dans ou dans I'un des;, et I'on conclut en
utilisant (CR2) et I'hypothse de &currence; soit ce&duit estsd, qui est dansRE D par hypotlese.

7. En ceduire que tout terme de \s4 qui est typable est fortement normalisable.

On montre que, pour toutetdvationt deT” - « : F, pour toute substitutiod € REDr, uf est dans
REDr. Comme la substitution idergitest dansRE Dr par (CR3), ceci permettra deéduire queu
lui-méme sera dan® F D, donc dansSN par (CR1).

Si la dernére regle est{Var), (App) ou (Abs), on pro@de comme dans le poly. Le cas(dés) notam-
ment estéglé par la question I1.5.

Si la dernére regle est{OF), on sait par hypotbse de &currence que: = du’ avecu’d € REDgp.
Mais ceci signifie directement qu# est dansRE D, par définition deRE Dg .

Sila dernere regle es{D1), v estde laformes |- 6, F' = OF, et I'on a cerive:

-
JJ12DF1,...,£CnZDFn|_SIF Fl_tZDFZ

N———
1<i<n

LH[s]-{z1:=t1,...,2q :=t,} : OF

Par hypotlese de ecurrence,t;0 est dansREDgp, pour touti. En notantA le contextez;
OF,...,z, : OF,, la substitutior{x; := t,6,...,z, := t,0} estdonc dan®E DA . Par hypotlese de
récurrence de nouveas veérifie I'hypothese(xx) de la question I1.6, donics |- 6’ est dansRE D pour
toute subsitutiod’ € REDa. C'est en particulier le cas poW’ = {z, :=t10,...,z, :=t,0},dolU la
conclusion.

(O1)

I1l. La traduction de G ddel-Tarski
On peut traduire toute formulE de logique (minimale) intuitionniste en une formulé de S4 comme suit:

P=0b (F=G)°=0(F =G°)



Autrement, on ajoute des devant toute sous-formule. On rappelle que les types dgglgue minimale sont ceux
des types simples, c’estdire tous ceux qui ne contiennent pasUn A-terme est aussi vu comme ug,-terme qui
ne contient ni bie ni operateurd.

1. Pour tout contexte de typadlfe= z; : Fi,...,z, : F,, on notel'° le contexter; : FY,...,z, : F. Montrer
gue la traduction?” — F*° préserve la prouvabii. On montrera plus pcig€ment qu'il existe une traduction
des\-termest en \g4-termest® tels que, si* F ¢ : F est cerivable dans la discipline de types simples du cours,
alorsI'™® |- t° : F° est cerivable. (Pour rendre les choses claires: on demande écokfimition formelle de°,
indéependamment de tout typage; puis uBendnstration de la prof@# demande).

On pose:
2=z (w)’ = (Ou)°® Az -u)’ =|(\z-u°)| id

ol id est la substitution iden@tqui associé chaque variable libre da saufz, elle-néme.

On cEmontre le ésultat souhaé par récurrence sur la @rivation de typage d€ + ¢ : F. Sit est une
variable, c’estevident. St est une applicatiomwv, c’est que la @rivation se termine par:

- - Ty

Mru:G=F DFuv:G
cuv: F (4App)
ce que I'on traduit en:
s
FOI—UO:D(GO:FO% ) g
I'°Fou®:G° = F° I°rFo®:G°

(App)

ek (Qu®)v° : F°
ou w9, w5 sont obtenues par hypatke de écurrence.
Sit estde laformex - u et F' = F; = F5, c'esta-dire que la @rivation de type se termine par:

¥
F,.’E:Fl}_’LLIFQ
T'FAXe-u:F) = I

(Abs)

alors on produit la @rivation suivante, 0 x4, ..., 2, sont les variables libres de. D’abord, par hy-
pothese de &écurrence, on obtient uneedvation7° deI'°,x : FY + u° : Fy. En appliquant(Abs), on
obtient une @rivation del™® - Az - u° : FY = Fy. Par affaiblissemeriéventuel, on peut supposer que
contient au moins un contexte de la forme: GY, ..., z, : G,. (En fait, on peut @montrer qu’il contient
un tel contexte, &cessairement.)

La logique S4 intuitionniste a d'autre part la propte, oppoge de I'affaiblissement, et apgelamin-
cissementsi A,z : G - w : H est cerivable etz n'est pas libre dansv, alors A - w : H est aussi
dérivable. C’est uneé&currence facile sur la structure de l&dvation, similairea la démonstration de la
propriét d’affaiblissement.

Par amincissement, on obtient ainsi uririglation; dexz; : GS,...,z, : Gy, F Ax - u® : FY = F3.
Comme tous les typ€s;, ..., G commencent pdn, on peut applique(OI):
1<i<n
—_——

21:GY,. .2y Gy EAr - u® Y = FY m

I°H|(A\x-u®)|-id




2. Montrer qu’en revanche, la traduction né@gerve pas la&duction: il existe dea-termess, ¢ tels ques — t en
A-calcul, mais on n'a pas® — t°.
Il fallait bien sOr lire: “mais on n'a pass® —* ¢°”

Soits = (Az - u)v, t = uw{z := v}. Le probbme est que® = (9| (\z - u°)

u®{z := v°}, mais ce dernier terme ne séduit pas forement enu{r := v})°. Siu est lui-néme
une \-abstraction, par exempl&y - z, u°{z := v°} = - {z :=v°}, alors que(u{z := v})° =

-id. Siv n'est pas une variable, ces deux termes songudiffts, et sb est normalp® aussi. Un
contre-exemple est donc ddnpars = (Ax - Ay - z)(22').

-id)v° se reduit en

3. Proposer de nouvellesglesa ajoutera sy, qui assurent d’'une part que— ¢ impliques® — t° en\g4 €tendu,
et d’autre part que la prof@#é d’auto-eduction soit pesenee.

C’etait la question bonus. Voir legles de l'article: J. Goubault-Larrecq and. Goubault, On the
Geometry of Intuitionistic S4 Proofslomology, Homotopy and Applications 5(2)ages 137-209, 2003.

Les regles supf@mentaires ne codent au passage quetiuction du\-calcul en appel par valeur au sens
de Plotkin...



