Types récursifs.

Documents autorisés (en particulier le poly).

Les questions sont annotées par une estimation du tempardé@selution en minutes. Les
questions les plus rapides sont aussi (généralement} cglileapportent le moins de points.

On se propose d’examiner une variante du systeme des typpkesiautorisant d’écrire des
types récursifsC’est déja ce que propose CaML, ou un type défini peut étraidafifonction
de lui-méme, par exemple :

type arbre = FEU LLE of int
| NOEUD of arbre » arbre;;
type paradox = P of paradox -> paradox;;
type nat = O
| S of nat;;

On va, pour représenter cette récursivité, ajouter au Enges types simples une construc-
tion X - f(X), qui dénote en gros l'unique typeque I'on définirait en CaML en écrivant
type 7 = f(7);;.Par exemple, on coderait les types ci-dessus sous la foeraeltt e =
pX -int + (X x X),paradox = puX - X = X, nat =X -unit + X.

Formellement, les types sont :

F::=0bX|F = GuX - F

ou lesb sont des types de base, [Esdes variables de type et ou la variable de typest liée
dansu X - F. On supposera qued*renommage est appliqué aux types implicitement.

On note~ la plus petite congruence sur les types telle gue- F' ~ F[X = puX - F].
On rappelle qu'une congruence est une relation d’équicaleui passe au contexte. On peut
caractériser- comme la relation définie par les regles :
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Autrement dit,/’ ~ G si et seulement si on peut le déduire par une dérivation Yfitigsant les
regles ci-dessus.

Les régles de typage sont celles des types simples plus gieep@rtant sur les types récur-
sifs. Appelons le systéme suivasystemey :

(Var)
Ne:FrFa: F
'tru:Fi=F TkFov:F Ty : FiFulz =y Fy
(App) (Abs)
' wuv: F I'Xx-u:F = F

''ru:F F~G
'Fu:G
On ne considérera que la reglepasrn, comme régle de réduction ducalcul dans cette partie.

(TEq)

1. (5 min.) SoitP le typeuX - X = X (c’est le typepar adox plus haut). UnP-contexte
est un contextd’ ou toutes les variables sont de type c’est-a-dire un contexte de la
formez, : P,...,z, : P. Montrer que, dans n'importe quél-contextel’, pour tout\-
terme (non typé). dont les variables libres apparaissent toutes dams peut dériver le
jugementl” - « : P. dans le systeme.

Par récurrence structurelle sur I&-termeu. Siu est une variable, c’est par hypothese sur
I'. Les applications sont typées comme suit, en notantjueP = P :

Thu:P _
(TE .
'-u:P=P '-ov:P
'Cuv: P
Les abstractions sont typées comme suit :

F,m:P.l—u:P

(Abs)
' Xe-u:P=P
(TEq)
I'FXe-u:P

2. (1 min.) En déduire gu'’il existe destermes non fortement normalisants, et méme non
faiblement normalisants, dans le system®©n exhibera un contre-exemple.
Le terme)), aveci=\x - xx, est un contre-exemple connugicalcul non typé, donc aussi
en systeme.

3. (15 min.) On va réparer ce défaut en considérant un saiserag, du systémeu, ou
dansu X - F' la variableX ne peut avoir que des occurrences positives dariaformel-
lement, si I'on voit les types comme des formules, les oenaes positives sont celles
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qui apparaissent sous un nombre pair de négations, chaglieation F' = G comptant
comme une négation de.

Formellement, on dit qu& apparait positivemerdans une variable de typési et seule-
mentsiX =Y ;dansF = G si X apparait positivement dansou négativement darfs;
dansuY - F' (avecY # X) si X apparait positivement da#s Et que, symétriguemenk’
apparait négativemertans un type si et seulement si : ce typefest- G et X apparait
négativement dans ou positivement dang'; ou ce type estY - F' (avecY # X) et X
apparait négativement dahs

Le systeme. ™ est la restriction du systemeou, dans tout type X - I, X n'apparait pas
négativement dank.

Lister les variables apparaissant positivement, resmtivégnent, dans les types suivants.
On rappelle quel = B = C signifie A = (B = (), et que la portée de, comme celle
de )\, s’étend aussi loin a droite que possible.

(i) X = (X=Y) () (X =X)=Y (i) (X =Y)=X
(v) X =Z=Y (W) (WY - X=Z=Y)=Y =X
(i) pX - (Y - X=2Z=Y)=Y =X

Lesquels sont des types dé ? Répondre sous forme d’un tableau :

Formule| Apparaissant positivemenfApparaissant négativemenbansy* ?

Formule| Apparaissant positivemenfApparaissant négativemenbans ™ ?
(7) Y X oui
(17) XY X oui
(471) X Y oui
(iv) Y X, Z oui
(v) X, 7 Y oui
(vi) Z Y oui

4. (5 min.) On rappelle qu'usandidat de réductibilitéest un ensemble de-termessS tel
que :
(CR1) Siu € S, alorsu € SN.
(CR2) Siu e Setu — u,alorsu’ € S.
(CR3) Siu est neutre et pour tout tel queu — o/, v’ € S, alorsu € S.



On noteraC R I'ensemble de tous les candidats de réductibilité, ordgraréd ordre d'in-
clusionC. Montrer qu'il existe un plus grand candidat de réducti®ifi, c’est-a-dire un
candidat de réductibilité tel queS C S+ pour toutS € CR.

St = SN est clairement un candidat de réductibilité, ®tC SN pour tout candidats,
par la propriété (CR1).

. (10 min.) Montrer qu€ R est untreillis complet c’est-a-dire que toute famillgs;), ., de
candidats de réductibilité, il existe un plus grand candigaréductibilitéS tel quesS C S;
pour touti € I — la borne inférieurede la famille (S;),.,. (Indication :.S = (., S;
convient-il ? Que se passe-t-il lorsqliest vide ?)

On commence par regarder ce qui se passe lordoest vide. Alors l'intersectioft),; S;
n'est pas définie. La définir, logiquement, comme lI'ensecikus les\-termes qui sont
danstous les);, fournirait I'ensemble\ de tous les\-termes. Mais\ n’est pas un candidat
de réductibilité, puisqué ¢ est dans\ mais pas dan§' V.

A la place, nous définissons (poliquelconque) la borne inférieuts comme étant I'en-
semble des-termesfortement normalisantgui sont dans tous leS;, i € I. Une autre
facon de le dire est qué est lintersection desS;, : € I, etde SN. Siu € S alors
u € SN par définition, doncS vérifie (CR1). St € S etu — v, alors comme, € SN
etu € S; pour touti, et queSN et S; sont des candidats donc vérifient (CR2), nécessai-
rementv € SN etv € S; pour touti, doncv € S. Donc S vérifie (CR2). St est neutre
et tous ses réduits en une étape sont dgnits sont dansS NV et dans chaqué;. Comme
SN etlessS; sont des candidats, par (CR3)est dansSN et dans chaqué;, donc dans
S. Donc S vérifie (CR3).

S est donc un candidat, et clairement le plus grand tel §umit inclus a la fois dans les
S; et dansS N. Comme tout candidat est nécessairement inclus danpar (CR1),S est
le plus grand inclus dans tous I&§, c’est donc bien la borne inférieure dés

. (10 min.) Vous avez déja vu dans d’autres cours le théorhmaint fixe de Tarski. Un
treillis complet est un ensemble ordongéC tel que toute familld z;);c; d’éléments de
L a une borne inférieurg],.; z; dans£. Une fonctionf : £ — £ est ditemonotonesi et
seulement sf(z) C f(z') pourtousz C 2. On a:

Théoréme (Tarski) Soit £, C un treillis complet,f : £ — L une fonction. Posons
Lfp(f) = [.es.s()c. 2 Si f est monotone, alorfp(f) est leplus petit point fixede
f. (On rappelle qu’'un point fixe de f est un élément tel qug(z) = z.)

On définit alors une notio®E D adaptée a. Pour toutcontexte de candidats qui a
chaque variable de typ¥ associe un candidat de réductibilité, pour tout typde ., on
définit REDY par :

REDS = SN
(ensemble des termes fortement normalisants)
REDY = C(X)
REDS_., = {u|Vvé&€ REDY-uv € REDS}

REDSx i 1fp(S € CR— REDS=)



ou la notationS € CR — REDg[X’:S] dénote la fonction qui a tout candidétassocie

REDSF=5,

Montrer queRE D% est bien défini et est un candidat de réductibilité pour tontexte de

candidats” et tout typef’ dep. (Certains des cas ont déja été vus en cours. On pourra alors

s’économiser une démonstration a condition de citer pkéusit 'argument — numéro

de théoréme, notammentx1.)

Noter que ceci contient deux difficultés : montrer que la @#&imest une récurrence bien

fondée comme dans le cours d’'une part, et montrer§jgeC R — REDg[X::S] est bien

une fonction d€ R dansC R dans le cas de la derniere ligne. Pour cette derniére raison,

nous devons démontrer quiE D est bien défini et est un candidgimultanémentCeci

est une récurrence sur la taille de la formute

Si F est un type de base RED% = SN est un candidat, comme il I'a déja été remarqué

dans le cours.

Si I’ est une variablé”, c’est parce qué&’ est un contexte de candidats.

Si F est de la forme& = H, alors REFS est bien défini, et est un candidat par les

arguments usuels déja utilisés dans la preuve de normalisdibrte du systemé’, du

cours.

Si F' est de la forme:Y - GG, alors par I'hypothese de récurrence la fonctiSne CR —

REDSY =] est bien une fonction d@R dansCR. Alorsifp(S € CR — REDSY =)

est bien défini, et est dans le treillis compldt. Donc REFE est bien défini et un candidat

de réductibilité.

. (15 min.) Montrer que, lorsquE est un type de.* :

(@) si X n'apparait pas négativement dafisalors RE D¢ est monotone ed’(X), au
sens oll pour tous tel queC(X) C S, REDS C REDSX =

(b) si X n'apparait pas positivement daRsalors RE DS est antitone e (.X), au sens
ol pour touts tel queC(X) C S, REDS D REDSY =7,

On admettra le résultat (trivial) selon lequék) si f et g sont deux fonctions monotones
d’un treillis completL vers L telles quef(z) C g(z) pour toutz € L, alorsifp(f) C
Lfp(g)-

On montre (a) et (b) simultanément par récurrence strudigisaur F'.

Si F est un type de badg c’est évident, puisquUBEDS = SN = REDg[X::S].

Si I est une variablg’, (a) et (b) sont triviaux dés qu¥ # Y. SiY = X, X apparait
positivement mais pas négativement dans (a) est clair, et (b) est trivialement vrai
(hypothese X n’apparait pas positivement” fausse).

Si F' est de la formegz = H, montrons (a) : supposons qué n'apparaisse pas née-
gativement dan§; = H, autrement ditX n’apparait pas positivement dards et pas
négativement dan&. Pour toutu € REDY, pour tout candidatS tel queC'(X) C S,

on souhaite montrer que ¢ REDS™ =, Soit doncv quelconque dan® EDSX =
par hypothéese de récurrence (b), puisgien’apparait pas positivement dars, v est



dansREDS. Commeu € REDS, il s’ensuit queuv € REDS,. Par hypothése de récur-
rence (a), puisqueX n'apparait pas négativement dats, uv € REDSI[X::S}. Comme

v est quelconquey est donc dansREDg[X::S], et (a) est prouvé. La preuve de (b) est
symeétrique.

SiF estde laformeY -G, montrons (a). Supposons giien’apparaisse pas négativement
danspY - G, autrement ditX n’apparait pas négativement dans Par a-renommage,
on peut supposeX # Y. Soit d’autre partS’ O C(X). Alors la fonctionf=(S €
CR — REDSY =) est inférieure point & point 3=(S candidat— REDS™ =" =5]y,
puisqueX n’'apparait pas négativement da@'s en utilisant I'hypothése de récurrence (a).
De méme, par hypothése de récurrence fat g sont monotones, cette fois-ci en utilisant
queY n’a pas d’occurrence négative dan puisqueF’ est un type de™. On peut donc
appliquer (x), et en déduiré fp(f) C fp(g), autrement ditREDS C REDS™ = ce
qui prouve (a). Le cas (b) est symétrique.

. (20 min.) En déduire que tout terme typé dans le systemest fortement normalisant.
(Comme a la question 6, on pourra se référer a certainesgs@uwvcours pour les parties
de la preuve qui ne changent pas ici. Citer précisémentuiaent.)

On montre par récurrence structurelle sur la dérivation dgage donnée de;
Fi,...,z, : F, - u : F en systeme™ que pour tout contexte de candidats pour
tousv; € RED%, e, Uy € REDCTL, alorsufzy :=wvy,..., 2, == 1v,] € REDg.

Les cas ou la derniére regle appliquée €Btur), (App) ou (Abs) sont comme dans la
preuve pour le systemkg,, et méme comme dans la preuve pour le systeme des types
simples. La seule difficulté est le cas ou la derniére regigligpée es{T Eq). Il suffit
pour régler ce cas de montrer qué~ G implique REDS = REDE.

Ceci se démontre par récurrence sur la dérivation donnéé'de G. Les cas dé€Refl),
(Sym), (Trans), (=) et (i) sont évidents. Il ne reste donc qu'a démontrer que):
REDEX,F = RED%X:ZMX.F].

Je prétends qu'en général(x+) REDG v, ) = REDg[X::REDg}, comme dans le cas

du systemé, du cours. Alorg(f) en est une conséquence facilBEDSy » = 1fp(S €
CR v REDCX=S)) — pppQl=tip(secRmnrEDi =
REDS PR W REDY  (par ().
Montrons d’abord, comme dans le poiat de la preuve de normalisation forte du systeme
F, du cours, que (x) siY n'est pas libre dang/, alors REDY, = REDZ[Y::S} pour tout
candidatS. C’est évident lorsqué/ est un type de base, et est comme dans le cours pour
les types variables ou implications. Lorsqbeest de la forme.” - K, RED,?,[Y::S] =
1fp(S" € CR— REDY == — 14p(8' € CR — REDUZ=I =50 — 1 fp(s' €
CRw— REDIC([Z:ZS']) (carY n’est pas libre non plus dans’, et I'on peut donc appliquer
I'hypothése de récurrence) REDS,.

Il ne reste donc finalement qu’a démont(ex), ce que I'on fait par récurrence structu-
relle surGG. Le cas ouG est un type de base est évident (les deux cotéssbint Les

]
) (... car c’est un point fixey¥



cas ouG est une variable de type ou une implication sont comme dapsite (xx) de
la preuve de normalisation forte du systemedu cours. Le cas od- est de la forme
pY - G' se traite comme suit REDg ., = [fp(S candidat — RED(GJJ&:::SQI}) =

— ,7 ClY:=89]
lfp<s candidat— RED(C;’,[Y'szX'*REDH ]) (par hypothése de I’éCUrrence)lfp(S €
- L C - o
CR— REDg/[YfS,X.fREDH]) (par (x)) = REDg[X.fREDH].

. (10 min.) On étend l'algebre de types par une quantifinaiosecond ordre, comme dans
le systemd :
F:=bX|F=GluX - -FIVX - -F

La relation~ est étendue par la regle :
F~G
VX -F~VX- -G

On ajoute les deux regles de typage :

(V)

N'Fu:VX-F 'Fu:F
(T App) (T Abs)
I'FuG: FIX =G| F'FAX - u:VX - F

(X non libre dans aucune formule ti¢

Le systéemey. est le systéeme de typage ainsi obtenu. Le systémieest le sous-systeme
ou tous les sous-types de la form& - F' sont tels queX n’a aucune occurrence négative
dansF'. (X ayant une occurrence positive, resp. négative, #ahsG si et seulement si
X # Y et X aune occurrence positive, resp. négative, dans

On considére désormais les régles de réduction :

B) Az -uwv — ulr:=v)
(Beta) (AX -uw)F — u[X :=F]

Montrer que tout terme typé dans le systéme est fortement normalisant pour la réduc-
tion définie par3) et (Beta).

Je ne le développe pas ici. C’est un mélange du théoréme deatisation forte pour
le systemd, et des arguments plus haut. Il suffit notamment d’étendreéfanition de
REDS plus haut par la clause du cours :

RED\?X.F = {ulVG,¥S € CR-uG € RED?[X::s]}



