
Syst̀emeFω

Documents autoriśes (en particulier le poly).
Nous allonśetudier le syst̀emeFω, déjà vu rapidement en cours. Alors que le systèmeF est une forme simplifíee

de logique d’ordre 2,Fω est essentiellement la même chose que la logique d’ordre supérieur (d’ordreω).
On rappelle queFω est un syst̀emeà trois niveaux:

1. les termes de preuves, t, u, v, . . . , qui ont pour types les formulesF, G, . . . ;

2. les expressions logiquesS, T, . . . , ont pour types les sortesK, L, . . . ; parmi les expressions logiques, les
formules sont celles qui sont de sorteProp;

3. les sortes, parmi lesquelles la sortePropdes formules, et la sorteι des individus (termes du premier ordre).

De façon formelle, lessortessont d́efinies par la grammaire:

K ::= Prop | ι | K → K

Lespré-expressions logiquessont d́efinies par la grammaire:

S,T, . . . ::= XK | λXK · T | S T | Imp | All K

où la notationXK dénote une variable de sorteK, et l’on suppose qu’il existe une infinité d́enombrable de variables de
sorteK, pour chaque sorteK. Il y a d’autre part une constante AllK pour chaque sorteK. On notera en abréǵe:

F ⇒ G = Imp F G

∀X : K · F = All K(λXK · F)

Une expression logique Sde sorteK est une pŕe-expression logique telle que l’on puisse déduire⊲S : K dans le
syst̀eme suivant:

(KVar)
⊲XK : K

(Imp)
⊲Imp : Prop→ Prop→ Prop

(All K)
⊲All K : (K → Prop)→ Prop

⊲S : K → K′ ⊲ T : K
(KApp)

⊲S T : K′

⊲T : K′
(KAbs)

⊲λXK · T : K → K′

Il s’agit donc d’un typage simple duλ-calcul forḿe des pŕe-expressions logiques, en style de Church, c’est-à-dire òu
toutes les variables sont annotées par le type (la sorte) qu’elle doivent avoir. On n’a donc pas besoin de contexte de
typage pour d́efinir le type des variables. Ce calcul, muni de la règle de ŕeduction (λXK · S)T → S[XK := T], est
confluent et fortement normalisant.

On observera, ce que l’on n’a pas besoin de démontrer, que pour toute pré-expression logiqueT, il existe au plus
une sorteK telle que⊲T : K soit d́erivable.K serala sortedeT, et l’on notera parfoisT : K pour le rappeler.

Lestermes de preuvesont juste lesλ-termes usuels:

s, t, u, v, . . . ::= x | λx · s | st
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Nous utiliserons les règles de ŕeduction suivantes, collectivement nomméesβ-réduction:

(λx · u)v → u[x := v]

(λXK · S)T → S[XK := T]

Nous noterons encore→ la relation de ŕeécriture parβ-réduction,→∗ sa cl̂oture ŕeflexive-transitive,=β sa cl̂oture
réflexive-syḿetrique-transitive (β-conversion).

Les r̀egles de typage deFω sont forḿeesà l’aide de jugementsΓ ⊢ u : F, où Γ est un ensemble de couplesy : G,
avecy des variables distinctes deuxà deux etG une formule (c’est-̀a-dire que l’on peut d́eriver⊲G : Prop). On notera
que ce ne sont pas exactement les règles de typage du systèmeFω du poly.

⊲F1 : Prop . . . ⊲ Fn : Prop
(Ax)

x1 : F1, . . . , xn : Fn ⊢ xi : Fi

Γ ⊢ u : F1 ⊲ F2 : Prop F1 =
∗
β F2

(=β)
Γ ⊢ u : F2

Γ ⊢ u : F1⇒ F2 Γ ⊢ v : F1
(⇒ E)

Γ ⊢ uv : F2

Γ, x : F1 ⊢ u : F2
(⇒ I )

Γ ⊢ λx · u : F1⇒ F2

Γ ⊢ u : ∀X : K · F ⊲ S : K
(∀E)

Γ ⊢ u : F[XK := S]

Γ ⊢ u : F
(∀I )

Γ ⊢ u : ∀X : K · F
(XK non libre dans aucune formule deΓ)

On observera, ce qui ne nécessitera pas de démonstration, que, si l’on peut dériverΓ ⊢ u : F, alors on peut d́eriver
⊲F : Prop; de plus, siΓ s’écrit x1 : F1, . . . , xn : Fn, alors on peut d́eriver⊲Fi : Proppour touti, 1 ≤ i ≤ n.

On rappelle qu’uncandidat Cest un ensemble deλ-termes v́erifiant:

CR1 tout élément deC est dansS N, l’ensemble desλ-termes fortement normalisants;

CR2 si u ∈ C et u→ u′, alorsu′ ∈ C;

CR3 si u est neutre, et si (pour toutu′ tel queu→ u′, u′ ∈ C), alorsu ∈ C; (parenth̀eses ajout́ees pour bien montrer
la port́ee du quantificateur universel suru′.)

Un terme est neutre s’il ne commence pas parλ. On noteCR l’ensemble de tous les candidats, etΛ l’ensemble des
λ-termes (les termes de preuve).

On d́efinit une interpŕetation des sortes et des expressions logiques comme suit.

Sortes
�

Prop
�

= CR, ~ι� = S N, ~K → K′� est l’ensemble de toutes les fonctions (totales) de~K� vers~K′�;

Expressions logiques Une expression logiqueS de sorteK est interpŕet́ee dans uncontexteρ, qui à chaque variable
XK′ associe uńelément de~K′�. Formellement, on d́efinit une interpŕetation d’une expression logiqueS : K
dansρ, not́ee~S : K� ρ. On pose:

~XK : K� ρ = ρ(XK)
�

Imp : Prop→ Prop→ Prop
�

ρ = (C1 ∈ CR 7→ (C2 ∈ CR 7→ C1⇛ C2))

où C1 ⇛ C2 = {u ∈ Λ | ∀v ∈ C1 · uv ∈ C2}
�

All K : (K → Prop)→ Prop
�

ρ = ( f ∈
�

K → Prop
�

7→
⋂

a∈~K�

f (a))

où
⋂

a∈A

f (a) = {u ∈ Λ | ∀a ∈ A · u ∈ f (a)}

�

S T : K′
�

ρ =
�

S : K → K′
�

ρ(~T : K� ρ)
�

λXK · T : K → K′
�

ρ = (a ∈ ~K� 7→
�

T : K′
�

(ρ[XK 7→ a]))

où la notation (a ∈ A 7→ f (a)) dénote la fonction quìa toutélémenta deA associe la quantité f (a), etρ[XK 7→ a]
est le contexte quìaXK associea, età toute autre variableY associeρ(Y). Dans le cas deS T : K′, K est l’unique
sorte telle que⊲T : K soit d́erivable.
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On notera que l’on a:

~F1⇒ F2� ρ = {u ∈ Λ | ∀v ∈ ~F1� ρ · uv ∈ ~F2� ρ}

C’est une v́erificationélémentaire, qui ne d́epend que du fait que~F1� ρ et ~F2� ρ soient effectivement des candidats
(ce que l’on demandera de montrer plus bas). On rapprochera cette formule de la formule d́efinissant l’ensemble
REDρF1⇒F2

dans le cours, òu ρ était un contexte de candidats:REDρF1⇒F2
= {u ∈ Λ | ∀v ∈ REDρF1

· uv∈ REDρF2
}.

On notera que l’on a aussi:

~∀XK · F� ρ = {u ∈ Λ | ∀a ∈ ~K� · u ∈ ~F� (ρ[XK 7→ a])}

dès que l’on peut assurer que~F� (ρ[XK 7→ a]) est bien dans
�

Prop
�

= CR pour touta ∈ ~K�. En particulier,
�

∀XProp · F
�

ρ = {u ∈ Λ | ∀C ∈ CR · u ∈ ~F� (ρ[XProp 7→ C)}

ce que l’on rapprochera de la formule du coursREDρ
∀α·F = {u ∈ Λ | ∀C ∈ CR · u ∈ REDρ[α 7→C]

F }.

1. Montrer que~K� n’est pas vide, pour aucune sorteK.

2. Montrer que pour toute expression logiqueT : K, pour tout contexteρ, ~T : K� ρ est unélément de~K�.
(Indication: attention, lorsqueA est vide, on a

⋂
a∈A f (a) = Λ. Si vous ne voyez pas pourquoi je dis çaà la fin

de la question, vous avez raté un point important.)

3. Montrer que, pour tous candidatsC1 etC2, pour toutλ-termeu tel que (pour toutv ∈ C1, u[x := v] est dansC2),
alorsλx · u est dansC1⇛ C2.

4. On admettra le lemme de substitution classique: si⊲∀X : K · F : Prop et ⊲S : K sont d́erivables, alors
�

F[XK := S] : Prop
�

ρ =
�

F : Prop
�

(ρ[XK 7→ ~S� ρ]). On admettra aussi que
�

F : Prop
�

ρ ne d́epend que
des variables libres deF, autrement dit que siρ(XK) = ρ′(XK) pour toute variableXK libre dansF, alors
�

F : Prop
�

ρ =
�

F : Prop
�

ρ′.

Démontrer que, six1 : G1, . . . , xn : Gn ⊢ u : F est d́erivable, alors pour tout contexteρ, pour tous termes
v1 ∈
�

G1 : Prop
�

, . . . ,vn ∈
�

Gn : Prop
�

, on au[x1 := v1, . . . , xn := vn] ∈
�

F : Prop
�

.

5. En d́eduire que tout terme typable enFω est fortement normalisant. Autrement dit, siΓ ⊢ u : F est d́erivable en
Fω, alorsu est fortement normalisant.

6. En d́eduire queFω est coh́erente, au sens où il n’existe pas de terme de preuveu tel que⊢ u : ⊥, où le faux
logique,⊥, est d́efini comme∀XProp · X.
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