SysemeF,,

Documents autorés (en particulier le poly).

Nous allonsttudier le systmeF,,, déja vu rapidement en cours. Alors que le gyseF est une forme simpliéie
de logique d’'ordre 2F,, est essentiellement laéme chose que la logique d’'ordre gujeur (d’ordrew).

On rappelle qué,, est un sysimea trois niveaux:

1. les termes de preut, u, v, ..., qui ont pour types les formulés G, .. .;

2. les expressions logiqués T, ..., ont pour types les sortd§, L, ...; parmi les expressions logiques, les
formules sont celles qui sont de soReop;

3. les sortes, parmi lesquelles la sdPi®p des formules, et la sortedes individus (termes du premier ordre).
De fagon formelle, lesortessont cfinies par la grammaire:
K == Prop|¢t|K—-K
Lespré-expressions logiquesnt cefinies par la grammaire:
ST,... = X¢|AXc-T|ST|Imp]|Alg

ou la notationX dénote une variable de soiie et I'on suppose qu'il existe une infigidtenombrable de variables de
sorteK, pour chaque sorti. Il y a d'autre part une constante flpour chaque sort&. On notera en abge:

F=G = ImpFG
YX:K-F = Allx(AXk - F)

Une expression logique $le sorteK est une pe-expression logique telle que I'on puisseddire»S : K dans le
syseme suivant:

(KVar) (Imp) (Allk)
Xk - K »Imp : Prop — Prop — Prop »Allk : (K - Prop) — Prop
»S: K-> K »T:K »T 1 K’ (KAbS
KA
»ST: K’ (KApD pAXk - T : K - K’

Il s’agit donc d'un typage simple dircalcul formé des pe-expressions logiques, en style de Church, Gedire ai
toutes les variables sont anaes par le type (la sorte) gu’elle doivent avoir. On n’a doas pesoin de contexte de
typage pour éfinir le type des variables. Ce calcul, muni deégle de eduction Xk - S)T — S[Xk := T], est
confluent et fortement normalisant.
On observera, ce que I'on n'a pas besoin dendntrer, que pour toute @expression logique, il existe au plus
une sorteK telle quesT : K soit cérivable.K serala sortedeT, et I'on notera parfoig : K pour le rappeler.
Lestermes de preuveont juste lesl-termes usuels:

st,uv,... = X|AX-s|st



Nous utiliserons lesagles de &duction suivantes, collectivement no@ess-réduction

(AX-uv — ux:=Vv]
(X -S)T — S[Xk :=T]

Nous noterons encore> la relation de gécriture parg-reduction,—* sa cbture ©flexive-transitive=5 sa cbture
réflexive-synétrique-transitive£-conversion).

Les regles de typage d€, sont formeesa I'aide de jugementE + u : F, ou T est un ensemble de couples G,
avecy des variables distinctes deevdeux eG une formule (c’esg&-dire que I'on peut @river>G : Prop). On notera
gue ce ne sont pas exactement kgles de typage du sgsheF,, du poly.

»F1:Prop ...»F,:Prop F'ru:Fy »Fy:Prop FL=5F;

_ _ —— (AY) £ (=)
Xl.Fl,...,Xn.Fn}‘Xi.Fi rl—u:Fz
'ru:Fi=>F, Trv:F, ILx:Firu:Fy,

(= E) =1
Fruv:F F+Ax-u:Fr=F,
F'ru:vX:K-F »S:K I'tu:F
(VE) — (V1)
I'+u: F[Xk =98] Fru:VX:K-F

(Xk non libre dans aucune formule &%

On observera, ce qui neenessitera pas deethonstration, que, si I'on peuédverI + u : F, alors on peut @river
»F : Prop; de plus, si" s’écritx; : Fi,..., X, : Fp, alors on peut @river>F; : Proppour touti, 1 <i < n.
On rappelle gu'urcandidat Cest un ensemble determes erifiant:

CR1 toutélement deC est dansS N, 'ensemble ded-termes fortement normalisants;
CR2 siue Cetu— U, alorsu’ € C;

CR3 siu est neutre, et si (pour tout tel queu — U, U’ € C), alorsu € C; (parentleses ajowtes pour bien montrer
la porée du quantificateur universel swir)

Un terme est neutre s'il ne commence pas .pa©n noteCR I'ensemble de tous les candidats Aetensemble des
A-termes (les termes de preuve).
On cefinit une interpétation des sortes et des expressions logiques comme suit.

Sortes [Prop] = CR, [] = SN [K — K’] est 'ensemble de toutes les fonctions (totales) g vers[K'];

Expressionslogiques Une expression logiqus de sorteK est interpétte dans urontextep, qui a chaque variable
Xk associe urelement de[K’]. Formellement, on &finit une interpetation d’'une expression logigi : K
dansp, noe[S : K] p. On pose:

Xk : Klp = p(Xk)
[imp: Prop— Prop— Prop]lp = (C1eCR+ (C,eCRH— C; = Cy))

ouC;=2C, = {ueA|VYveCi-uveCy}
[Allk : (K = Prop) - Proplp = (f €[K — Prop]~ m f(a)
ac[[K]
oUﬂf(a) = {ueA|VYacA-ue f(a)
acA

[ST:K'lp = [S:K—=KJe(T:Klp)
[Xc - T:K->K'Jp = (@Kl [T :K](@[Xk +— a]))
ou la notation & € A — f(a)) dénote la fonction qua toutélementa de A associe la quanétf(a), etp[ Xk + @]

est le contexte qud Xk associe, eta toute autre variabl¢ associg(Y). Dansle casd8 T: K’, K est 'unique
sorte telle queT : K soit cérivable.



On notera que I'on a:
[Fi=Falp = fueA|Vve([Filp-uve [Flp}

C’est une rificationélementaire, qui ne&@pend que du fait quF1] p et [F2] p soient éfectivement des candidats
(ce que I'on demandera de montrer plus bas). On rapproctedta formule de la formule &finissant I'ensemble
RED _ ., dans le cours,p etait un contexte de candidaRED! . ={ue A|YveRED -uve RED }.

On notera que I'on a aussi:

[VXk-Flp = {ueA|Vae[K]- uce[F](@[Xk - a))}
des que I'on peut assurer q{iE] (o[ Xk — a]) est bien dan§Prop] = CR pour touta € [K]. En particulier,
[¥Xerop-F]lp = (ueA|VCeCR-uelFI(o[Xprop > C)}

ce que I'on rapprochera de la formule du coRBL, - ={ue A|[YCeCR-ue RE[#[“HC]}.

1. Montrer qug[K] n’est pas vide, pour aucune soke

2. Montrer que pour toute expression logiqie: K, pour tout contexte, [T : K] p est unélement de[K].
(Indication: attention, lorsquA est vide, on @), f(@) = A. Si vous ne voyez pas pourquoi je dis&éa fin
de la question, vous avez gatin point important.)

3. Montrer que, pour tous candid&s etC,, pour touti-termeu tel que (pour touv € Cq, U[x := V] est dansC,),
alorsAx - uestdan; = C,.

4. On admettra le lemme de substitution classiques¥3 : K - F : Prop et>S : K sont crivables, alors
[F[Xk :=S]: Prop]p = [[F : Prop] (o[Xk — [S1p]). On admettra aussi qug- : Prop] o ne cepend que
des variables libres dE, autrement dit que si(Xx) = p’(Xk) pour toute variableXk libre dansF, alors
[F : Propllp=F : Prop] e’

Démontrer que, sk1 : Gi,..., %, : Gy + U : F est cerivable, alors pour tout contexte pour tous termes
vy € [Gy: Prop], ...,Vh € [Gn: Prop], onau[x; :=vi,..., X, := V] € [F : Prop].

5. En céduire que tout terme typable &, est fortement normalisant. Autrement ditI'si u : F est crivable en
F., alorsu est fortement normalisant.

6. En ceduire queF,, est colerente, au senslal n'existe pas de terme de preuudel quer u : L, ou le faux
logique, L, est &&fini commeYXpyop - X.



