
Résolution modulo une th́eorieéquationnelle

Correction.

I. Résolution moduloE

On notes ≈ t l’ équation entres et t — une formule —, pour la diff́erencier des = t, qui est
une expression mathématique signifiant ques et t sontégaux.

Soit E une th́eorie équationnelle. On note=E la relation d’́egalit́e moduloE, c’est-̀a-dire
s =E t si et seulement si tout modèle deE donne les m̂emes valeurs̀a s et à t.

Un unificateur moduloE de l’équations ≈ t est une substitutionσ telle quesσ =E tσ. On
dit aussi queσ unifie s ≈ t, ou bien unifies et t, moduloE. Un unificateur moduloE d’un
ensembleE ′ = {si ≈ ti | 1 ≤ i ≤ n} fini d’ équations est une substitutionσ qui unifiesi ≈ ti
moduloE pour touti, 1 ≤ i ≤ n.

On dit queσ estplus ǵeńeral queσ′ moduloE, en notationσ �E σ′, si et seulement s’il
existe une substitutionσ′′ telle quexσσ′′ =E xσ′ pour toute variablex. On note≡E la relation
définie parσ ≡E σ′ ssiσ �E σ′ et σ′ �E σ. On note≺E la relation d́efinie parσ ≺E σ′ ssi
σ �E σ′ maisσ 6≡E σ′.

1. Un mgudeE ′ moduloE est un unificateurσ deE ′ moduloE qui est minimal pour�E,
c’est-̀a-dire tel qu’il n’existe aucun unificateurσ′ deE ′ moduloE avecσ′ ≺E σ.
On dit queE estunitaire si et seulement si tout ensemble fini d’équations a au plus un
unificateur moduloE. La th́eorie vide (E = ∅) est-elle unitaire ?

Il y avait une erreur dans l’́enonće. Il fallait lire : E est unitaire si et seulement si
tout ensemble fini d’équations est soit non unifiable, soit a un mgu, qui est uniqueà
≡E près.

La réponse est alors oui, l’unification moduloE n’étant alors rien d’autre que l’uni-
fication syntaxique.

2. Montrer que la th́eorieE = C d’un symbole binaire+ commutatif (C= {∀x, y · x + y ≈
y+x}) n’est pas unitaire. On insiste sur le fait de trouver l’exemple le plus simple possible.

L’ équationx + y ≈ a + b, où a et b sont deux constantes distinctes, a exactement
deux unificateurs modulo C,{x 7→ a, y 7→ b} et{x 7→ b, y 7→ a}, qui sont clairement
incomparables.
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3. Se limiter aux th́eories unitaires est donc une restriction trop forte. On dira qu’une th́eorie
E estfinitaire si et seulement si, pour tout ensemble fini d’équationsE’, il existe un en-
semblefini csuE(E ′) d’unificateurs deE ′ moduloE tel que : pour tout unificateurσ deE ′

moduloE, il existe unélémentσ′ de csuE(E ′) tel queσ′ �E σ. On appellera un tel en-
semblecsuE(E ′) un ensemble complet d’unificateursdeE ′ moduloE, ou uncsu modulo
E (“complete set of unifiers”).
Montrer que siE ′ a un csu moduloE, alors il en a un qui n’est composé que de mgus.

Prendre leśeléments minimaux du csu, qui existent parce que le csu est fini.

4. De nombreuses théorieséquationnelles utiles sont finitaires, comme par exemple lathéorie
AC d’un symbole associatif et commutatif. Montrer en revanche que la th́eorie A d’un
symbole+ qui n’est qu’associatif n’est pas finitaire. De nouveau, on exhibera un exemple
le plus simple possible.

Les sommes sont ici des listes non vides. L’équationx + a ≈ a + x a alors comme
unificateurs{x 7→ n.a} pour chaque entiern ≥ 1, où n.a est la somme den copies
dea. Aucun n’est plus ǵeńeral modulo A qu’aucun autre, mais ce sont tous des mgus,
contredisant la question préćedente.

5. On consid̀ere le probl̀eme de lasatisfiabilit́e moduloE d’un ensemble de clausesS du
premier ordre. On dit queI est unmod̀ele moduloE de S si et seulement siI |= S et
I |= E. S estsatisfiable moduloE si et seulement siS a un mod̀ele moduloE.
On dit qu’un mod̀ele estde Herbrand moduloE si et seulement si l’ensemble de ses valeurs
est forḿe exactement des classes d’équivalence[t]E des termes clost moduloE. De façon
équivalente, un mod̀ele de Herbrand moduloE est un ensemble de classes d’équivalence
[A]E d’atomes clos moduloE.
Montrer queS est satisfiable moduloE si et seulement siS a un mod̀ele de Herbrand
moduloE.

Il y avait une nouvelle erreur : un modèle moduloE doit vérifier E, S, mais aussi
être un mod̀ele équationnel, c’est-̀a-dire satisfaire tous les axiomes de la théorieEq

de l’égalit́e (réflexivit́e, syḿetrie, transitivit́e, passage au contexte). Sans quoi ni cette
question ni les suivantes n’étaient vraies.

Comme dans le cours, partant d’un modèle I de S moduloE, on peut d́efinir le
mod̀ele de Herbrand forḿe des[A]E tels queI |= A. La seule chosèa vérifier est que
ceci ne d́epend pas du représentant choisiA de la classe[A]E. Mais siA =E B, on
a I |= A ssiI |= B puisqueI |= E, I étantéquationnelle.

On peut aussi invoquer le fait que :(∗) I est un mod̀ele deS moduloE si et seulement
si I |= S∪E∪Eq, et appliquer le th́eor̀eme de Herbrand du cours. Ceci ne dispense
pas d’utiliser la remarque que siA =E B, on aI |= A ssiI |= B puisqueI |= E.

6. Montrer le th́eor̀eme de compacité pour les clauses moduloE : si S est un ensemble (en
géńeral infini) de clauses du premier ordre, etS est insatisfiable moduloE, alors il existe
un sous-ensemble finiS fin deS qui est insatisfiable moduloE.
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Comme dans le cours, par un arbre sémantique quíenum̀ere cette fois-ci les classes
d’équivalence moduloE d’atomes clos, ou bien en utilisant le théor̀eme de compacité
et la remarque(∗) ci-dessus.

7. Montrer le th́eor̀eme de Herbrand moduloE : S est insatisfiable moduloE si et seulement
si l’ensembleS ↓ des instances closes deS est insatisfiable moduloE, si et seulement s’il
existe un ensemble finiS0 d’instances closes deS qui est insatisfiable moduloE.

Comme dans le cours.

8. Soit≻ un ordre strict stable sur les atomes, et qui estcompatiblèa la th́eorieéquationnelle
E, c’est-̀a-dire que siA =E A′, A′ ≻ B′ et B′ =E B, alorsA ≻ B. Un atomeA est
maximal dans une clauseC ssi il n’existe aucun atomeB dansC tel queB ≻ A. Soitsel
une fonction de śelection.
On consid̀ere la r̀egle de ŕesolution ordonńee avec śelection, adaptée au cas moduloE :

1≤i≤ℓ
︷ ︸︸ ︷

Ci ∨ +Ai1 ∨ . . . ∨ +Aini
C ′ ∨ −A′

1
∨ . . . ∨ −A′

ℓ

C1σ ∨ . . . ∨ Cℓσ ∨ C ′σ

où :

(i) ni ≥ 1 pour touti, 1 ≤ i ≤ ℓ ;

(ii) σ ∈ csuE({Aij ≈ A′
i|1 ≤ i ≤ ℓ, 1 ≤ j ≤ ni}) ;

(iii) sel (Ci ∨+Ai1 ∨ . . .∨+Aini
) = ∅ etAi1, . . . , Aini

sont maximaux dansCi ∨+Ai1 ∨
. . . ∨ +Aini

, pour touti, 1 ≤ i ≤ ℓ ;

(iv) sel (C ′ ∨−A′
1
∨ . . .∨−A′

ℓ) = {−A′
1
, . . . ,−A′

ℓ} et ℓ ≥ 1, ou bien aucun litt́eral n’est
sélectionńe,ℓ = 1 et−A′

1
est maximal dansC ′ ∨ −A′

1
∨ . . . ∨ −A′

ℓ = C ′ ∨ −A′
1
.

(Exerciceà la “où est Charlie ?” : quelle est la différence avec la règle de ŕesolution or-
donńee avec śelection du cours ?)
Comme d’habitude, cette règle s’entend après renommagéeventuel des prémisses, de sorte
qu’elles n’aient aucune variable en commun.
Montrer que cette r̀egle est correcte, au sens où si l’on peut d́eduire la clause vidèa partir
deS, alorsS est insatisfiable moduloE.

On montre que la conclusion est conséquence logique des prémisses moduloE, c’est-
à-dire que tout mod̀ele moduloE des pŕemisses est aussi un modèle moduloE de la
conclusion, comme dans le cours.

SiI est un mod̀ele de Herbrand moduloE des pŕemisses, alorsI vérifie toute instance
close(Ci ∨ +Ai1 ∨ . . . ∨ +Aini

)σθ et (C ′ ∨ −A′
1
∨ . . . ∨ −A′

ℓ)σθ. PuisqueI est
moduloE, I vérifie aussiCiσθ ∨ +A′

iσθ, car Aijσθ =E A′
iσθ pour tousi, j. Donc

par coupureI vérifie (C1σ ∨ . . .∨Cℓσ ∨C ′σ)θ, et ce pour toute substitutionθ close.
Donc I est un mod̀ele de Herbrand de la conclusion moduloE. (On pouvait aussi
raisonner directement sur les modèles moduloE, pas ceux de Herbrand.)
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9. Montrer qu’elle est complète : siS est insatisfiable moduloE, alors on peut d́eduire la
clause vide deS en un nombre fini d’applications de la règle de ŕesolution ordonńee avec
sélection.

Par arbres śemantiques, exactement comme au théor̀eme 8 du cours,̀a part que les
nœuds de l’arbre sontétiquet́es par des classes d’équivalence[A]E d’atomes closA...
détails omis ici. Le point important est que, siθ unifieAij ≈ A′

i (1 ≤ i ≤ ℓ, 1 ≤ j ≤
ni), alors il existeσ ∈ csuE({Aij ≈ A′

i|1 ≤ i ≤ ℓ, 1 ≤ j ≤ ni}) tel queσ �E θ, par
définition, ce qui assure (ii).

De plus, la mesureµ1 doit maintenant compter le nombre de littéraux±A′ de CN

tels queA′θN =E A0

i , et non plus tels queA′θN = A0

i .

II. R ésolutionà contraintes

On consid̀ere le cas òu E n’a plus ńecessairement d’ensemblefini complet d’unificateurs.
Pour ceci, on change le calcul de résolution. On fixe de nouveau un ordre strict≻ stable sur les
atomes, et compatiblèaE.

On appellecontrainteélémentairetoute expression de la formeA ≈ A′ ou bienA > A′, où
A etA′ sont des atomes. On définit |=E A ≈ A′ si et seulement siA =E A′, et |=E A > A′ si et
seulement siA ≻ A′.

On appellecontraintetoute expressionΓ telle que d́efinie par la grammaire :

Γ ::= A ≈ A′ | A > A′

| ⊤

| ⊥

| Γ ∧ Γ

| ∃x · Γ

et l’on pose|=E ⊤ (toujours),6|=E ⊥ (⊥ est toujours faux),|=E Γ1 ∧Γ2 si et seulement si|=E Γ1

et |=E Γ2, |=E ∃x · Γ si et seulement s’il existe un terme clost tel que|=E Γ[x := t].
On dira queΓ est satisfiablesi et seulement s’il existe une substitution closeσ telle que

|=E Γσ.
Une clause contrainteest une expression de la formeC|Γ, où C est une clause etΓ une

contrainte. On dit que l’interprétationI satisfaitC|Γ moduloE si et seulement siI |= E, et pour
toute substitution closeσ telle que|=E Γσ, on aI |= Cσ.

On plongera les clauses dans l’ensemble des clauses contraintes en lisant chaque clause non
contrainteC comme la clause contrainteC|⊤.

1. On consid̀ere la r̀egle derésolution contrainte:

C ∨ +A1 ∨ . . . ∨ +An|Γ C ′ ∨ −A′|Γ′

C ∨ C ′|Γ ∧ Γ′ ∧ Γ≈ ∧ Γ>
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où n ≥ 1, Γ≈ est la contrainteA1 ≈ A′ ∧ . . . ∧ An ≈ A′, etΓ> est la contrainte forḿee de
la conjonction des contraintesélémentairesAi > B (1 ≤ i ≤ n, B atome deC) etA′ > B′

(B′ atome deC ′).
Montrer que cette r̀egle est correcte, au sens où, siS est un ensemble de clauses contraintes
tel que l’on peut en d́eduire une clause de la forme�|Γ avecΓ satisfiable, alorsS est
insatisfable moduloE.

Il suffit de d́emontrer queI |=E C ∨ C ′|Γ ∧ Γ′ ∧ Γ≈ ∧ Γ> dès queI |=E C ∨
+A1 ∨ . . . ∨ +An|Γ et I |=E C ′ ∨ −A′|Γ′. Pour toute substitution closeσ telle que
|=E (Γ ∧ Γ′ ∧ Γ≈ ∧ Γ>)σ, on a |=E Γσ, doncI |= (C ∨ +A1 ∨ . . . ∨ +An) = σ.
Comme|=E Γ≈σ, A1σ =E . . . =E Anσ = A′σ, doncI |= Cσ ∨ +A′σ. Comme
|=E Γ′σ, I |= C ′σ ∨ −A′σ. DoncI |= (C ∨ C ′)σ.

2. Montrer que, si≻ est total sur les atomes clos (pour tous atomes closA etA′, soitA =E A′,
soit A ≻ A′, soit A′ ≻ A), alors la r̀egle est aussi complète, c’est-̀a-dire que siS est un
ensemble de clauses contraintes qui est insatisfable modulo E, alors on peut d́eduire deS
une clause de la forme�|Γ avecΓ satisfiable.

On doit d’abord d́emontrer un th́eor̀eme de compacité pour les clauses contraintes
moduloE. Celui-ci se d́emontre commèa la partie I, ou comme dans le cours.

SiS est insatisfiable moduloE, il existe donc un nombre fini d’instances closesS0 de
clauses deS qui est insatisfiable moduloE, et qui est donc forḿe sur un nombre fini
d’atomes closA0

1
, . . . ,A0

k. Le point important, c’est que ces atomes sont totalement
ordonńes par≺, disonsA0

1
≺ . . . ≺ A0

k.

Le reste de la d́emonstration du th́eor̀eme 8 du cours s’adapte ensuite sans modifica-
tion majeure. On doit ensuite remarquer que cette démonstration permet de trouver
des clauses, prémisses de la règle de ŕesolution contrainte, òu les atomes sur lesquels
sont ŕesolus sont les plus bas dans les branches considérés, donc suṕerieurs stricte-
ment aux autres atomes des clauses correspondantes, justifiant ainsi que (l’instance
correspondante de) la contrainteΓ> soit satisfaite.

3. La r̀egle de ŕesolution contrainte reste-t-elle complète lorsque≻ n’est pas total sur les
atomes clos ? On demande bien sûr une d́emonstration dans l’affirmative, et un contre-
exemple dans la ńegative.

Non. Par exemple,S = {+A∨+B,+A∨−B,−A∨+B,−A∨−B}, E = ∅, et≻ la
relation vide (qui est un ordre strict). Par résolution contrainte, on ne produira que
des clauses dont la partie contrainte est une conjonction contenant des expressions
de la formeA > A, A > B, B > A, ouB > B (venant deΓ> lors de la premìere
résolution). Aucune de ces contraintes n’est satisfiable. Ceci sera en particulier le cas
des clauses de la forme�|Γ que l’on produira. Bien queS soit insatisfiable modulo
E, la résolution contrainte ne le trouvera donc pas.
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