Résolution modulo une #orieequationnelle

Correction.

|. Resolution modulo &

On notes = t I'équation entre ett — une formule —, pour la difrencier des = ¢, qui est
une expression matimatique signifiant queett sontégaux.

Soit £/ une tleorie équationnelle. On note la relation dégalie moduloFE, c’esta-dire
s =g t Si et seulement si tout métk deF donne les rames valeura s etat.

Un unificateur moduld? de I'équations = t est une substitution telle queso =g to. On
dit aussi quer unifie s = ¢, ou bien unifies et ¢, modulo E. Un unificateur modula® d’'un
ensemblel’ = {s; =~ t; | 1 < i < n} fini d’équations est une substitutiorgui unifie s; ~ ¢,
modulo F pour touti, 1 <7 < n.

On dit queo estplus ¢eréral ques’ modulo E, en notationr < ¢/, si et seulement s'il
existe une substitution” telle queros” =g xo’ pour toute variable:. On note=y la relation
déefinie parc =g o’ ssioc < o’ eto’ < 0. On note<y la relation dfinie parc <z o’ ssi
o <g o' maiso #g o’.

1. Unmgude £’ modulo F est un unificateus de £ modulo £ qui est minimal pour<g,

c’est-a-dire tel qu'il n’existe aucun unificatedf de £’ modulo £’ aveco’ < o.
On dit queFE estunitaire si et seulement si tout ensemble fineduations a au plus un
unificateur moduld®. La theorie vide & = ()) est-elle unitaire ?

Il y avait une erreur dans €noné. Il fallait lire : F est unitaire si et seulement si
tout ensemble fini @quations est soit non unifiable, soit a un mgu, qui est unigue
=g pres.

La réponse est alors oui, I'unification moduton’étant alors rien d’autre que I'uni-
fication syntaxique.

2. Montrer que la thorie E = C d’un symbole binaire- commutatif (C= {Vx,y -z + y =~
y+x}) n'est pas unitaire. On insiste sur le fait de trouver I'exderle plus simple possible.

L’équationz + y ~ a + b, oU a et b sont deux constantes distinctes, a exactement
deux unificateurs modulo @z — a,y — b} et{z — b,y — a}, qui sont clairement
incomparables.



3. Se limiter aux tkories unitaires est donc une restriction trop forte. Oa dir'une tieorie
E estfinitaire si et seulement si, pour tout ensemble firggliationst”, il existe un en-
semblefini csug(E') d'unificateurs de&” modulo £ tel que : pour tout unificateur de £’
modulo £, il existe unéléemento’ de csug(E’) tel ques’ <g o. On appellera un tel en-
semblecsug(E') unensemble complet d’unificatewts £’ modulo £, ou uncsu modulo
E (“complete set of unifiers”).

Montrer que siE’ a un csu moduld?, alors il en a un qui n’est compesgjue de mgus.
Prendre leléments minimaux du csu, qui existent parce que le csu est fini.

4. De nombreuses&orieséquationnelles utiles sont finitaires, comme par exempl&Elarie
AC d’'un symbole associatif et commutatif. Montrer en revancjue la teorie A d’'un
symbole+ qui n’est qu’associatif n’est pas finitaire. De nouveau, ximl@era un exemple
le plus simple possible.

Les sommes sont ici des listes non videgquationz + a ~ a + x a alors comme
unificateurs{x — n.a} pour chaque entier. > 1, ol n.a est la somme de copies
dea. Aucun n’est plusgréral modulo A qu’aucun autre, mais ce sont tous des mgus,
contredisant la question predente.

5. On consiére le probdme de lasatisfiabili& moduloE d'un ensemble de clausésdu
premier ordre. On dit qué est unmockle moduloE de S si et seulement sf = S et
I = E. S estsatisfiable moduld si et seulement s¥ a un moéle moduloF.

On dit gu'un moele este Herbrand moduld’ si et seulement sil'ensemble de ses valeurs
est forneé exactement des classeégllivalencét|; des termes closmoduloE. De fagon
equivalente, un magle de Herbrand modulé&’ est un ensemble de classeggliivalence
[A] g d’atomes clos moduld..

Montrer quesS est satisfiable modul@’' si et seulement st a un moele de Herbrand
moduloE.

Il y avait une nouvelle erreur : un méte moduloE’ doit \érifier £, S, mais aussi
étre un modle équationnelc’esta-dire satisfaire tous les axiomes de l&trie Fq

de I'egalite (reflexivig, synétrie, transitivié, passage au contexte). Sans quoi ni cette
guestion ni les suivantesétaient vraies.

Comme dans le cours, partant d’'un n&del / de S modulo E, on peut @finir le
mockle de Herbrand for@des A| tels quel = A. La seule chosa \érifier est que
ceci ne @pend pas du ressentant choisi de la classdA]x. Mais siA =g B, on

al = Assil = B puisquel = E, I étantéquationnelle.

On peut aussi invoquer le fait quéx) I est un modle deS moduloF si et seulement
sil = SUFEU Eq, etappliquer le tBoreme de Herbrand du cours. Ceci ne dispense
pas d'utiliser la remarque que sl =z B,onal |= Assil = B puisquel = E.

6. Montrer le tieoeme de compad@tpour les clauses moduld : si S est un ensemble (en
géeréral infini) de clauses du premier ordre,®est insatisfiable modul&, alors il existe
un sous-ensemble fisif, de.S qui est insatisfiable modulb.
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Comme dans le cours, par un arbrensantique quénunere cette fois-ci les classes
d’équivalence modulé’ d’atomes clos, ou bien en utilisant lestvéeme de compadt
et la remarqud ) ci-dessus.

7. Montrer le tleoreme de Herbrand modulB : S est insatisfiable modulé’ si et seulement
si'ensembleS | des instances closes Aeest insatisfiable modul&, si et seulement s'il
existe un ensemble firtiy d’'instances closes de qui est insatisfiable modulb.

Comme dans le cours.

8. Soit> un ordre strict stable sur les atomes, et quiceshpatiblea la treorieéquationnelle
E, c’esta-dire que siA = A, A = B' etB’ =y B, alorsA = B. Un atomeA est
maximal dans une clausge ssi il n’existe aucun atomg dansC' tel queB > A. Soitsel
une fonction de@&lection.

On consieére la Bgle de esolution ordonée avec 8lection, adajie au cas modulf’ :
1<4<t
OV A An N oV A OV —AlV ..V AL
CioV .. NCwoV(Co

ou :

(i) n; > 1 pourtouti, 1 <i < /;

(i) o € csup({A;j =~ A1 <i<0,1<j<n});

(i) sel (C;V+AqV...V+A,,)=0etA;,..., Ay, sont maximaux dans; vV +A4;; Vv
...V +A,,,, pourtouti, 1 <</,

(iv) sel (C"V —AjV...v—=A4)) ={-A,...,—A)} et{ > 1, ou bien aucun li&ral n’est
selectionrg, ¢ = 1 et— A est maximal dan€”’ v —Aj v...v —A, =C"Vv —Al.

(Exercicea la “ou est Charlie ?” : quelle est la diffence avec laggle de esolution or-

donrée avec slection du cours ?)

Comme d’habitude, cettégle s’entend ags renommageventuel des @misses, de sorte

gu’elles n’aient aucune variable en commun.

Montrer que cetteagle est correcte, au sens si I'on peut éduire la clause vida partir
de S, alorsS est insatisfiable modulé.

On montre que la conclusion est cégsience logique des@misses modulb, c’est-
a-dire que tout moéle moduloF des pemisses est aussi un n&del moduloF de la
conclusion, comme dans le cours.

SiI estun modle de Herbrand modul&’ des pémisses, alors vérifie toute instance
close(C; V+Aq V...V +A;,,)00 et (C'v A} v ...V —A))of. Puisquel est
moduloE, I verifie aussiC;o0 vV +A00, car A;jo0 =g A,o6 pour tous:, j. Donc
par coupure! vérifie (Cio V...V Cyo vV C'0)0, et ce pour toute substitutighclose.
Donc I est un modle de Herbrand de la conclusion modutb (On pouvait aussi
raisonner directement sur les melds moduld?, pas ceux de Herbrand.)
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9. Montrer qu’elle est compte : siS est insatisfiable modul@’, alors on peut @duire la
clause vide d& en un nombre fini d’applications de lagle de esolution ordonée avec
sélection.

Par arbres €mantiques, exactement comme &otbme 8 du coursa part que les
noeuds de I'arbre soitiqueés par des classes&tjuivalencéA|r d’atomes closA...
détails omis ici. Le point important est quegsinifie 4;; ~ A; (1 <i</¢,1 <j <
n;), alors il existes € csup({A;; = Aj|1 <i</(,1<j<n;})telques < 6, par
définition, ce qui assure (ii).

De plus, la mesurg; doit maintenant compter le nombre deéihux+ A’ de C'y
tels queA’0y =g A?, et non plus tels qud’dy = AY.

Il. R ésolutiona contraintes

On consi@re le cas b E n'a plus recessairement d’ensemiiai complet d’unificateurs.
Pour ceci, on change le calcul desplution. On fixe de nouveau un ordre steicstable sur les
atomes, et compatibkFE.

On appellecontrainteélémentairgtoute expression de la formé ~ A’ ou bienA > A’, ou
A et A’ sont des atomes. Orefinit =p A ~ A’ siet seulementsii =5 A', etl=p A > A’ siet
seulement sy - A’.

On appellecontraintetoute expressioh' telle que @finie par la grammaire :

r .=

etl'on pose=g T (toujours),/- L (L esttoujours faux)=g I'; AT’y si et seulement g5 'y
et=p I'y, =p 3z - I si et seulement s'il existe un terme clotel quef=g I'[z := t].

On dira quel” estsatisfiablesi et seulement s’il existe une substitution cles¢elle que
):E T'o.

Une clause contrainteest une expression de la forndgl’, ou C' est une clause dt une
contrainte. On dit que l'interg@tation/ satisfaitC'|I' moduloE si et seulement di = E, et pour
toute substitution close telle quel=g 'o, on al = Co.

On plongera les clauses dans I'ensemble des clauses obesren lisant chaque clause non
contrainteC' comme la clause contrainte| T.

1. On consiére la egle derésolution contrainte
CV+AV...V+A,Il C'Vv-A"
CVCO AT AT AT




oun > 1,I'y estla contrainted; ~ A’ A ... AN A, = A, etl's est la contrainte fori@e de

la conjonction des contraintéementairesi; > B (1 < < n, B atome d&’) et A’ > B’

(B’ atome de”").

Montrer que cetteagle est correcte, au sens, @i.S est un ensemble de clauses contraintes
tel que I'on peut en @duire une clause de la formié|l" avecI" satisfiable, alorss est
insatisfable moduld.

Il suffit de cemontrer quel = C V C'|I AT ATy AT dés quel g CV
+A; V... V+A,Tet] g C'Vv —A'|I". Pour toute substitution closetelle que
EFg (AT AT ATs)o,0onal=g I'o,donc! = (CV +A; V...V +A4,) =o.
Comme=g I'vo, Ajo =g ... =g A0 = Ao, donc! = Co VvV +A'c. Comme
EFgl'o, I EC'ov—Ao.Doncl = (CV(Co.

2. Montrer que, st est total sur les atomes clos (pour tous atomes4lesA’, soitA = A,
soitA = A’, soit A’ = A), alors la Bgle est aussi comgtie, c’esta-dire que siS est un
ensemble de clauses contraintes qui est insatisfable m@dudlors on peut éduire deS
une clause de la formé|l" avecl satisfiable.

On doit d’abord &montrer un tboreme de compadtpour les clauses contraintes
moduloE. Celui-ci se @montre comma la partie I, ou comme dans le cours.

Si S estinsatisfiable modul®, il existe donc un nombre fini d’instances closgsle
clauses de qui est insatisfiable modul®, et qui est donc forgasur un nombre fini
d’atomes closA!, ..., AY. Le point important, c’est que ces atomes sont totalement
ordonres par<, disonsA) < ... < A).

Le reste de la @monstration du tBoreme 8 du cours s’adapte ensuite sans modifica-
tion majeure. On doit ensuite remarquer que cetendnstration permet de trouver
des clauses, @misses de laagle de ésolution contrainte, wles atomes sur lesquels
sont iesolus sont les plus bas dans les branches cér&ssg donc sugrieurs stricte-
ment aux autres atomes des clauses correspondantesajustiinsi que (I'instance
correspondante de) la contrainié, soit satisfaite.

3. La regle de éesolution contrainte reste-t-elle coraf# lorsque- n’est pas total sur les
atomes clos? On demande bidir sine émonstration dans I'affirmative, et un contre-
exemple dans lagyative.

Non. Par exempleé§ = {+AV+B,+AV—B,—AV+B,—AV—-B},E =, et~ la
relation vide (qui est un ordre strict). Paésolution contrainte, on ne produira que
des clauses dont la partie contrainte est une conjonctioriestant des expressions
delaformed > A, A > B, B > A,ouB > B (venant dd’.. lors de la premére
résolution). Aucune de ces contraintes n’est satisfiablei. €&za en particulier le cas
des clauses de la fornig|I" que I'on produira. Bien qué soit insatisfiable modulo
E, la résolution contrainte ne le trouvera donc pas.



