
Nom :

Note : on donnera les réponses dans les cases prévuesà cet effet. Ceci a pour double but
de limiter la taille des ŕeponses (et donc d’éviter les arguments inutilement complexes), et d’in-
diquer la difficult́e relative des questions. Les questions sont d’autant plus notées qu’elles sont
difficiles.

Preuve par instantiation et tests SAT

Lee et Plaisted (1992) ont remarqué que la r̀egle de ŕesolution (binaire, ici) :

C ∨ +A C ′ ∨ −A′

σ = mgu (A
.
= A′)

Cσ ∨ C ′σ

mélange deux effets. Le premier est de calculer un unificateurle plus ǵeńeral, ce qui trouve
très efficacement la forme géńerale des instances des clauses en prémisses qui seront utiles, soit
(C ∨+A)σ et (C ′ ∨−A′)σ ; d’autre part, d’appliquer la règle de ŕesolution propositionnelle. Or
cette dernìere est un test, relativement inefficace, de satisfiabilité propositionnelle. L’id́ee de Lee
et Plaisted est donc de remplacer la règle de ŕesolution (ǵeńerale) par, d’une part, une règle de
géńeration d’instances:

InstGen
C ∨ +A C ′ ∨ −A′

(C ∨ +A)σ (C ′ ∨ −A′)σ

où σ = mgu (A
.
= A′).

Ceci signifie que l’on produit les deux clauses(C∨+A)σ et(C ′∨−A′)σ, mais pas leur ŕesolvant,
en particulier. On ne produit pas non plus de facteur. En revanche, comme en résolution, on
supposera implicitement que les deux prémissesC ∨ +A et C ′ ∨ −A′ sont renomḿees de sorte
à n’avoir aucune variable en commun.

D’autre part, au lieu de chercherà d́eriver la clause vide (ce qui ne sera pas possible en
géńeral), la proćedure de Lee et Plaisted chercheraà produire un ensembleS de clauses propo-
sitionnellement insatisfiable. Plus préciśement, on note⋆ une constante n’apparaissant pas dans
S, et τ⋆ la substitution quìa toute variable associe⋆. On appliquera la r̀egleInstGen non pas
jusqu’̀a d́eriver la clause vide, mais jusqu’à ce que l’ensemble de clauses obtenuS soit tel que
Sτ⋆ soit propositionnellement insatisfiable. (Notons queSτ⋆ est un ensemble de clauses closes,
et un mod̀ele propositionnel deSτ⋆ est juste une affectation de valeurs de vérité à chaque atome,
clos, qui apparâıt dansSτ⋆.)
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1. Montrer que, siSτ⋆ est propositionnellement insatisfiable, alorsS est insatisfiable (au pre-
mier ordre)..

.
2. NotonsS → S ′ s’il existe deux clauses (possiblement la même) dansS qui sont pŕemisses

de la r̀egleInstGen, et telles queS ′ vailleS union les deux conclusions de la règle. D́eduire
de la question préćedente que la procédure de Lee et Plaisted est correcte : siS0 →∗ S, et
Sτ⋆ est propositionnellement insatisfiable, alorsS0 est insatisfiable..

.
3. On s’attaque maintenantà la compĺetude. Soit(T,C•, θ•) un arbre d́ecoŕe (fini) pour l’en-

sembleS sur l’ensemble d’atomes closA0

1
, . . . , A0

n, et supposonsSτ⋆ propositionnellement
satisfiable. SoitI⋆ une interpŕetation surA0

1
, . . . , A0

n, telle queI⋆ |= Sτ⋆.
On construit une interprétationI (une branche de l’arbre) par forcing, comme dans le
cours, mais avec une subtilité : on va autoriser certains atomesà être ind́efinis dans
I. Appelons interprétation partielleI sur A0

1
, . . . , A0

i un ensemble de littéraux parmi
+A0

1
,−A0

1
, . . . ,+A0

i ,−A0

i , qui est non contradictoire au sens où I ne contient pas̀a la
fois +A0

j et−A0

j , pour aucunj, 1 ≤ j ≤ i. Un atomeA0

j estvrai dansI si +A0

j ∈ I, faux
dansI si−A0

j ∈ I, et indéfinidansI sinon. Pour une clause closeC, on dit queC estvraie
dansI si et seulement siC contient un litt́eral vrai (donc d́efini, aussi) dansI.
On construit une interprétation partielleI pasà pas comme suit :
(a) Initialement,I := ∅ ;

(b) Tant qu’il existe une clauseCN (N nœud d’́echec) telle queCNθN n’est pas vrai dans
I et CN contient un litt́eral±A tel queAθN soit ind́efini dansI mais±Aτ⋆ est vrai
dansI⋆, alors ajouter±AθN à I.

Cette proćedure termine en au plusn étapes (òu l’on choisit N arbitrairement dans la
deuxìemeétape au cas où il y aurait plusieursCN possibles), et d́efinit une interpŕetation
partielleI1, la valeur finale deI.
On consid̀ere n’importe quelle branche deT qui fait les m̂emes choix queI1, autrement
qui descend̀a gauche deA0

i si A0

i est faux dansI1, à droite siA0

i est vrai dansI1, et de
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n’importe quel ĉoté siA0

i est ind́efini. Cette branche se termine sur un nœud d’échec, que
nous appelleronsN1.
Montrer qu’il existe un litt́eral±A dansCN1

tel que±Aτ⋆ soit vrai dansI⋆ mais±AθN

soit faux dansI1..

.
4. En d́eduire que, siSτ⋆ est propositionnellement satisfiable, il existe un (autre)nœud

d’échecN2 tel que l’on peut appliquer la règleInstGen sur les clausesCN1
et CN2

. Au-
trement dit,CN1

est de la formeC ∨ ±A, CN2
est de la formeC ′ ∨ ∓A′ (∓ étant le signe

oppośe de±), etσ = mgu (A
.
= A′) existe.

.

.
5. Montrer que l’on peut demander de plus que±A′τ⋆ soit faux dansI⋆..

.
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6. En d́eduire queAτ⋆ 6= A′τ⋆..

.
7. Déduire de la question 6 queσ = mgu (A

.
= A′), tel que d́efini en question 4, est tel qu’il

existe une variablex, dansA ou dansA′, telle quexσ n’est pas une variable.
.

.
8. Dans la situation de la question 4, on construit le nouvel arbre d́ecoŕe (T,C ′

•
, θ′

•
) pourS ′

égal à l’union deS et des deux clauses conclusions deInstGen, en posantC ′

N = CN ,
θ′N = θN si N 6= N1, N2 ; en posantC ′

N1
= CN1

σ etC ′

N2
= CN2

σ, où σ = mgu (A
.
= A′),

et θ′N1
, θ′N2

définies de sorte queC ′

N1
θ′N1

= CN1
θN1

, C ′

N2
θ′N2

= CN2
θN2

.
Montrer que ceci est sensé, autrement dit queθ′N1

et θ′N2
existent.

.

.
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9. Les questions préćedentes d́efinissent un système de ŕeécriture d’arbres d́ecoŕes, qui ŕeécrit
(T,C•, θ•) en l’arbre(T ′, C ′

•
, θ′

•
), défini à la question 8. En raisonnant (pour l’essentiel)

sur les tailles des clauses (CN , resp.C ′

N ) étiquetant les nœuds d’échec des arbres décoŕes,
montrer que ce système de ŕeécriture termine.
.

.
10. En d́eduire la compĺetude de la proćedure de Lee et Plaisted.

.

.
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