Criteres de simplification

Correction.

A rendre pour le mardi 14 novembre 2006, soit par engolubaul t @ sv. ens- cachan. fr)
soit par courrier postal (Jean Goubault-Larrecq, LSV/ENSHanN, 61 avenue dugsident Wilson, 94235
Cachan, France). Les questions les plus difficiles sont méasid’uneetoile ().

l. Un crit ere genéral de simplification.

Soit.S un ensemble de clauses du premier ordre. Pour togidltt A, notonsF A le littéral
oppo%. L'oppoede+A est— A, celui de— A est+A.

SoientC, ..., Cy, C des clauses du premier ordre. On rappelle Gue..,Cy = C siet
seulement si toute inter@tation de Herbrand qui rend vraie toute instance closg€,de. ., C;
rend aussi vraie toute instance closgde

On rappelle qu’une interptation de Herbrangartielle est une fonction partielld des
atomes clos vergvrai, faux}, de domaindini. (C’esta-dire cefinie seulement pour un nombre
fini d’atomes clos.) Une interptation partielle rend une clause fausse si et seulemelig s¢ad
tous les littraux de la clause faux (en particulier, aucuretdt ne reste non inter@e). Disons
queC, ...,Cy E* C si et seulement si pour toute instance clégede C, toute interpétation
partielle I qui rend fauss€’'d rend aussi fausse au moins une instance close d’'une deg<laus
Ciy1<i<k.

1. Montrerque sC; ...,Cy E* C,alorsCy, ..., Cy E C.

Soit] une interpétation qui satisfait toutes les instances closes de chagu8up-
posons qud ne satisfasse pas une certaine instance ctdgede C'. Alors la res-
triction de I aux atomes dé€’'d rend C¢ fausse. Cette restriction, appelons{laest
une interpétation partielle. Puisqué€’; ..., Cy =* C, I' rend donc fausse une des
instances closes d’'ufy;, c’est donc aussi le cas de contradiction.

2. Montrer que la&ciproque de la questiongnédente est fausse.

OnprendC; = +AV+B,Cy =4+AV —B,C = +A. Clairement(,...,Cy = C,
mais il est faux qué’; ..., Cy =* C : prendre l'interprétation partielle qui rendA
faux mais laissd3 indéfini.

3. Montrer que sC' est une tautologie, aloks* C' (le cask = 0 de la cefinition ci-dessus).
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[l n’existe aucune intergatation, néme partielle, qui rend une tautologie fausse.
4. Montrer que s, subsume”, alorsC; =* C.

EcrivonsC = C,o V D. Soit] une interpétation partielle rendant I'instance close
C6 fausse. Alorg’, 06 est fausse dang et est une instance close de.

5. On introduit lecritere delimination de redondanceégéral suivant : siS est I'ensemble
de clauses courant, s'il contient des clauses. .., C) etC et s'il existe des substitutions
o1, ...,0 telles que :

(@) Cioy...,Cror E* C;
(b) pourtouti, 1 < i < k, o; n'unifie aucun couple de liéraux de’; ;
alorséliminerC de S. (On dira queC' est redondantg
Montrer que lElimination de tautologies,&limination de clauses lgairement subsu@es

présenges en cours sont des cas particuliers de cereribu senstoles tautologies et les
clauses ligairement subsugees sont redondantes.

C’est clair pour les tautologies, par la question 3. Pour &dsuses liairement sub-
sumées, on remarque que, 61 = Cyo;, V D, alors Cio; =* C. Finalement, la
condition 2 est grifiee par la céfinition de la subsomption laaire.

6. (x) En reprenant 'argumentation du cours, montrer géérliination de clauses redon-
dantes, au sens de la questioagdente, estompatibleavec la esolution ordonée avec
selection, pour n’importe quelle fonction délsction et n'importe quel ordre stable
Autrement dit, montrer que §i est un ensemble de clauses du premier ordre insatisfiable,
il existe une @rivation de la clause vida partir deS par un nombre fini dtapes de
résolution ordon@e avec 8lection, et ce quelle que soit la s&rgie utilie pouréliminer
des clauses redondantes entre detapes de&solution.

On raisonnera sur les arbresnsantiques utiliss au tkoeme 8 du poly. Il ne sera pas
néecessaire de reproduire lamonstration de ce #oreme in extenso.

Il suffit de montrer que la mesurgT, C,, 0,) de la cemonstration du thoréme 8 du
cours cecrdt, possiblement pas strictement, lorsqu&imine une clause redondante
C de I'ensemble courart, transformant I'arbre @co© 7" en un nouvel arbre&coe
T'. La subitili¢, c’est que’’ peut cecorer plusieurs nceudsé&thec d€’. Pour chacun
de ces nceuds &hec, on & = Cy. PuisqueCio; ...,Cro, E* C et queCnOy
est fausse eV, par définition il existei, 1 < i < k, tel queC;0;6 soit aussi fausse
en N. On remplace le coupléCy,0y) au nceudV par le couple(C;, 0,0y), et ce
pour chaque nceud &hech tel queC' = C'y. Ceci produit un nouvel arbreétoe
(T",C.,0.). Notons que ce nouvel arbre est un arbéedté poursS privé deC, et que
tous les nceudd consicerés ci-dessus y restent des nceuéslaéc :C;0;6,y ne peut
en effet pagtre fausse plus haut qug, sinon N n'aurait paséte un nceud &chec
deT.

La suite du corrig était errorée. Je montre I'erreur que j'ai faite pour faire voir la
subtilite.



Version erronée. Pour montrer que la mesugedécrdt, on remarque qu’en chaque
noeudV de ce typew, (Cioy, 0n) = p1(Cy, 0,05) par la condition 2 §; n'unifie aucun
couple de literaux deC;), commea la section 4.2 du cours. On a donc remg@#ac
les couplegCy,fy) en un certain nombre de nceud€checN par des couples
de mesurey; identique. La mesurg~ de tout I'arbre reste donc inchaég, donc,
comme la taillg7’| de I'arbre reste inchange, la mesurg de I'arbre reste inchange
elle aussi.

Version corrigée. On a bien 8ir p,(Ci04,0n) = u1(C;i, 040y) par la condition 2,
mais ceci ne garantit pas qug (C;, 0:0n) <mu 1(Cn,0x). (On n'a pas besoin de
I'ordre strict <,,.; \ =, puisque de toute fagon le nombre de clausgsiécrdtra.)

Une solution est d’ajouter la conditiofi >,,,.,; Cio71, ...,C >,,. Cro, au critere de
redondance, les claus@sant vues comme des multi-ensembles d’atomes (on ignore
les signes). De fagon curieuse, cette condition exist@itsdnon sourcegK, mais
commer#e : javais di estimera tort qu’elle ne servaié rien. ..

Il. O ul'on r épare une erreur.

Lire attentivement la section 5.3 du cours.
1. Il se trouve que la@monstration du #oreme 12 est err@e. Lerreur est dans la phrase

“[...]alors soit” C"7(x) est fausse elV et alors+™C""(x) VvV C'0 est fausse
en N, soit" C'(x) est vraie enV et alorsCfy VvV —"C"7(x) est fausse eiV.”

Quelle est I'erreur ? (Le but des questions suivantes esblger cette erreur.)

L’arbre sémantique est un arbre d’interptationspartielles Il est donc possible que
TC'7(x) soit fausse eV, vraie enN, ou ... incefinie. C’est le cas &me si C"7(x)
est recessairement plus haut que I'atoi¢) deC, avecP(t) > "C'7(x). Il se peut
tout simplement queC’"(x) ne soit pas dans&nungration des atomes clo$?, .. .,
AY sur laquelle a&te construit I'arbre €mantique.

2. (%) Pour corriger cette erreur, on va imaginer una&gtde redondance plugmgral que
celui de la partie I. Fixons un ensemilele clauses, et un ordre strict stable.
Appelons~-énunération.A touteénuneration finied = [A?, ..., A%] d’atomes clos telle
que AY - A;? implique i > j. AppelonsA-interprétationune interpetation partielle de
domaine un pifixe deA, c’esta-dire donnant des valeurs derite aux atomes!?, ...,
A9 et eux seuls, pour un certain entier0 < k£ < n. NotonsC,...,Cy " C siet
seulement si pour toute instance clase de C, toute A-interp@tation/ qui rend fausse
C0 rend aussi fausse au moins une instance close d'une dessfgus < i < k.

On dit queC estA-redondantedanss si et seulement s’il existe des clauses. .., Cy
de S et des substitutions,, ..., o} telles que :

(@) Cioy...,Ceop A C
(b) pourtouti, 1 <i < k, o; n'unifie aucun couple de lgraux deC; ;
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On dit queS estinsatisfiablead support dansA si et seulement s’il existe un nombre fini
d’instances closes d&, formées uniquement d’atomes clos pris dahsqui soit insatis-
fiable.

Pour tout ensemble fiod, d’atomes clos, on dira qué est>- /Aq-redondantesi et seule-
ment si, pour toute--enuneration.A contenant tous les atomes dg et telle quesS soit
insatisfiablea support dangl, alorsC estA-redondante danS. (Bien que ceci soit hors
sujet, on observera que tout clauseegil-redondante dans un ensemble satisfiable de
clauses.)

Justifier rapidement quedlimination de clauses /A,-redondantes est compatible avec
la résolution ordon@e (par-) avec €lection, pour n'importe quelle fonction délsction.

Il suffit de refaire toute la dmonstration du tkoreme 8 du cours, en fixant comme
énungration A, ..., A% une--énunération quelconque non seulement des atomes
clos figurant dans I'ensemble fis}, d’instances closes d& du theoreme de Her-
brand, mais aussi des atomes 4dg. Le reste de la @monstration du thoreme 8
reste inchange. On observe ensuite que I'argument de la question |.&itonme
texto. En fait les conditions ci-dessus retranscriventcéxaent ce dont on a besoin
dans cet argument.

. Fixons un ensemble fimdl, quelconque d’atomes clos d& On consiére la egle de
splitting sans splittingestreintea A, suivante :

cvc’
CV-="C(x) +C"7(x)v

~

ou :
— comme dans le cour§; et C’ sont deux sous-clauses non vides, ne partageant aucune
variable, telles qué” est formee de symboles de gulicats dan® uniquement, et que
C' contient au moins un atome(t) avecP € P;
— et (nouveau!) C'7'(x) est restreinh étre dansi,.
Comme dans le cours, cettegle a pour effet d’ajouter les deux conclusiéhg —"C"7(x)
et+"C"(x) v C’, puis de supprimer la pmisseC' v C’. Montrer que cette suppression
est une instance de lagle délimination de clauses /Ay-redondantes.

SoitA = [AY,..., A%] une-énungration contenant tous les atomes.dg et telle
ques soitinsatisfiablé support dangl. Pour touteA-interprétation/, il existe donc
une instance close d'une clause 8eajui est fausse dank Le seul cas non trivial
est celui @l cette clause est la clausesupprimer(C' v C’. Disons qué rend fausse
I'instance close”0 v C'6. Commeé C’"'(x) est dansi, par hypotlese, et que de plus
TC'7(x) est plus petit (dans-) qu’au moins un atome d€ (puisqueC' contient au
moins un atome’(t) avecP € P, et qu'alorsP(t) = "C'7(x) : voir cours), cette
fois-ci”C'7'(x) est bien soit vrai soit fausse dahsSi™C’"(x) est vrai dand, alors
C' v ="C"(x), instancée pard, est fausse dank Sino, alors c’est-"C"(x) v ",
instancee parf, qui est fausse dans
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4. En ceduire que laggle de splitting sans splitting restreirded, est compatible avec la
résolution ordonee avec 8lection, quel que soit I'ensemble fidi d’atomes clos.

Il suffit de montrer que 'ajout des deux conclusions dedgle est compatible, vu
gue la question @adente montrer que la suppression de lamisse I'est €ja. Or
I'ajout des deux conclusions ne change reetiarbre décot (7', C,, 6, ), donc rien
non plusa sa mesure..

5. Justifier rapidement pourquoi legiieme 18 du cours est donc correct, mallgr fait qu’il
s’appuie sur le thoreme 12 du cours. (Utiliser laegle de splitting sans splitting restreinte
a A, et cecrire A, explicitement.)

Les seuls symboles de splitting jamais fabégigsont ceux de I'ensemlslg des" C'7,
ou C' est une-bloc régatif forné a partir de symboles de pdicats dan$. On notera
gu’ily a au plus2? élements dan€,, ol p est le cardinal déP. On prendA, = Q.



