
Critères de simplification

Correction.

À rendre pour le mardi 14 novembre 2006, soit par email (goubault@lsv.ens-cachan.fr)
soit par courrier postal (Jean Goubault-Larrecq, LSV/ENS Cachan, 61 avenue du président Wilson, 94235
Cachan, France). Les questions les plus difficiles sont marquées d’unéetoile(∗).

I. Un crit ère ǵenéral de simplification.

Soit S un ensemble de clauses du premier ordre. Pour tout littéral±A, notons∓A le littéral
oppośe. L’oppośede+A est−A, celui de−A est+A.

SoientC1, . . . , Ck, C des clauses du premier ordre. On rappelle queC1, . . . , Ck |= C si et
seulement si toute interprétation de Herbrand qui rend vraie toute instance close deC1, . . . ,Ck

rend aussi vraie toute instance close deC.
On rappelle qu’une interprétation de Herbrandpartielle est une fonction partielleI des

atomes clos vers{vrai, faux}, de domainefini. (C’est-̀a-dire d́efinie seulement pour un nombre
fini d’atomes clos.) Une interprétation partielle rend une clause fausse si et seulement si elle rend
tous les litt́eraux de la clause faux (en particulier, aucun littéral ne reste non interprét́e). Disons
queC1 . . . , Ck |=∗ C si et seulement si pour toute instance closeCθ deC, toute interpŕetation
partielleI qui rend fausseCθ rend aussi fausse au moins une instance close d’une des clauses
Ci, 1 ≤ i ≤ k.

1. Montrer que siC1 . . . , Ck |=∗ C, alorsC1, . . . , Ck |= C.

SoitI une interpŕetation qui satisfait toutes les instances closes de chaqueCi. Sup-
posons queI ne satisfasse pas une certaine instance closeCθ de C. Alors la res-
triction deI aux atomes deCθ rendCθ fausse. Cette restriction, appelons-laI ′ est
une interpŕetation partielle. PuisqueC1 . . . , Ck |=∗ C, I ′ rend donc fausse une des
instances closes d’unCi, c’est donc aussi le cas deI, contradiction.

2. Montrer que la ŕeciproque de la question préćedente est fausse.

On prendC1 = +A∨+B, C2 = +A∨−B, C = +A. Clairement,C1, . . . , Ck |= C,
mais il est faux queC1 . . . , Ck |=∗ C : prendre l’interpŕetation partielle qui rendA
faux mais laisseB indéfini.

3. Montrer que siC est une tautologie, alors|=∗ C (le cask = 0 de la d́efinition ci-dessus).
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Il n’existe aucune interpŕetation, m̂eme partielle, qui rend une tautologie fausse.

4. Montrer que siC1 subsumeC, alorsC1 |=
∗ C.

ÉcrivonsC = C1σ ∨ D. SoitI une interpŕetation partielle rendant l’instance close
Cθ fausse. AlorsC1σθ est fausse dansI, et est une instance close deC1.

5. On introduit lecritère d’́elimination de redondance géńeral suivant : siS est l’ensemble
de clauses courant, s’il contient des clausesC1, . . . ,Ck etC et s’il existe des substitutions
σ1, . . . ,σk telles que :

(a) C1σ1 . . . , Ckσk |=∗ C ;

(b) pour touti, 1 ≤ i ≤ k, σi n’unifie aucun couple de littéraux deCi ;

alorséliminerC deS. (On dira queC est redondante.)
Montrer que l’́elimination de tautologies, l’élimination de clauses lińeairement subsuḿees
présent́ees en cours sont des cas particuliers de ce critère, au sens òu les tautologies et les
clauses lińeairement subsuḿees sont redondantes.

C’est clair pour les tautologies, par la question 3. Pour lesclauses lińeairement sub-
suḿees, on remarque que, siC = C1σ1 ∨ D, alors C1σ1 |=∗ C. Finalement, la
condition 2 est v́erifiée par la d́efinition de la subsomption linéaire.

6. (∗) En reprenant l’argumentation du cours, montrer que l’élimination de clauses redon-
dantes, au sens de la question préćedente, estcompatibleavec la ŕesolution ordonńee avec
sélection, pour n’importe quelle fonction de sélection et n’importe quel ordre stable≻.
Autrement dit, montrer que siS est un ensemble de clauses du premier ordre insatisfiable,
il existe une d́erivation de la clause vidèa partir deS par un nombre fini d’́etapes de
résolution ordonńee avec śelection, et ce quelle que soit la stratégie utiliśee pouŕeliminer
des clauses redondantes entre deuxétapes de résolution.
On raisonnera sur les arbres sémantiques utiliśes au th́eor̀eme 8 du poly. Il ne sera pas
nécessaire de reproduire la démonstration de ce théor̀eme in extenso.

Il suffit de montrer que la mesureµ(T,C•, θ•) de la d́emonstration du th́eor̀eme 8 du
cours d́ecrôıt, possiblement pas strictement, lorsqu’onélimine une clause redondante
C de l’ensemble courantS, transformant l’arbre d́ecoŕeT en un nouvel arbre d́ecoŕe
T ′. La subtilit́e, c’est queC peut d́ecorer plusieurs nœuds d’échec deT . Pour chacun
de ces nœuds d’échec, on aC = CN . PuisqueC1σ1 . . . , Ckσk |=∗ C et queCNθN

est fausse enN , par définition il existei, 1 ≤ i ≤ k, tel queCiσiθN soit aussi fausse
en N . On remplace le couple(CN , θN ) au nœudN par le couple(Ci, σiθN), et ce
pour chaque nœud d’échecN tel queC = CN . Ceci produit un nouvel arbre décoŕe
(T ′, C ′

•
, θ′

•
). Notons que ce nouvel arbre est un arbre décoŕe pourS privé deC, et que

tous les nœudsN consid́erés ci-dessus y restent des nœuds d’échec :CiσiθN ne peut
en effet paŝetre fausse plus haut queN , sinonN n’aurait pasét́e un nœud d’échec
deT .
La suite du corriǵe était errońee. Je montre l’erreur que j’ai faite pour faire voir la
subtilité.
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Version erronée. Pour montrer que la mesureµ décrôıt, on remarque qu’en chaque
nœudN de ce type,µ1(Ciσi, θN ) = µ1(Ci, σiθN) par la condition 2 (σi n’unifie aucun
couple de litt́eraux deCi), commeà la section 4.2 du cours. On a donc remplacé
les couples(CN , θN ) en un certain nombre de nœuds d’échecN par des couples
de mesureµ1 identique. La mesureµ− de tout l’arbre reste donc inchangée, donc,
comme la taille|T | de l’arbre reste inchanǵee, la mesureµ de l’arbre reste inchanǵee
elle aussi.

Version corrigée. On a bien ŝur µ1(Ciσi, θN ) = µ1(Ci, σiθN) par la condition 2,
mais ceci ne garantit pas queµ1(Ci, σiθN) ≤mul µ(CN , θN ). (On n’a pas besoin de
l’ordre strict ≤mul \ =, puisque de toute façon le nombre de clauses|S| décrôıtra.)
Une solution est d’ajouter la conditionC ≥mul C1σ1, . . . ,C ≥mul Ckσk au critère de
redondance, les clausesétant vues comme des multi-ensembles d’atomes (on ignore
les signes). De façon curieuse, cette condition existait dans mon source TEX, mais
comment́ee : j’avais d̂u estimer̀a tort qu’elle ne servait̀a rien. . .

II. O ù l’on r épare une erreur.

Lire attentivement la section 5.3 du cours.

1. Il se trouve que la d́emonstration du th́eor̀eme 12 est errońee. L’erreur est dans la phrase

“[. . . ] alors soitpC ′
q(∗) est fausse enN et alors+pC ′

q(∗)∨C ′θN est fausse
enN , soitpC ′

q(∗) est vraie enN et alorsCθN ∨ −pC ′
q(∗) est fausse enN .”

Quelle est l’erreur ? (Le but des questions suivantes est de corriger cette erreur.)

L’arbre sémantique est un arbre d’interprétationspartielles. Il est donc possible que
pC ′

q(∗) soit fausse enN , vraie enN , ou . . . ind́efinie. C’est le cas m̂eme sipC ′
q(∗)

est ńecessairement plus haut que l’atomeP (t) deC, avecP (t) ≻ pC ′
q(∗). Il se peut

tout simplement quepC ′
q(∗) ne soit pas dans l’énuḿeration des atomes closA0

1
, . . . ,

A0

n sur laquelle áet́e construit l’arbre śemantique.

2. (∗) Pour corriger cette erreur, on va imaginer un critère de redondance plus géńeral que
celui de la partie I. Fixons un ensembleS de clauses, et≻ un ordre strict stable.
Appelons≻-énuḿerationA touteénuḿeration finieA = [A0

1
, . . . , A0

n] d’atomes clos telle
queA0

i ≻ A0

j implique i > j. AppelonsA-interprétationune interpŕetation partielle de
domaine un pŕefixe deA, c’est-̀a-dire donnant des valeurs de vérité aux atomesA0

1
, . . . ,

A0

k et eux seuls, pour un certain entierk, 0 ≤ k ≤ n. NotonsC1, . . . , Ck |=A C si et
seulement si pour toute instance closeCθ deC, touteA-interpŕetationI qui rend fausse
Cθ rend aussi fausse au moins une instance close d’une des clausesCi, 1 ≤ i ≤ k.
On dit queC estA-redondantedansS si et seulement s’il existe des clausesC1, . . . , Ck

deS et des substitutionsσ1, . . . ,σk telles que :

(a) C1σ1 . . . , Ckσk |=A C ;

(b) pour touti, 1 ≤ i ≤ k, σi n’unifie aucun couple de littéraux deCi ;
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On dit queS est insatisfiableà support dansA si et seulement s’il existe un nombre fini
d’instances closes deS, formées uniquement d’atomes clos pris dansA, qui soit insatis-
fiable.
Pour tout ensemble finiA0 d’atomes clos, on dira queC est≻/A0-redondantesi et seule-
ment si, pour toute≻-énuḿerationA contenant tous les atomes deA0 et telle queS soit
insatisfiablèa support dansA, alorsC estA-redondante dansS. (Bien que ceci soit hors
sujet, on observera que tout clause est≻/A0-redondante dans un ensemble satisfiable de
clauses.)
Justifier rapidement que l’élimination de clauses≻ /A0-redondantes est compatible avec
la résolution ordonńee (par≻) avec śelection, pour n’importe quelle fonction de sélection.

Il suffit de refaire toute la d́emonstration du th́eor̀eme 8 du cours, en fixant comme
énuḿerationA0

1
, . . . , A0

n une≻-énuḿeration quelconque non seulement des atomes
clos figurant dans l’ensemble finiS0 d’instances closes deS du th́eor̀eme de Her-
brand, mais aussi des atomes deA0. Le reste de la d́emonstration du th́eor̀eme 8
reste inchanǵee. On observe ensuite que l’argument de la question I.6 fonctionne
texto. En fait les conditions ci-dessus retranscrivent exactement ce dont on a besoin
dans cet argument.

3. Fixons un ensemble finiA0 quelconque d’atomes clos deQ. On consid̀ere la r̀egle de
splitting sans splittingrestreinteà A0 suivante :

C ∨ C ′

C ∨ −pC ′
q(∗) + pC ′

q(∗) ∨ C ′

où :
– comme dans le cours,C et C ′ sont deux sous-clauses non vides, ne partageant aucune

variable, telles queC ′ est forḿee de symboles de prédicats dansP uniquement, et que
C contient au moins un atomeP (t) avecP ∈ P ;

– et (nouveau !)pC ′
q(∗) est restreint̀a être dansA0.

Comme dans le cours, cette règle a pour effet d’ajouter les deux conclusionsC∨−pC ′
q(∗)

et +pC ′
q(∗) ∨ C ′, puis de supprimer la prémisseC ∨ C ′. Montrer que cette suppression

est une instance de la règle d’́elimination de clauses≻/A0-redondantes.

SoitA = [A0

1
, . . . , A0

n] une≻-énuḿeration contenant tous les atomes deA0 et telle
queS soit insatisfiablèa support dansA. Pour touteA-interprétationI, il existe donc
une instance close d’une clause deS qui est fausse dansI. Le seul cas non trivial
est celui òu cette clause est la clauseà supprimer,C ∨ C ′. Disons queI rend fausse
l’instance closeCθ∨C ′θ. CommepC ′

q(∗) est dansA0 par hypoth̀ese, et que de plus
pC ′

q(∗) est plus petit (dans≻) qu’au moins un atome deC (puisqueC contient au
moins un atomeP (t) avecP ∈ P, et qu’alorsP (t) ≻ pC ′

q(∗) : voir cours), cette
fois-cipC ′

q(∗) est bien soit vrai soit fausse dansI. SipC ′
q(∗) est vrai dansI, alors

C ∨ −pC ′
q(∗), instancíee parθ, est fausse dansI. Sino, alors c’est+pC ′

q(∗) ∨ C ′,
instancíee parθ, qui est fausse dansI.
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4. En d́eduire que la r̀egle de splitting sans splitting restreinteà A0 est compatible avec la
résolution ordonńee avec śelection, quel que soit l’ensemble finiA0 d’atomes clos.

Il suffit de montrer que l’ajout des deux conclusions de la règle est compatible, vu
que la question pŕećedente montrer que la suppression de la prémisse l’est d́ejà. Or
l’ajout des deux conclusions ne change rienà l’arbre décoŕe (T,C•, θ•), donc rien
non plusà sa mesureµ.

5. Justifier rapidement pourquoi le théor̀eme 18 du cours est donc correct, malgré le fait qu’il
s’appuie sur le th́eor̀eme 12 du cours. (Utiliser la règle de splitting sans splitting restreinte
àA0, et d́ecrireA0 explicitement.)

Les seuls symboles de splitting jamais fabriqués sont ceux de l’ensembleQ0 despCq,
où C est unǫ-bloc ńegatif forḿeà partir de symboles de prédicats dansP. On notera
qu’il y a au plus2p éléments dansQ0, où p est le cardinal deP. On prendA0 = Q0.
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