Criteres de simplification

A rendre pour le mardi 14 novembre 2006, soit par engolubaul t @ sv. ens- cachan. fr)
soit par courrier postal (Jean Goubault-Larrecq, LSV/ENSHanN, 61 avenue dugsident Wilson, 94235
Cachan, France). Les questions les plus difficiles sont méasid’'uneetoile ().

l. Un crit ere genéral de simplification.

Soit.S un ensemble de clauses du premier ordre. Pour togitdlt- A, notonsF A le littéral
oppo%. L'oppoede+A est— A, celui de— A est+A.

SoientC, ..., Cy, C des clauses du premier ordre. On rappelle Gue .., Cy = C si et
seulement si toute interpiation de Herbrand qui rend vraie toute instance clos@de. ., Cy
rend aussi vraie toute instance closgde

On rappelle gu’'une interptation de Herbrangartielle est une fonction partielld des
atomes clos vergvrai, faux}, de domaindini. (C’esta-dire cefinie seulement pour un nombre
fini d’atomes clos.) Une interptation partielle rend une clause fausse si et seulemelie s¢ad
tous les littraux de la clause faux (en particulier, aucuretdt ne reste non inter@i). Disons
queC, ..., Cy E* C si et seulement si pour toute instance clégede C, toute interpetation/
qui rend faussé€’d rend aussi fausse au moins une instance close d’'une dessigus < i < k.

1. Montrer que sC, ...,Cy E* C, alorsCy,...,Cy E C.

2. Montrer que la&ciproque de la questiongrédente est fausse.

3. Montrer que sC' est une tautologie, aloks* C' (le cask = 0 de la cefinition ci-dessus).
4. Montrer que sC; subsume”, alorsC; =* C.

5

. On introduit lecritere delimination de redondanceggéral suivant : siS est 'ensemble
de clauses courant, s’il contient des clausgs. .., C) etC et s'il existe des substitutions
o1, ...,0r telles que :

(@ Cioy...,Cror = O
(b) pourtouti, 1 < i < k, o; n"unifie aucun couple de léraux deC; ;

alorséliminerC' de S. (On dira queC' est redondantg

Montrer que lElimination de tautologies,&limination de clauses l@airement subsu@es
présenges en cours sont des cas particuliers de cereribu senstoles tautologies et les
clauses likairement subsuees sont redondantes.



6. (x) En reprenant 'argumentation du cours, montrer géérliination de clauses redon-
dantes, au sens de la questioag@dente, estompatibleavec la esolution ordonee avec
selection, pour n'importe quelle fonction délsction et n'importe quel ordre stable
Autrement dit, montrer que $i est un ensemble de clauses du premier ordre insatisfiable,
il existe une érivation de la clause vida partir deS par un nombre fini dtapes de
résolution ordonée avec 8lection, et ce quelle que soit la sérgte utili€e pouréliminer
des clauses redondantes entre detapes deasolution.

On raisonnera sur les arbresnsantiques utiliss au tkoeme 8 du poly. Il ne sera pas
necessaire de reproduire lamdonstration de ce #oeme in extenso.

II. O ul'on r epare une erreur.

Lire attentivement la section 5.3 du cours.
1. Il se trouve que la@monstration du #oreme 12 est err@e. Lerreur est dans la phrase

“[...]alors soit” C""(x) est fausse eV et alors+"C"7(x) vV C'0 est fausse
enN, soit" C'""(x) est vraie enV et alorsCfy vV —"C"7(x) est fausse ew.”

Quelle est I'erreur ? (Le but des questions suivantes esbrliger cette erreur.)

2. (%) Pour corriger cette erreur, on va imaginer un&gtde redondance plugmgral que
celui de la partie I. Fixons un ensemiflele clauses, et un ordre strict stable.

Appelons~-énunération.A touteénunération finied = [A?, ..., A%] d’atomes clos telle
que AY - A? implique i > j. AppelonsA-interprétationune interpetation partielle de
domaine un pifixe deA, c’esta-dire donnant des valeurs dérite aux atomes!?, ...,
A? et eux seuls, pour un certain entier0 < k£ < n. NotonsC,...,Cy E* C siet
seulement si pour toute instance cla@sg de C, touteA-interpétation/ qui rend fausse
C0 rend aussi fausse au moins une instance close d'une dessfgus < i < k.

On dit queC estA-redondantedanss si et seulement s’il existe des clauses. .., Cy
de S et des substitutions,, ..., o} telles que :

(@) Cioy...,Chop =* C;
(b) pourtouti, 1 < i < k, o; n'unifie aucun couple de ligraux de’; ;

On dit quesS estinsatisfiabled support dansd si et seulement s'’il existe un nombre fini
d’instances closes dg, formées uniquement d’atomes clos pris datisqui soit insatis-
fiable.

Pour tout ensemble fiod, d’atomes clos, on dira qué est>-/Aq-redondantesi et seule-
ment si, pour toute--énuneration.A contenant tous les atomes dg et telle queS soit
insatisfiablea support dangl, alorsC estA-redondante danS. (Bien que ceci soit hors
sujet, on observera que tout clauseegily-redondante dans un ensemble satisfiable de
clauses.)

Justifier rapidement quedlimination de clauses /Aj-redondantes est compatible avec
la résolution ordon@e (par-) avec €lection, pour n'importe quelle fonction délsction.



3. Fixons un ensemble finil, quelconque d’atomes clos d& On consi@ére la egle de
splitting sans splittingestreintea A, suivante :

cvc
CV-="C(x) +rC"7(x)v !

~

ou :
— comme dans le cour§; et C’ sont deux sous-clauses non vides, ne partageant aucune
variable, telles qué” est formee de symboles de gilicats dan® uniquement, et que
C' contient au moins un atom@(t) avecP € P;
— et (nouveau!) C'7'(x) est restreinh &tre dansi,.
Comme dans le cours, cetégte a pour effet d’ajouter les deux conclusiéhg —"C"7(x)
et+"C"(x) v C’, puis de supprimer la pmisseC' vV C’. Montrer que cette suppression
est une instance de lagle délimination de clauses /A,-redondantes.

4. En ceduire que laggle de splitting sans splitting restreirded, est compatible avec la
résolution ordonee avec 8lection, quel que soit I'ensemble fidi d’atomes clos.

5. Justifier rapidement pourquoi legiveme 18 du cours est donc correct, maltgr fait qu'’il
s’appuie sur le thoreme 12 du cours. (Utiliser laégle de splitting sans splitting restreinte
aA,, et cecrire A, explicitement.)



