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1 Le&onl

1.1 Unebreweintr oduction aux langagesde programmation

Il existedenombreuXdangagesde programmationEn fait, encomptanieslangagesd'usage
géréral,leslangagesde script, les langagesdédiesa uneapplication,..., le nombrede langages
existantssecompteendizainesde milliers.

Aujourd'hui, les langagesles plus courammentépandussontC, C++ et Java. Il s'agit de
langagesimpératifs, c'est-a-direou I'exécutionprocedepar changementd' étatssuccessifsPar
exemple la factorielle(un exemplequeje reprendrajusqu'ala naugedansla suitede cecours)
s'écritenC:

int fact (int n)

{
int  resultat;
int I
resultat = 1;
for (i=1;, i<=n; i++)
resultat = resultat * o
return  resultat;
}

ce qui selit informellement: “pour calculerla factoriellede , mettrele résultata , puisle
multiplier successiementpar , par , ...,par ".

A l'oppost, leslangagesiéclaratifs tententde décrirecequ'on souhaitecalculersansdécrire
comment— ou, sansétre aussiextrémiste,insistentsur le quoi au détrimentdu comment.Par
exemple,la factorielleenun langagefonctionnelcommeCaML s'écrira:

let rec fact n =
if n=0
then 1
else n * fact (n-1);;
cequicorrespondienala notationmatrematiquedé nissantla factorielle:

Si
Si

Un autreexempleestdonre par les langageslogiques dontle repesentantypique estProlog,
ou I'on écriraittypiquement

fact(0,1).
fact(N+1,Y) .- fact(N,2), Y=(N+1)*Z.



(J'ai enréalite un peutriche dand' écriturede ce programmepourdesraisongdelisibilit &€.) Ceci
dé nit unerelationfact entredeuxentierstelle quefact estceng étrevrai si ,
et dé nie parle fait que , et s'il existe tel que
Jen'insisteraipassurleslangageslogiques,quevouscomprendremieux de toutefaEon apes
avoir suwvi le coursdelogiqued'Hubert Comon.

Le but de ce coursn'est passpéeci quementde vous apprendrea programmerdanstel ou
tel langagede programmationmais de vousapprendrequelquesconceptsde basecommunsa
pratiquementousleslangagesde programmation.

Un conceptcentralestcelui de semantiquePlutdt quede dire de quoiil s'agit tout desuite,
examinondesquestionsuivantes

— Jevousdonneun programmepar exemplele programmeact écritenC ou en CaML

commeci-dessusQuefait ceprogramme
Vouspouwezvouslaisserguiderparuneintuition plusoumoinsvaguedecequefait chaque
instructiondu programmeMais cecine menepastoujoursloin. Par exemple,sachantue,
enC, ++ ajouteunaucontenudelavariable etretourndavaleurqu'avait avant,que
fait I'instruction suivante?

X = X++;

Vous pouwez testerce programmegt par exemplesur mamachine ceci ajoutejuste a
X. Il estprobableque,si vousavez un compilateurC qui fonctionnecommele mien,vous
soyezcornvaincusquec'est effectivementce quedoit faire cetteinstruction.(J'expliquerai
la notionde compilateuun peuplusloin.) Mais unjour vousle ferezpeut€tretournersur
uneautremachinepu avecun autrecompilateuretl'instruction ci-dessusiechangeraas
la valeurdex. Laraisonenestquex = x++; demandessentiellemerd effectuertrois
opérations.

1. lire lavaleurdex avant,appelons-la ;
2. réinscrire dansla variablex (I'effet dex++);
3. mettre (lavaleurdex++) dansx.

Or les deuxdernieresentrenten con it : on n'obtient pasle mémerésultatselonqu'on
exécutel avant2 ou 2 avant 1, et la normedu langage C ne préciseaucunordre entre
cesactions.Plussurprenantil n'est pasexclu qu'un compilateurdécidede traduirecette
instruction sousforme d'instructionsassembleuui mettentessentiellement'importe
guoidansx.
Savoir exactementeseffetspossiblesl'uneinstructiondonrée c'estenconnétre la semantique.
— Jwai ecritdeuxversiondela factorielle,enC etenCaML, ci-dessusCommentpuis-jeétre
sir gu'ils calculenia mémechose?
Evidemmentj'ai tout fait pour, doncils devraientcalculerla mémechose..maisj'ai pu
metromper(il peuty avoir desbogue3. Commentais-jequeje nemesuispastrompe, ou
commenipuis-jetrouverlesbogue 1l y aplusieursapproches utiliserun deba@ueur, ou
effectuerdescampagnedetests permettentie detecterou decomprendraleserreursdu
moinssi ceserreursse manifestensuf sammentfréquemmenet de faEon suf samment
reproductible.



On peutaussitenterde démontremun théoremed' équivalencedesdeuxprogrammesCeci
revient a demontrerque les deux programment la mémesémantique ou dansles cas
plus complees,ont dessemantiqueselieespar desrelationsayantde bonnesproprietes
(relationsd'abstractionde raf nement, bisimulations ce ne serapasle programmedece
cours).

Pourceci, on aurabesoinde dé nir mattématiquemenles diversessemantiquesle nos
langagesde programmation.

— J'ai parke un peuplus hautde compilateurqversle langageassembleur)Un compilateur
estun programmegui prendle texte sourced'un programmeen entrée (par exempleen
C ou enCaML), et le traduit en un autrelangage (typiqguementie langagemachine,ou
assembleur)Une semantique¢'est fondamentalemergareil : c'estunefonction prenant
enentéeun texte sourceet retournanun objetmathematique.

Si l'on arrive a consicerer les programmegC, CaML, assembleurcommedesobjets
mathematiquesles compilateursne serontrien d'autre que desfonctionsde semantique
particulieresl'avantagealecettevisionseraenparticulierquel'on pourradémontreiqu'un

compilateurestcorrectpar rapporta unesemantique cecireviendraa montrerquedeux
semantiguesontéquialenteqtypiquementguece sontdeuxfonctionségales).

Cecoursaborderadoncdesextrémesassezloigres:

— D'un cbté nousauronsun peudemathematiques semantiqueslénotationnellesypérationnelles
théoriedel'ordre etthéoremesde points x es,théoriedela demonstratioret recurrences
structurelles.

— De l'autre nousauronsa voir quelquesconsicerationstres pratiques. pour comprendre
la semantiquede l'assembleuril faudracomprendrecommentfonctionneun ordinateur.
processeymémoire bus,portedogiqueset ip- ops. C'estl' architectue desordinateurs,
alaquelleBéatriceBérardvousdonnerauneintroductionendeuxseanceslequatreheures.

Avantde passea la suite,consicerezle programmesuivanten C, si vouscompreneziéjale

C (on décortiquerace programmeencours):



void merge (int *I1, int nl, void sortl (int *, int n,

int *2, int n2, int  *res)
int  *res) int k;
while (nl1 =0 && n2!=0)
if (11 < *2) if (n==0) return ;
*res++ = *|1++ ; nl-- ; if (n==1) *res = *| ; return
else *res++ = *I2++ ; n2-- ; k =n/ 2;

sortl (I, Kk, res) ;

while (nl1-- !=0) ‘*res++ = *1++ ; sortl  (I+k, n-k, res+k) ;
while  (n2-- 1=0) ‘*res++ = *I2++ ; merge (res, Kk, res+k, n-k,
void sort (int *I, int n)
int *aux = (int *) malloc (n * sizeof (int)) ;
sortl (I, n, aux) ;
free (aux) ;

Il s'agit d'un programmede tri d'un tableaul d'entiers,de longueurn, parla méthodedite
detri par fusion Ce programmecontientun grosbogue: lequel? Vous pouwez le trouver par
testet deboguageou en raisonnanformellement.Danstousles cas,je ne pensepasque vous
voyiez lequelil esten moinsde cing minutes.Cecinousmenea l'id éequ'on aimeraitdisposer
de méthodesautomatiquegle preuwe de programme Ce seraen particulierle sujetdu cours
d'analysestatique unefamille detechniguepermettantle détectercertainegproprietessimples
d'un programmeegt celui deslogiquesde Hoareet variantesgqui serontvuesplus tard dansce
coursde programmation.

Un autreexemplequeje prendraidansce coursestle petitprogrammedela gure 1.

Tapez-ledansun chier quevousnommerezcat.c . Il s'agit d'un autreexemplequeje
réeutiliseraijusqu'a la nauge. Il s'agit du texte sourcede l'utilitaire cat d'Unix. (Du moins,
d'une versionnave, maisqui fonctionne.)Ce programmeestcens s'utiliser entapantsousle
shell(interpretede commande&Jnix), parexemple:

cat a b

cequi va afcher le contenudu chier denoma, suvi du contenudu chier denomb. (Vous
aurezpris soinde créerdeux chiers nommésa etb d'abord,biensir.) En géréral,cat suwi
denomsde chiers ..., ,vaafcher lescontenugdes chiers ,..., dansl'ordre; ceci
lescorcat ene.

Si, aulieu d'utiliser l'utilitaire Unix cat , vousessayed'utiliser le programmecat.c  Ci-
dessusparexempleentapant

catc a b

vousverrezquecelanefonctionnepas.C'estparcequele processeudela machineg'est-a-dire
le circuitintégté qui fait tousles calculsdansla machineenfacedevous(Pentium PaverPC,ou
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#include <stdio.h>

main (int argc, char *argvl])

{
int i, ¢
for (i=1; i<argc; @ i++)
{
FILE *f;
f = fopen (argv]i], r;
while ((c = fgetc (f))!=EOF)
foutc  (c, stdout);
fclose  (f);
}
fflush (stdout);
exit  (0);
}

FIG. 1—Un programmaealeconcaénationenC

autre),necomprendasle texte, compEhensibleaux humaing(du moinson I'espere)du chier
cat.c

Poursavoir ce quele processeucomprend,on peutaller voir a quoi ressembld'utilitaire
cat , le vrai. D'abord,on chercheou il setrouve (c'estun chier commeun autre!), endeman-
dantwhich cat . Surmamachinea réponseest/bin/cat . Si je chage /bin/cat sous
XEmacs,un éditeurdetexte, j'obtiens quelquechosequi ressemble :

PELFAAA@ @@ Q@@ @@@@B@C @A @@@
2II'DHA@ @ @Xx'@°@ @@Q@@F@ @F@(@X

TOW@QF@Q @@4@ @ @2 00')D"H4\2 00D'HA' @ @ @
A@@@E@@@DQ@@MT Q@@ @@@\ 200°D
"HO\200D'H'S'@" @ @'S” @Q@Q@D @Q@Q@A @ @Q@A
‘@@E@E@@Q@@200TH @2 00" D'H3_"@" @3_"@
‘@ F@@@@P@@A@@ @@ 'D'H4 T D'Ht
‘A@@B@O@F@@@ @PF@Q@B@@@H "@@H
DHH DH "@'@@ @@ @FQ@@Q@D@@dD @
"TO@HA@ @H\201'D'H 'H201™D"H @@ @ @@ @
D@ @@ D@@@/lb/l d-li nuxs 0.2 @@ D@ @@

PQ@@A@Q@Q@GNUM@e@@@B@@@@ @@@

etc.Peuimportede ce quecelasigni e exactemenpourle moment,e pointimportantestque,
si ceciestcompghensiblepour le processeuyrc'est loin d'étrelisible pourun étre humain! A
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contrario,le programmecat.c  estbienpluslisible, maisle processeunele comprendoas.
La traductiondu chier cat.c (le source) encat (I'exécutablé sefait au moyen d'un
compilateur Par exemple,la commandeacc estle compilateurC, etsil'on tape:

gcc -0 mycat cat.c

le compilateurgcc vatraduire(compiler)le sourcecat.c enunexécutablequej'ai décice de
nommermmycat , pournepaspréteraconfusionavecl'utilitaire standardat . Vouspouwezalors
lancermycat , etvéeri er qu'il donnebienlesrésultatsattendusentapantia ligne decommande
Ssuiante,etencomparantvecce qui sepassaitvecle programmecat

Jmycat a b

(Le*“./ " avantmycat noussertadireaushellquel'outil denommycat autiliserestceluiqui
estdansnotrerépertoirecourant.)

EXERCISE 1.1
Quesepasse-t-iki voustapezla ligne suivante?

Jmycat cat.c

Vouspouwezaussivoir commentfonctionnemycat enutilisantle debogueuddd :

EXERCISE 1.2
SousUnix, avecddd installé (sinon,utilisezgdb, maisc'estmoinslisible...) :

— Recompilezmycat entapantgcc -ggdb -0 mycat cat.c . L'option -ggdb per
mettraau débogueude vousaf cher desinformationspertinentegpour plus d'informa-
tion, tapezman gcc).

— Tapezddd mycat &. Lafenétrededdd s'ouvre,montrantle texte sourcecat.c . Fer
mezla fenetre“Tip of theDay” si besoinest.

— Cliquezsurle débutdelaligneint i, c; avecle boutondroit dela souris,déroulezle
menuqui s'af che, et cliquezsur“set breakpoint”.Une petiteicdne gurant un panneau
stoprouges'af che pardessuda ligne.

— EnplaEantla sourissurla casedu bas,u s'estaf ch & le message
(gdb) break cat.c:5
Breakpoint 1 at 0x8048536: file cat.c, line 5.

(gdb)

tapezrun a b. Cecilancele programmemycat , avec agumentsles chanesde ca-
raceresa etb. Le programmes'arréte sitdt lance surle “breakpoint” quel'on a mis ci-
dessus.

— Tirez le menu“View”, et cliquez sur “Data Window” ; cliquez ensuitesur les menus
“Data/Display Arguments”et “Data/Display Local Variables”.Pour voir les aguments
(“a”, “b”) quiontéete pas€sauprogrammaenycat , cliquezsurle menu‘Data/Memory..,
et écrivez 3 enfacede “Examine”, puis“string” aulieu de“octal”, en n tapezargv[0]
danda caseapres“from”, puiscliquezsurlesboutons'Display” puis“Close”. Vousaurez
probablemenbesoinde réoganiserle cadredu hautde la fenétrede ddd pour bienvoir
lesaf chages“Args”, “Locals” et “X”.



File Edit View Progran Commands Status Source Data

* DDD: mumefguuhaultﬂ extestﬁmprcat e

; E el :
u I:Char] © Lookup  Find:: EBreak I.dat;:h Pritit: Dusplay F'Jnt
Locals
Args
argc =3 f = {struct _I0O _FILE *) 0x8049798
argy = [char **) Oxbhffff344 l i E?
= :x
|0xbffffarf: " fhomeSqoubau] £/ TestesCompi 1 Amycat”
Oxbffffaaz: "a"
|0ubffffaad: i 'j
finclude <stdio.h> pop
?ain {int argec, char *argy[]1] Run
@nt i, < ihdaiil il

for {i=1; i<argg; i+

e Until | Finish

f = fopen (argv[il, "r"}; i

while ({c = faetc (f)3I=EOF) S|l
i fputc {c, stdout); i | B

fclose f);

3
fflush Cstdoutl;
exit (03;

Undo | Fedo
Edit | Make

{gdbl
{gdb?
gdb)
£gdb
{adh’

next
graph display Cchar)c dependent on —2
nest
next

A Digplay 1: (char) < (enabled, scope main)
1

FiG. 2 —-Unesessiorsousddd



— Cliguezensuitesur le bouton“Next” de la fenétre ottante “DDD” réepétitivementpour
Voir le programmes'exécuterpetit a petit. Si vousvoulezvoir le contenude la variablec
sousformed'un caracerelisible plutdt quesousformed'un entier cliquezavecle bouton
droit surla ligne de ¢ dansl'af chage “Locals”, tirez le menulocal “Display/Others.”,
écrivez(char)c  dansle cadresous'Display Expression”puiscliquezsur“Display”.

Vousdevriez obtenirquelquechosequi ressemblala gure 2; Vouspouwezbiensir effectuer
la mémemanipulationavecd'autresprogrammesy comprisceuxde factorielleou detri décrits
plushauts.

1.2 Quelquesbasesde thdorie del'ordr e

Pourvousreposerdesaspectgpratiquesde la sectionpréc@denteon va faireici un peude
matlematiques. . mattematiquegui nousservirontdansla suite.

1.2.1 Points xes etboucles

Sansdire tout de suite ce qu'estune semantiquejmaginonsqu'il s'agit d'une fonction _
gui achaqueprogramme associeunevaleur dansun certaindomainedevaleurs . Un
desintéretsde cetteapprochequi s'appellela semantiquedénotationnellest qui datedela n
desanreesl1960,c'estqu'en principeon pourraécrireet prouver destheoremesdela forme:

(“lesprogrammes et fontla mémechose”)
ou bien

(“lesprogrammes et nefontpasla mémechose”)

parexemple.

L'un desproblemescentrauwxarésoudralansunetelle approcheseradedonnemunesemantique
aux boucles Consiceronsen effet la bouclewhile du langageC. Cetteconstructionprendla
forme
while (b) e
ou b estuneexpressiorbooleenngretournantrai oufaux),ete estunblocd'instructionsécrites
enC. Unetelle bouclefait lesopérationssuivantes:

1. Calculerb.

2. Silerésultatvautvrai, alorsexécuteresinstructionsdee, etreveniral' étapel.
3. Sinon,sortirdela boucle.
Par exemple,la boucle

while  (n1!=0 && n2!=0) {

if (11 < *2)

{ *res++ = *l++; ni--; '}
else { *res++ = *2++; n2--; }
}
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delafonctionmerge testesinl etn2 sonttouslesdeuxnonnuls; sic'estle cas lestroislignes
suivantessontexecuges,puisl'on revient au dehut dela boucle; sinon,la boucleesttermiree.
Un autreexempleestdonre parla boucle

while ((c = fgetc (f))!=EOF)
fputc  (c, stdout);

duprogrammesat.c .Laconditionbooleenneb est(c = fgetc (f))!I=EOF ,quilit leca-
raceresuvantdande chier f parfgetc (f) ,lestoclkedandavariablec (c = fgetc (f) ),
puisretournevrai si et seulemensi ce caracereestdifferentdu marqueude n de chier EOF
Si cetestréeussit,autrementit si I'on n'estpasencoreala n du chier f, l'instruction e, a
savoir fputc (¢, stdout); ,estexécute: elleafche le caracerec surle chier stdout
(la sortiestandad), c'est-a-dire(engénréral) survotre écran.

Maintenant,il sembleintuitif quewhile (b) e devrait faire la mémechosequele pro-
gramme

if (b)
{ e; while (b) e}

qui tested'abordsi b estvrai, et si c'estle casexécutee puisla bouclepropremendite. (On
dit gu'on a déroulé la boucleun coup.) Ceci se manifestepar le fait quel'on souhaiteraique
I' équationsuivantesoitvraie:

Notons I'inconnue . Il estintuitivementnaturelde penserguececisigni e que
etif (b) { e; } devraientavoir la mémesémantiqueSil'on note lafonctionquia
toutprogramme associef (b) { e; },onvoitquenouscherchons soudaformed'un

point xe de : et doiventavoir la mémesémantique.

Cetamgumentn'est pastrésrigoureux.Plusformellement &tendonsa syntave desprogrammesle sortequ'ils
puissentcontenirdesparametres , ..., dénotantdes programmeson encoreexplicités. Appelons
contexte tout -uplet de valeurs(Aldmentsde ). On peutimaginer étendrela fonction de
sAmantique_ Aunefonctionprenanunprogramme & paranétresetuncontete , etretour
nantunevaleur , ddnotantintuitivementla valeurdu programme lorsque  vaut

vaut . (Cetteintuition seformaliseparl’ dquation
od dénotela substitution.)Supposons pour simpli®er. Soit  la fonction quié associe
. Le déroulementde bouclerevient Ademandeque , ce qui estl' dnond

précisdufaitque estun point®xe.

Un autreexempleou I'on aurabesoinde la notion de point x e estdansla dé nition de
fonctionsrécursves.Consiceronsle calculdefactorielle7 enCaml:

let rec fact n =

if n=0
then 1
else n * fact (n-1)
in fact 7;;
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Onvoit quefact estunefonctionqui estdé nie entermedd'elle-méme: la dé nition defact ,
apresle premiersigne=, fait appelafact (quel'on appliguean-1 ). (Le fait quefact soit
dé nie entermesd'elle-mémeestla raisond'étre du mot-cle rec , qui instruit le compilateur
Camldecefait.) C'est peutétreun peuplusclair sil'on réécritl'expressionCamlci-dessu®n:

let rec fact =
fun n > if n=0
then 1
else n * fact (n-1)
in fact 7;;

oulaconstructiorfun n -> [...] dénotdafonctionquian associg...]. Rempldeonsfact par
l'inconnue danssadeé nition, etsoit lafonctionqui auprogramme_associde programme

fun n -> if n=0
then 1
else n* _ (n-1)

Onadoncdé ni fact commeétantunpoint x ede
Les deuxexemplesdesboucleswhile et desfonctionsrécursvesne sontpassi éloigrées
gu'il y parat. Labouclewhile (b) e peuteneffet secoderenCaML sousla forme:

let rec boucle () =
if (b)
then (e; boucle ()
else ()
in
boucle ();;
Rappelez-sus commenton calculele point x e d'une fonction contractante de dans
. partantde n'importe quelpoint , on calculelesitérés (ou :
), etla limite estl'unique point x e de . Nousne pourronspassupposelue nous
sommeslansun espacenétriquecompletdanda suite,ni quela fonction quiaunprogramme
associgf (b) { e; } estcontractantemaisnoustenterongde calculerla semantique
dela bouclecommeunesortedelimite desitéeres pourunecertainevaleur . Obserons
guecelarevientadire quela semantiquedewhile  (b) e estla“limite” de

Le problemedebaseva étredetrouver descagégoriesde domainesie valeursou toutefonc-
tion (raisonnablepuraaumoinsun point X e.
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1.2.2 Treillis completset thdoremede Tarski

L'une descatgoriesles plus simplesou I'on auraun théoremedu point x e estcelle des
treillis completset desfonctionsmonotones.
Rappelongyu'unerelationd'ordre  surun ensemble estunerelationbinaireré exive

( ), antisynetrique ( et impliquent ), et transitve ( et

impliquent ). Un ensembl@rdonre estun couple forméd'un ensemble etd'une
relationd'ordre  sur . On noterasouvent aulieu de , par akus de langage.Une
fonction seradite monotonesi et seulemensi elle présene 'ordre : si , alors

Rappelonsussiqu'un majorant d'une partie de  estun élémentsugerieurou égal a
toutélementde pourtout .Unminorant estinférieurou égal atout element
de : pour tout . La bornesuperieurede  estle plus petit desmajorantsde
dans |, sielle existe; elle estalorsnécessairementnique.De méme,la borneinférieurede
estle plusgranddesminorantsde dans , sielle existe; elle estalorsnécessairemeninique.

DAnition 1 (Treillis complet) Un treillis completestun ensembl@rdonré nonvidetel
guetoutefamille aunebornesuperieure etuneborneinférieure
Si , estpardé nition le plusgrandélementde , etseranote ; estle plus
petit elémentde , et seranott . On noteraaussi la bornesugerieurede la famille
, etdeméme saborneinférieure.On noteraaussi et

. Pourfairecourt,ondiraaussi‘le sup”aulieu de*“la bornesugérieure”,et“l'inf ” pour
“la borneinférieure”.

EXERCISE 1.3
Un inf-demi-teillis completestun ensembleordonré non vide tel que toute famille
auneborneinférieure . Montrer quetoutefamille aunebornesugerieure
, etquedonctoutinf-demi-treilliscompletestuntreillis complet.(Indication: s'il existe
estle pluspetitdesmajorants..commentpeut-ondoncle construire?)
EXERCISE 1.4

Montrer que tout sup-demi-treilliscomplet (notion que vous dé nirez par analogieavec la
précedentekestuntreillis complet.

EXERCISE 1.5
Soit unensembleuelconque, I'ensemblede sesparties.Montrerque estun
treillis complet.
EXERCISE 1.6
Par I'exercice 1.4, 'ensembledesouverts  d'un espaceopologique estun treillis

complet: le supd'unefamille  d'ouvertsestjusteleur union.Quelestsoninf ?

Le pointimportantestquetoutefonctionmonotoned'un treillis completdanslui-mémeaun
point x e:
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Théoreme1 (Tarski-Knaster) Soit untreillis complet.Soit unefonction
monotoneAlors a un plus petit point xe etun plusgrandpoint xe . Deplus
I'ensemble detouslespoints xes de , ordonréspar , esttreillis complet.

Avant d'en faire la demonstrationconsiceronsl'intuition donreeala n dela section1.2.1.
Partantde , onva calculer , Y e , ... Le supde cettefamille, :
véerie :

(pourtout )

donc , maisl'in égalité inversenetient pasengéreral (voir exer
cice1.10).On pourraitutiliser cetteformed'argumentenitérant defaBontrans nie, maisceci
néecessiteraitjuenousparlionsd'ordinaux...et ce n'estpasun coursdethéoriedesensembles.

Dédmonstration. Consicronsl'ensemble despost-points
xes de . D'abordremarguonsgjue estnonvide,car estdans ; cecin'a pas
enréalite beaucoupl'importance.

Puisque estuntreillis complet, auneborneinférieure appelons-la . Comme
estun minorantde : pourtout . Comme estmonotone,

, et comme , . donc . Ceci étantvrai pour tout
, estun minorantde .Comme estle plusgranddetouscesminorants,
. Mais ceci,pardé nition, signi e que estdans , etestdoncle plus petit
post-pointxe de .

Revenonssur le fait que . Par monotoniede encore, , donc

estaussiunpost-pointx ede .Comme estle pluspetit, .Donc

parantisynetrie.Cecimontreque estunpoint x ede .

C'est nécessairemernié plus petit de tousles points x es: tout autrepoint x e de est
clairementun post-pointx ede , etestdoncsuperieurou égal au plus petit post-pointx e

La n deladémonstratiorestlais€eenexercice.

EXERCISE 1.7
Terminezla démonstratiordu theoremede KnasterTarski. (Attention: le supdans d'unefa-
mille depoints x esde n'estpasnécessairemeninpoint x ede , etil faudradoncconstruire

le supdans d'une famille de points x esde |égerementdifferemment indication:
pensezost-pointsx es...)
EXERCISE 1.8

Démontrezle theoreme de CantorSchibderBernsteinen utilisant le theoreme de Knaster
Tarski: si  estuneinjectionde dans et uneinjectionde dans ,alorsil existeunebijec-
tionentre et .Indication: trouvezunepartie de veéri ant certainegproprietessuggrees
parla gure ci-dessousgnvoussouvenantque estuntreillis complet(exercicel.5).
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EXERCISE 1.9
Soit une fonction monotone,au sensou et impliquent
. Parle theoremedeKnasterTarski, _ existepourtout , ou _
dénotela fonction monotonequi a  associe . Montrer quela fonctionqui a associe

estmonotonede dans . (Indication: utiliser la caracérisationdu plus petit
point x e commeplus petit post-pointx e.)

EXERCISE 1.10

Soit  [lintervalle de la droite réelle,muni de sonordrenaturel . Montrerque est
un treillis complet.Si  estunefonctionmonotonede dans , montrerque
pour toute suite croissante si et seulemensi estcontinuea gauchesur
. Enchoisissanjudicieusement , en déeduireque estengéréral difféerent
de

1.2.3 Cpos,fonctionsScott-continues

HistoriqguementDanaScott avait propo£ d'utiliser les treillis completscommedomaines
devaleurs senanta donnerdessémantiquesaux langagesde programmationUne notion
importantedécou\erteparD. Scottestquetouteslesfonctionscalculablesle dans sontnon
seulemeninonotonesnaisencorecontinuegausensdeScott,voir plusloin). Plustard,d'autres,
et notammenGordonPlotkin, sesontapefeus quel'on pouvait sepassedetreillis complets et
utiliser desensemblesrdonrésplusgéréraux: lescpos(“‘completepartial order”).

DAnition 2 (Famille dirig ée,fonctions Scott-continues) Soit unensemblerdonré.Une
famille estdite dirigéesi etseulemensi :

— estnonvide;

— etpourtous dans , et ontunmajorantdans
Unefonction estScott-continuesi et seulemensi, pour toutefamille dirigée  qui
aunsup , la famille aunsupet
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Cettedé nition estunegeéeréralisation,qui s'estavéree naturelle,de ce que nousvoulonsvrai-
mentrepesenterReprenonga constructiordu plus petit point x e sousformede :

constructiomui avait échoue ensectionl.2.2.La famille estdirigée,d'abord: c'est
facile,etc'estle contenudel'exercicel.11ci-dessousSi cettefamille aun sup ,la
Scott-continuié de  estexactement'’h ypothesesuppEmentairedont nousavions besoinpour
montrerque estle pluspetitpoint x ede : c'estle lemme2.

EXERCISE 1.11

Soit une suite croissantequelconquedans . Autrementdit, pour
tout . Montrer que forme unefamille dirigée. Si estunefonction
monotonemontrerque estunesuitecroissanteet formedoncunefamille dirigée.

Lemme2 Soit unefonctionScott-continuele dans , etsupposongue aun pluspetit
element . Si existe c'estle pluspetit point xe de

Démonstration. C'estun point x e:

(par Scott-continuié)

(trivialement)

C'estle pluspetit: supposongneffet que estun point x e, et commerkonspar montrerque

pourtout , parrécurrencesur ; c'estévidentsi , et parla monotonie
de dansle casrécurrent.On en déduit que , or
puisque . Donc

L'intuition derrierela notionde Scott-continuié estqu'un programmecalculeunevaleur et
gu'en particulierune boucledevrait calculer savaleurentant que point x e. La construction
duthéoremede KnastefTarskiestnon constructve. L'int érét dela constructiordu lemme?2 est
gue,enidenti ant supet limite, le plus petit point x e estconstruitcommeunelimite d'it éres

nis delafonction , cequicorrespondlintuition quenousavonsdonreeala n dela
sectionl.2.1surla faEondonton pouvaitimaginercalculerdespoints x es.
Maintenant, existe toujoursdansun treillis complet.Mais, alors que dansun

treillis complet,les supsde n'importe quellefamille existenttoujours,ici nousn'avonsbesoin
guedesupsdefamillesdirigées.

DAnition 3 (Cpo) Un ordrepartielcomplet oucpo(“completepartial order”) estunensemble
ordonre danslequeltoute famille dirigéea un sup.Un cpo pointé estun cpo ayantun
élémentminimal

Corollaire 3 Toutefonctioncontinue d'un cpopointt danslui-mémea un plus petit point
Xe, qui estle supdes :
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Onpourras'interrogersurl'opportunité d'appelemunefonction continudorsqu'ellepréesene
lessups(vuscommelimites). Il setrouve qu'il s'agitréellementiela notiondecontinuig usuelle
vueentopologiegérérale.

DAnition etlemme4 (Topologiede Scott) Soit unensemblerdonré.Soit I'ensemble
desparties de tellesque:
— estclosparle haut: pourtout dans ,si alors estdans ;
— et estinaccessiblgarle bas: pourtoutefamilledirigée de dontle supexisteetest
dans , renconte ,c'esta-dire :

Alors estunetopolagiesur , appekela topologiede Scott Lesélementsle sontappeks
lesouvertsde Scottde

La propriéte d'inaccessibilié parle basdit, dansle casou  estunesuitecroissante :
guesi le sup(la “limite”) des estdans , alorsl'un des estdans . Par contrapoée,
toutesuitecroissantéhorsde  aunsup(limite) horsde , cequi estunefaon dedire quele
compkmentairale estferme, dansun sensntuitif.

Démonstration. D'abord,la partievideet  lui-m&mesontdans , clairement.

Ensuite si estunefamille (possiblemenin nie) d'ouvertsde Scott,on pretendque
estun ouvert de Scott: estclairementclos parle haut,etsi  estunefamille
dirigéedontle supexiste et estdans , alors estdansun ,donc rencontre ,ce

guientrdneque rencontre
Finalementgsi et  sontdeuxouwertsde Scott, montronsque leur intersectionen est

encoreun. Clairement estclos par le haut. Pourtoute famille dirigee  dontle sup

existeettelle que estdans , alors estdans etdans , doncil existedeux

elements et .Comme estdirigee, et ontunmajorant dans
, qui estdans parceque et sontclosparle haut.Donc rencontre

EXERCISE 1.12

Pourtout dans , notons I'ensemblede tousles dans . Montrerque est
unfermeé de Scott.(Onrappellequ'un fermé estpardé nition le compEmentaired'un ouvert, et
nonunepartienonouwerte.)

EXERCISE 1.13
Soit unefonctionmonotonede I'ensembleordonre dansl'ensembleordonré
Démontrerque estScott-continuesi et seulemensi  estcontinuepourla topologiede Scott,
autrementit si etseulemensi l'image réciproquedetoutouvertde Scottestencoreun ouvertde
Scott.(Pourla directionseulemensi, on montrerad'abordquel'image d'unefamille dirigéepar
unefonctionmonotoneestdirigée.Pourla directionsi, plusdif cile, onconsicereral'ensemble
, intersectiordes  lorsque parcourt'ensembledesmajorantde , eton démontrera
gue estunfermetel que contient .)

Dansla suite,on ne dira plus “Scott-continu”, mais simplement‘continu”, I'exercice1.13
montrantqu'il n'y aenfait aucuneambigute.
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EXERCISE 1.14

Montrezquela topologiede Scottsur n'‘estengéréralpassepaee(ou Hausdorf, ou

pourtous , Il existeunouvert contenant etunouwvert contenant d'intersection

vide), ence sensquesi elle estsépage,alorstousles élementsde  sontincomparablepour
. Montrezenrevanchequetoutetopologiede Scottest , c'est-a-direquepourtous :

il existe un ouvert de Scottcontenant maispas , oubiencontenant maispas . (Utilisez

I'exercicel.12.)

EXERCISE 1.15

Etantdonré un espaceopologique , sonpréordre de specialisation estdé ni par:
pourtous dans , si etseulemensi, pourtoutouvert contenant, contient
Montrergqu'il s'agit biend'un préordre,c'est-a-dired'une relationré exive et transitve. Si de
pluslatopologie est ,alorsil s'agitd'unerelationd'ordre.

EXERCISE 1.16

Montrerquel'ordre de specialisation(cf. exercicel.15)dela topologiede Scottd'un ensemble
ordonre guelconqueestl'ordre  lui-méme.(Pourl'un desdeuxsensdel'implication a
demontrerpensez utiliser'exercicel.12.)

L'exercicesuvantmontreenquoilessupssontunebonnefaéon de parlerdelimites dansles
Cpos.

EXERCISE 1.17

Ondit que estunelimite dela familledirigée dansl'espacetopologique si etseulement

si, pourtoutouvert contenant, il existe dans tel quepourtout dans , estdans
. Montrerquele supde s'il existeestunelimite de , pourlatopologiede Scott.Envous

aidantdel'exercicel.16,montrerquele supde s'il existeestenfait la plusgrandelimite de
. (On rappellea ceux que cetteformulation étonneraitque le theoremed'unicité deslimites

n'estvalablequedanslesespacesepaks...)
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2 Le&on?2

2.1 Langagesimp#ératifs, le langageC

Aujourd'hui nousexaminonsplus endétail les constructiongle based'un langageimpératif
typique: le langageC, invent parKernigharet Ritchieaudéehut desanrees1970.

La choseessentiellea retenir estqu'un programmeC dé nit une séquenced'instructions
elementairesqui sontdesaffectations. poursimpli er, les affectationssontdesinstructionsde
la forme variable = expression; , qui ont pour effet de calculerla valeurde I'expressiona
droitedu signe=, etdela rangerensuitedansla variablea gauchedu signe=. L'organisationdes
affectationsen sequencesefait a I'aide d'une certainnombrede constructiongiu langage,que
nousverronsensection2.1.3.Cetteprésentatiorde C n'estpascompkete,et on pourraconsulter
differentesouvragesde réference,par exempleLe langage C, par Kernighanet Ritchie, ou la
referencehttp://diwww.epfl.ch/w3 Is p/ te achin g/ cours C/ parexemple.Pourles
plus courageux,on pourraaussiconsulterla norme ISO/IEC 9899-1999dé nissant le C dit
“ANSI C” (le C of ciel).

2.1.1 Affectations

Par exemple,
X =3
apoureffet demettrel'entier dansla variablenomngéex. Un autreexempleestl'instruction
X = y+l;

qui récugerel'entier stocke dansla variabley, lui ajoute , etrangele résultatdansla variablex.

Attention! Le symbole= n'est pasle prédicatd'égalité quel'on rencontreusuellementn
matrematiqueslLa signi cation typiquede enmathematiqueseraitcelle d'une valeurde
vérite, valantvrai si  vaut , et fauxsinon.Ici, x = 3 netestepasdu toutsi x égale ou
non.Enrevanchejl estvrai qu'unefois l'instructionx = 3 exécuge,le contenudela variable
X vaut effectivement . Un moyen de voir a quel point = n'est pasle prédicatd'égalité des
matrematique®stde consicereruneinstructiontelle que:

X = X+1;

qui récuperel'entier stocké dansla variablex, lui ajoute , etrangele résultatde nouveaudans
x. Donc,parexemple six contient'entier avantd'effectuerx = x+1; ,x contiendra apres.
En particulief enaucuncason n‘aurax égalax  apresexécutionde cetteinstruction.Mais
bienslr la valeurdex aprescetteinstructionégalela valeurdex avant.

Cetteambiguté, qui peutsurprendreceuxqui sonthabittesaux matrematiquesa ét levée
dansd'autreslangagesimpératifs,commePascal,ou I'on écriraitx := x + 1, enutilisantle
symbole:= pourbienmarquemru'il s'agitd'une affectationetnond'un testd' égalité.

Si = estl'affectation,le testd' égalité en C estle symbol==. On &criradonc:
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if  (x==3)
pourtestersi x vaut , etnon
if  (x=3)

qui, dansun langageun peuplussir queC, seraituneerreur et seraitreje€ parle compilateur
Mais C I'acceptegaiement.. le langageC estenfait trespermissif: la semantiquede C précise
eneffet quetouteaffectation,parexemplex=3, peutaussiétrevue commeuneexpressiongt a
pourvaleurla valeurdesoncoété droit. Ici, la valeurdex=3 estdonc , cequipermetd' écriredes
expressiongommey=x=3; , quirange dansx (x=3), puisretournde résultatdel'affectation
x=3, c'est-a-dire , etle rangedansy : doncy=x=3; range dansx etdansy.

La syntaxe desexpressiongle C estasseziche, et un apeteu (pastouta fait complet,voir
n'importe quellivre d'introductiona C pourl'ensemblecomplet)estdonré en gure 3.

y ma_variable variables
1 2 -1 -2 a’ b
3.1415926536 constantes
% opérationsarithmétiques
& | " >> << 7 opérationsbit a bit
== comparaisons
&& || ! et,ou,nonlogiques
& pointeurstableaux
appeldefonction

X
0

FIG. 3—Un apeitu dela syntaxe desexpressionsle C

On ne déecrirapasla semantiquedesdifférentesexpressiongde C. Sur les entiers(qui sont
les entiersmachinespastousles entierd surunearchitecturede machine32 bits standard|es

entierssontceuxcomprisentre et ),

calculel'addition desvaleursde et (modulo  surunearchitecture32 bits; pour étre

précis,la valeurde surcesmachinesvautl'unique entiercomprisentre et

qui estcongrua la sommedesvaleursde et modulo ); calculela differencede
et (modulo denouwausurunearchitecture32 bits), calculele produitde et
(modulo ), calculeleurquotientet % lerestedela divisionde par (modulo
). Attention: necalculepasle résultatdela divisionde par , maissapartieentiere

(le quotient,donc).Parexemple,  enCdonne , pas ; et % calculele reste,ici

Enrevancheon peutaussicalculerenC surdesnombees ottants (abréviationde “nombres
avirgule ottante”, qui dénotela faEon delesrepésentesurmachine) gui sontdesapproxima-
tions nies deréels.Lesopeérations , , et sontalorslesaddition,soustractionmultiplica-
tion etdivisionusuellesaarrondipres.Parexemple2.0  3.0/donnevraiment0.66666666666
Onremarquerajueles nombresottants sontécritsavec un point décimal; en particulier 2 et
2.0 sontdeuxobjetsdifféerents. I'un estun entiermachine)'autre un ottant.
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EXERCISE 2.1
Quevalent1-2 , 15/7 , 15%7, 1+(3*4) , (1+3)*4 , 1+3*4 enC? Vouspouwzvousaider
du compilateurgcc , enécrivantun programmedela forme:

#include <stdio.h>

int main ()

{
printf ("La valeur de 1-2 est %d.\n", 1-2);
return 0;

}

L'instructionprintf  ci-dessuspoureffetdimprimerlavaleursouhaiée: faireman printf
pouravoir le modusoperandprécisde printf

Attention : cecivousdonnerala semantiquede 1-2 survotre machine pour votre compi-
lateur particulier N'en concluezpasnécessairemergue la semantiquede C en géréral sera
celle quevousaurezobsengee sur votre machine.Dansles exemplesci-dessuscependantles
indicationsde votre machineseront ables, et géréralisables toutemachine(a priori).

EXERCISE 2.2

Quevalent(-10)/7 , (-10)%7 survotre machine? Cecicorrespond-ila ce quevousatten-
diez?Si estle quotientet le restedela divisionde par , a-t-on ?
EXERCISE 2.3

Quevalent10/(-7) ,10%(-7) , (-10)/(-7) , (-10)%(-7)  survotremachine? Inférez-
enla spéci cation du quotientet du restesurvotre machine et % calculent et telsque
, ... etquellesautresproprietesdéterminant et defaEon unique?

EXERCISE 2.4

Il 'y a aussitoujoursdescas pathologiquesQue valent1/0 , (-1)/0 , 0/0 sur votre ma-
chine? (Attention, ceciesttotalementdépendantle votre compilateuret de votre machine: sur
la mienne,le programmeestinterrompupar un messagéd-loating point  exception ,
alorsmémequ'il nes'agit pasdecalculen ottant maisbienenentier)

EXERCISE 2.5
(Si votre machinea desentiers32 bits en compEmenta deux, ce qui estle caspour toutes
les machinesde 'ENS a la dated'écriturede ce document.)Rappelez-gus que le plus petit
entierrepesentableen machineest , etle plus grandest
. L'oppo<t du plus petit entier repesentablen’est donc pasrepresentablé En
expéerimentantvecgcc , commentcalcule-t-ill'opposé du plus petit entierrepesentabl® Que
valent(-2 147 483 648)/(-1) ,(-2 147 483 648)%(-1) 7

2.1.2 Tableaux,structures

J'ai unpeumentiensection2.1.1lendisantquelesaffectationsetaientdela forme variable
= expression enC. Lescotesgauchegpeuwentenfait étreplusgéenéraux.
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C'estnotammente casaveclestableaux En C, on peutdéclareruntableaual'entréed'une
fonction,parunedéclarationdela forme

int  a[50];

par exemple.Cecidéclarea commeétantun tableaude  élementschaqueglementétantun
entiermachine(de typeint ). Alors queint b déclareb commeune variablecontenanun
seulentier a ci-dessugncontientunerangeede cinquante.

On peutace&dera chaqueélementdu tableauen écrivanta] ], ou estune expression
retournantun entier L'expressiona[0] a pour valeurle premierélementdu tableau,a[1]
le deuxieme,..., a[49] le cinquanteme (attentionau décalage). Les expressionsa[-1] ,
a[50] ,a[314675] |, quiintuitivementdenoteraientiesacesen-dehorslu tableaun'ont au-
cunesémantique sil'on insistepourobtenirleur valeut on obtientengéréraln'importe quoi.

On peut aussiécrire des expressionsd'acces aux élementsde tableauxplus compligLes.
Par exemple,si i estunevariableentiere,ai] dénotel' elementnuméroi (qui estdoncle
i ieme).Ll'intéretdececiestquel'on peutac@&deraunélementvariable,dontl'indice estlui-
mémecalcuk. Voici parexempleun calculde produitscalairede vecteursa trois composantes

float  produit_scalaire (float a[3], float b[3])
{
float  resultat;
int i;
resultat = 0.0;
for (i=0; i<3; i++)
resultat = resultat + a[i]*bli];
return  resultat;
}
(La bouclefor (i=0; i<3; i++) iterel'instruction quisuitpouri allantde inclusa
exclu.)

Pourchangete contenudesélementsd'un tableau)'instruction d'affectationestenfait plus
géréralequecelle guenousavonsvue plushaut.On peutdoncnotammengcrire

a[0] = 5.0;

pour mettrele ottant 5.0 en premierélementdu tableau(sanstoucheraux autres).On peut
ainsieffectuerunemultiplication matriciellecommesuit, parexemple:

float  a[3][3]; [*  Multiplication de matrices 3x3, a et b,
resultat dans c. *
float  b[3][3]; [* A noter que les tableaux bidimensionnels

sont juste des tableaux a trois el ements
de tableaux a trois el ements. */
float  c[3][3];
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int  ij,k;

for (i=0; i<3; i++)
for (j=0; j<3; j++)

{
c[i]fi] = 0.0;
for (k=0; k<3; k++)
\ c[i]fi] = cfilli] + a[i][K]*blK][l;

Lesautresstructuresle donreesimportantesen C sontles structureslesunions,etlespoin-
teurs.Jene parleraipasdespointeursici, et je préfereattendreque vousayezvu un peud'ar-
chitecturedesmachinesau traversdu langagemachineenleEon 3 d'abord; les pointeursne se
comprennentrraimentqu'une fois qu'on sait commentla machinefonctionnevraiment,a un
niveauplusbas.

Lesstructures appeéesaussienregistrementg“records”) sontessentiellemerdes -uplets.
Par exemple,on peutdé nir le typedesnombresomplexesenC comme

struct  complex {
float  re;
float im;

3

Cecide nit un nombrecomplee commeétantun couplededeux ottants (sapartieréelleetsa
partieimaginaire) Etantdonréeunevariablecomplee z, typiquementiéclagepar:

struct  complex z;

on pourraac@dera sapartieréelleenécrivantx.re , etasapartieimaginaireparx.im . Les
identi cateursre etim sontappeésles champsde la structurez. De mémeque pour les ta-
bleaux,on pourraaffecter (la valeurd)une expressiona chaquechampindividuellement.Par
exemple,

struct  complex X, VY, z;

z.re
z.im

X.re + y.re;
X.im  + y.im;

calculedansz la sommedesdeuxnombressomplexesx ety.

EXERCISE 2.6

Ecriredemémela differencele produit,etla division dedeuxnombrescomplees.
E'XERCISE 2.7

Ecrire un programmede multiplication de deux matrices de nombrescomplees (a
compkter):
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struct  complex a[3][3];
struct  complex b[3][3];
struct complex c[3][3];

int 1, j, k;
for (i=0;

Les structuresC permettentle décriredesproduitscartésiensde types.Si -, ...,  sont
destypesC, letypestruct  toto { al;, ... an; } estessentiellemenintypede

-upletsd'objetsprisdans ..., .
On peutaussidéecrirequelquechosequi ressembl@ desunionsde deuxtypes:

union nombre {
int i
float  x;

|8

par exempledécrit le type union nombre commeconsistanen desobjetsqui sontdesen-
tiersmachineou biendes ottants. Jevousdéconseilled'utiliser cetteconstructioravantde bien
comprendrece gu'elle fait vraiment: consultezn'importe quellivre d'introductiona C. Atten-
tion, cetteconstructionn'a enfait pasgrand-chose voir avecl'union ensemblistemalgre les
apparence<lle permetd'autre parttouteunesérie de hacks(et touteunesérie deboguesaussi)
gueje nepeuxdecemmenpasvousrecommander

2.1.3 Structuresde controle

Pourorganiserles affectationsen sequencele langageC, commela plupartdesautreslan-
gagesmpeératifs,disposed'un certainnombrede constructionslebase gtenduepardesformes
dérivees(du sucte syntaxique:

— linstruction qui nefaitrien(!) : ellesenote; , oubien{} ;

— la compositionséquentielle ou sequence ; ; exécutelinstruction , puis . Par
exemple,x=3; y=x+1; commencearranger dansx ; unefois cecifait, cecicalcule
x+1, soit , etlerangedansy ;

— le test aussiappet la conditionnelle

if () else

commencepar calculerla valeurde I'expressiore, qui estcengeétreun entiermachine.
Cet entier reptesenteune condition booleenne(vrai/faux). Si cet entier estnon nul (ce
qui par corventionsigni e quela conditionestvraie),alors estexecuge,sinon est
exécute.Parexemple,
if  (x==3)

printf ("x vaut bien 3.\n");
else printf("Ah, X ne vaut pas 3, tiens.\n");
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A noterici quela semantiqualex==3 n'estpasexactementeretournevrai six contient
I'entier , etfauxsinon; enfait, x==3 retournd'entier six vaut , et sinon.D'autres
langagesimpératifsont un type spécial (bool en Pascal,par exemple)pour dénoterles
valeursdeveérite, C non: enC, lesbooleenssontcodessousformed'entiers.
— Labouclewhile:
while ()

commencear calculer . Si  estvrai (i.e.,un entiernonnul), alors estexécuge.A la
differencadela conditionnellgf , unefoisI'exécutioinde termirée,labouclerevientau
dehut, recalcule :si estvraidenouweau, estreexécug,etainsidesuite,jusquatemps
gue deviennefaux(le caséecheant).

On a déja vu enleEon 1 quela bouclettait semantiquementine conditionnelleplus un
point x e:

while () if () { while () }

Et c'esttout! On peutcalculertout ce qui estcalculableaveccesseulesnstructions.
C proposeaussiquelquesxtensionssyntaxiquesNotamment|e bloc

{

}

permetdevoir n'importe quellecompositiord'instructions , ..., commesicen'étaitqu'une
(grosse)nstruction.Cecipermetotamment' écrire:

if  (x==3)

{
y =z
if (z==4)
printf ("Non seulement x vaut 3 mais z vaut 4.\n");
else printf "z ne vaut pas 4, mais y vaut z maintenant.\n");
}
else

printf ("x ne vaut pas 3.\n");

On peutaussiéviter d'écrire la partieelse d'un testdanscertainscas: if () estune
abkviationdeif () else ;.
Uneautreconstructiortresfréequenteestla bouclefor :

for ( )

ou , , sontdesexpressiongoptionnelles onpeutnerien écrireala placedechacune)et
uneinstruction.Ceciestexactemenéquivalenta

while () { }
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EXERCISE 2.8
Réécrire la fonction fact  du dékut de ce coursen termede bouclewhile, commeindiqué
ci-dessusCeciest-il lisible ?

EXERCISE 2.9

L'id éedela constructiorfor deC estdesimulerunebouclepouri variantde a ,commela
constructiorfor i=  upto do... dulangagePascalou la constructiorfor i= to

do ... done deOCaml,enécrvantalaplacefor (i= ; i<= ; i++) ....Cependant,

enC, il estlegal d'écrire:

for (i=1; i<=5; i++)

{
printf ("La valeur de i est %d\n", i);
i = i+1;

}

Notezquela bizarrerieestquel'on changda valeurdei dansle corpsdela boucleuneseconde
fois, enavant-dernereligne. Quefait ce boutde code? Peut-orfaire pareilenOCaml?

Finalementen C on a aussiuneconstructiorswitch . Disonsenpremiereapprocheajuele
code:

switch () {
case constante : . break;
case constante : : break;
case constante : . break;
default: . break;

fait la mémechoseque(oui estunevariablefra’che):

int i

=

if (== constante )

else if (i== constante )
else if

else if (i== -constante )
else ;

La constructionswitch  est cenge étre plus rapide que la suite de if ci-dessusElle ad-
met aussiquelquesvariantes,notammentsi I'on ometle mot-clée break en n d'une ligne
case constante , I'exécutionde secontinuerasurcellede . C'estunesourcecourante
d'erreursenC, etun descharmegatrticuliersdu langage.
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2.2 Langagesfonctionnels,le casde mini-Caml

Il existe aussien C unenotionde procddurequel’'on peutappelerpourfaire un calculauxi-
liaire, et qui unefois le calculfait retourneun résultat.C'est ce quenousavonsdéja fait dansle
programmedact

Leslangagesfonctionnels et notammentCaml et sesvariantegvousconnaisseen géeréral
tous Objective Caml, aussiappeé OCaml) sontcentés sur cettenotion de fonction. Il y a de
nombreusebonnegéferencesurOCaml,quel'on peutnotammentrouver surla pagehttp:
/[cristal.inria.fr/

Nousallonsplusparticulieremengétudieruneversionréduited'OCaml,quenousnommerons
mini-Camldansla suite.ll s'agitaupassagelulangagedontvousaurezaécrireun compilateuy
puisun sysemed'inférencedetypes,enprojet.Le typagevousseraenseig® par Delia Kesner
Dansla suitedecesnotes je consicereraiuneversionnontypée.

L'essentied'un langagefonctionnelestquel'on peuty écriredesfonctions: fun ->
ou estuneexpressiordulangage,estencoreuneexpressiordulangage, etdenotelafonctlon
quia associe .Onappelleraunetelle constructiorsyntaxiquefun -> uneabstrac-
tion. Ceciest(pratiquementja notion mattematiquede fonction,commeon le verraquandon
endonnerda semantiquaun peuplusloin. Parexemple,fun x -> x+1 estlafonctionquia
toutentier associd'entier

Onad'autrepartuneconstructiondite d'application: si  dénoteunefonctionet dénote
un argumentpossiblede la fonction, alors dénotele résultatde I'application de la fonc-
tion alargument .Enparticulief (fun x -> x + 1) (3) , quel'on peutaussinoter
(fun x -> x + 1) 3, abienpourvaleur4. (On peutrajouterdesparentiesesa volonte
autourde sous-gpressiongouréliminerlesambigtitéssyntaxiquesgommeen C d'ailleurs.)

Le sous-langgede mini-Caml ou I'on ne peut écrire que desvariables,des abstractions
et desapplicationss'appellele -calcul, et a é&€ inveng et etudé par Alonzo Churchet ses
successeura partir desanrees1930. C'est aujourd'huiun outil fondamentakn logiqueet en
informatiquethéorique c'estaupassagépub!) le sujetdu coursdelogiqueetinformatiquedu
secondsemestreencommunavecl'ENS delarued'UIm.

En OCaml,on a en plus une constructionpermettante donnerdesnomsintermédiairesa

desvariables. let = in apoureffet decalculerla valeurde , delui donnere nom
, puisdecalculer .Dans ,onaledroitdeseréferera pourdénoterlavaleurde . Au
passagegeci pourraits'écrireautrementsousforme del'expression(fun > ) , ce

seraitéquivalent... apartquele sysemedetypagede Caml,quevousverrezavec Delia Kesner
consicerela formelet d'une faEon un peusgciale,et différentede la forme utilisantfun et
I'application.

Onretrouwe, commedansles expression<, touteunefamille de constantegt d'opérations
permettantefairedescalculs: lesconstanteentieres0, 1, ...,-1 ,-2 , ..., lessommes :
lesdifferences , lesproduits , lesquotientsentiergoudivisions ottantes) ,les
restes mod ..., avecessentiellemerda mémesemantiquegu'enC. (Nousconsicererons
gue cesoperationsont réellementia mémesémantiquequ'en C. En OCaml, pour desraisons
techniqueslesentiersnevontquede a surunearchitectured32 bits, etl'on calcule
modulo ,pas )
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Une differenceimportanteavec C estquela valeur desvariablesne change pas En C, on
peuttoujourschangetavaleurd'unevariable disonsx, enécrivantparexemplex=1. Il n'y aau-
cuneinstructionpermettantlechangeta valeurd'unevariableenOCamlouenmini-Caml.Une
congguencestque,unefois calcukela valeurd'une variable,on peutétresiire gu'elle vaudra
toujoursla mémevaleur Ceci estimportantpour la lisibilit & desprogrammesDansun pro-

grammeCamldela formelet x=3 in parexemple,on peutétresiir quetouteréférence
ax dans , aussiloin gu'on setrouve dansle sourcedela déclarationlet x=... ,vaudra3.
En C, on peutécriredesinstructionsapparemmergimilaires:
{

int  x;

X = 3;

N ...

}

Mais pourétresiir guetouteslesoccurrenceslex dansN seréferentbienala valeurcalcuke3,
il faudrad'abords'assureiqu'aucuneautreinstructionn'a préalablementodi élavaleurdex.
CecipeutserévelertrescompligLe.

Si OCamlet mini-Caml privil égientdoncun style d' écrituremathrematique pu lesvariables
nesontpasdescase®u I'on rangedesvaleurscommeenC, maisdesnomsdénotantdesvaleurs
calcukespar ailleurs, les langagesde la famille Caml permettentcependansi on le souhaite
d'écriredesaffectationsplusoumoinscommeenC. Pourceci,onutilisela notionderéferences
En mini-Caml, I'expressionref a pour effet d'allouer (de créer)une nouelle réféerence,
c'est-a-direunenouwelle casemémoire.Cettecasecontientinitialementla valeurde . Onpeut
ensuiterelire le contenud'une casemémoire(denogepar , disons)en écrivant!'expression
I . Onpeutaussieffectueruneaffectation,et := apoureffet de calculerla valeurde ,
qui doit étre une réference , de calculer , et de stocler la valeurde al'int érieurde la
reféerence .

Par exemple,

let x =ref O
in Ix

creeruneréferencecontenant'entier 0, quel'on repereparle nomx, puisrelit le contenude
cetteréférence le résultatest0. Essayonsineaffectation:

let x =ref O
in (x = 3; X

Cecicréeuneréferencecontenan®d, remplacesoncontenupar3, puislit cecontenu le résultat
est3. Un peupluscompligLé :

let x = ref 3
in (x = Ix+1;, Ix)
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Cecicréeuneréferencecontenan8 ; I'effetdex := Ix+1 estd'ajouterunaucontenudecette
referencegtle résultatnal 'x estdonc4.

Onaici utilisé la construction qui, commeenC, dé nit unecompositionsequentied'ins-
tructions(ou,commeici, d'expressions)Ondisposeaussd'uneconditionnellgf then
quicalcule si  estvraiet sinon.(OnconsicereracommeenC queseull'entier dénote
le faux.) La valeurde la conditionnelleestcellede  dansle premiercas,cellede dansle
secondOn noteraquelesconditionnellent unevaleurenCaml,alorsqu'elles étaientdesins-
tructions,qui n'ont pasde valeut en C. (Pourdire la vérité, C disposed'une autreinstruction
conditionnellepourlesexpressionsgontla syntaxe est )

Onn'inclura pasde constructiorde bouclewhile en mini-Caml. L'exemplede la factorielle
écriteen C et en Caml de la section1.1 vous a peutétre suggeré quel'on pouvait coderla
bouclewnhile dela factorielleC enuneconstructiorlet rec (dé nition defonctionrécursve)
de Caml. C'est effectivementle cas.Une constructionwhile () de C estgrossomodo
éguvalenteala constructiormini-Caml

letrec  boucle = fun () ->
if
then ( ; boucle ()
else  ();;
boucle ()

qui dé nit d'abordun point x eduif sousformed'unefonctionboucle aunargument(bi-
don),puisdemandéda valeurboucle()  dupoint x e.

La constructioretrec = ;; seralaseuleconstructiorde programmaemini-Caml(les
constructionsyuesplus hautsontdesconstructiongl'expressions)Elle dé nit commevalant
exactementa mémechoseque ,etcemémesi faitappela . Pourdesraisongechniques,
onrestreindra aétreelle-mémela dé nition d'une fonction . Une dé nition via
letrec  (parexemple,pourboucle ) de estunedé nition récusive c'esta-direque est
dé nie enfonctiond'elle-méme.Cecisigni e biensir que doit étredé nie commeun point
x e delafonctionfun -> :

La constructiodetrec  demini-Camlcorrespondiulet rec d'OCaml.La construction
let = ;; enOCaml,qui dé nit commevalant nonréculsivement ne peutpas
utiliserlavaleurde quel'on estentraindedé nir) correspondlet = ;; enmini-Caml.

Onterminecettedescriptiordel'essentield'OCamletde mini-Camlenmentionnantjueces
langagesdisposentd'une constructionde produit carésien: I'expression dénote
le -upletformédesvaleursrespectiesdesexpressions ..., danscetordre.D'autre part,
I'expression permettrad’'extraire la premerecomposantelu -uplet  (sic'enestun
etsi ), retrouverala deuxemecomposantési ), etainsidesuite.ll s'agit
d'un vrai produitcarésien.En particulier contrairemenauxstruct  deC, il estimpossiblede
changemprescoupla valeurd'une descomposanted'un -uplet.

Onrésumda syntaxe demini-Camlen gure 4.

En guised'exemplerésumantotre discussioninformelle de la seémantiquede mini-Caml
ci-dessusyoici uneréalisationpossibledecat enmini-Cami:
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Termeg(fonctions,donrees)
variablegnonmodi ables)
applicationde a
fonctionquia associe
dé nition
referencegmodi ables)
arithmétique

-uplets

sequence

tests

Programmes

FIG. 4 — La syntaxe de mini-Caml

letrec  boucle_interne = fun f ->
let c = fgetc f
in if c=EOF
then O
else (putchar c; boucle_interne N;;
letrec  boucle_externe = fun i -> fun argc -> fun argv ->
if i<argc

then let nom = sub argv i
in let f = fopen nom "r"
in  (boucle_interne f; fclose f;
boucle_externe (i+1) argc argv)

else 0;;
letrec main = fun argc -> fun argv ->
boucle_externe 1 argc argv;;

Ceci supposeque fgetc  est,commeen C, une fonction prenantun chier f en argument
et retournantle prochaincaracere lu dansce chier. De méme,on supposeque EOF a éte
préde ni commela constantedénotantla n de chier (autremendit, ). On supposeaussi
gueputchar prendun caracerec etl'af che, quefopen ouvreun chier dontle nomest
en premierargumentet le moded'ouverture(ici, "r' ) estensecondquefclose fermeun
chier donre enamgument.Autrementdit, on supposergu'on aacesenmini-Camlatoutesles
fonctionsstandarddisponiblegpar ailleursen C. (Ce serale casdansvotre projet.) Finalement,
onsupposajuesub argv i réecugerel' élementnuméroi dutableauargv .

On pourraremarquerdanscet exemplele codagedesfonctionsa plusieursarguments.On
a choisi,commeil esttraditionnelen Caml, de coderles fonctionsa deux algumentscomme
desfonctionsprenantleur premierargument,et retournantune nouwelle fonction qui prendle
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deuxiemeargumentet effectuele calcul. Par exemple,le point d'entrée main du programme
estdée ni commeunefonctionprenantun paranetreargc enargumentretournantinefonction
prenantun paranetreargv enargumentpuisappelanboucle_externe
On auraitpu aussideé nir les fonctionsbinairescommedesfonctionsprenantdescouples
enargument.Ce seraitfacileen OCaml,graceal'utilisation de Itr esd'entrée(“pat-
terns”), maisdéja moinscommodeen mini-Caml,qui seveutun langagerelatvementminimal.
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3 Le&on3

3.1 Architectureetassembleur

Nous allons maintenantregarder un peu plus en profondeurencorecommentl’exécution
d'un programmese passesur unemachineenl'occurrenceune machinea processeuPentium
ettournantsousLinux.

Reprenonsexempleduprogrammenycat quenousavonsdéjaétudié ensectionl.l1.L'uti-
litaire ddd nousapermisdevoir le programmes'exécutey pasapas(voir gure 2). Maintenant,
lorsqueddd selance,cliquezle menu“Source/DisplayMachineCode”. Cecivousmontreraun
cadreressemblana celuidela gure 5. Vouspouwezexécuterle codeenpasa passtopencli-
guantsurle bouton“Next”, cequi vousferaavancerd'uneinstructionC alafois, soitencliquant
sur le bouton“Nexti”, ce qui vousfera avancerd'une instructionassembleusr la fois. Notez
gu'uneinstructionC corresponangéréralaplusieursinstructionsassembleur

Vous pouwez aussivoir le contenudes principauxregistresdu Pentiumen cliquantsur le
menu “Data/StatusDisplays..”, puis surla case“List of integer registersand their contents”
(passur“List of all registers.”). Lesplusimportantsseront%eax, %ebx, %ecx, %edx, %esi ,
%edi, %ebp, %esp, et %eip . Cedernierestle compteurde programme(extendedinstruction
pointer).Le registre %esp estle pointeurde pile, et %ebp estcourammentitilisé pour sau\e-
garderla valeurde %esp en entiee de fonction. Les autressontdesregistresa usagegéereral.
Touscontiennentdesentiers32 bits. Cetteorganisationdesregistres,ainsi quelesinstructions
assembleuparticukresgquevousverrezsousddd sontparticulieresauPentiummaisle principe
del'assembleuestgrossomodole mémesurtouteslesmachines.

3.1.1 Mdémoires

Dansun ordinateuy on trouve d'abord une mémoie. Il s'agit d'un gigantesquedableaude
casesontenantlesoctets c'est-a-diredesnombresa 8 chiffresenbase2. (Un chiffre enbase2
est0 ou 1, et esttraditionnellementappeé un bit.) Lesindicesde ce tableausontdesnombres,
typiguemente a surle Pentium qui codecesindicessur32 bits. Les
indicesde cetableausonttraditionnellemenappeéslesadresses

Onpeutvoir en gure 6 unexempledeméemoired'un ordinateurCommele montrele tableau
duhautdela gure 6,unemémoiren‘estdoncriend'autrequ'unefonctionqui achaqueadresse
associaun contenugui estunoctet.ll esttraditionneldecompteresadressestdelire lesoctets
enhexadecimal c'est-a-direenbaselb6; la lettrea vaut10,b vautll,...,f vautl5. Ainsi les
adressesoNnt , ..., Ly e een . Lorsqu'il y aura
ambiguté dansla base,on utiliserala corvention du langageC de faire precederunesune de
caraceresparmiO, ..., 9, a, ..., f descaraceresOx pourmontrerquele resterestun nombre
hexadecimal.Par exemple,0x10 dénote ; oubienOxcafe vaut

La mémoiredu hautde la gure 6 contientdoncl'octet Oxca a

l'adresseOx0  , I'octet Oxfe al'adresse0x1 , etainsidesuite.
Electriguementunemémoireestun circuit ou un groupede circuits ressemblana celui en
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Fic. 5—Unesessiorsousddd , montrantensembleodeassembleuet codeC
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Ad resses (ici, 32 cases numérotées de 0 & 31)

_— I

00 0L 02 03 04 05 06 07 08 09 Oa Ob Oc Od Oe 707?7;176‘117 12 13 14 15 16 17 18 19 1a 1b 1c 1d 1le 1f
[ca)[Ge)] ba[be[00] 42 72] 61 (78] 6f [20[ 76 [ 6f [ 75 73] 20 6¢ [(69] 73] 65] 7a[ 20] 6c [ 39 41] 53[ 43[49]49[20] 21 00]
+ —

>Mémoire

Contenus  (octets=entiers de 0 & 255)

Electronique :

Octets :
Hexa Dec. Binaire ASCII
ca 202 11001010 E
fe 254 11111110 b R,WT /\ /ecrm
76 118 01110110 v ‘ ‘ ‘ ect ‘
ecture
69 105 01101001 i Adresse \/

Octet

FiG. 6 — La mémoiredesordinateurs

basa droitedela gure 6. Lesadressesonternvoyéessousforme de signauxélectriquegpar
exemple,si le bit del'adressevaut alorsonrelie le contactélectriqueno. au+5V, sinona

la masse)Un autrecontact,R/W, estpositionre a sil'on souhaitdire I'adresseainsidéecrite,
auguelcasle contenude 'octet a cetteadresseseraprésenten binaire sur huit autrescontacts.
Si R/Westpositionrea , alorsle circuit de mémoires'attendenrevanchea ce quela donréea

inscrireal'adressepréci€esoit déja presentesurleshuit contactsi-dessusCeciestle principe
géréral,il y aenfait d'autrescontactsgetd'autrescorventions(parexemple,le +5V peutenfait

coderle aulieudu , latensionpeutnepasétre+5V, etc.)

Il estd'autre partimportantquetousles octetssontutiliséescommecodages L'octet Oxca

peutétrevu comme:

— l'entier positif ou nul , commeci-dessugondit quec'estunentiernon
Sigre;

— oubienl'entier comprisentre et , etégal auprécdentmodulo

. ceci permetde repesenterdes entierspositifs ou négatifs dansun certain
intervalle; seloncettecorvention,0xca vautalors , etl'on parled'entier
signe encompementa deux;

— oubienle codedu caracere“E” : il s'agitd'une purecorvention,quel'on appellelatable
ASCII (AmericanStandardCodefor InformationInterchange)yoir la gure 7 (source:
http://www.bbsinc.com /is 08859. ht ml). Parexemple |e caraceredecode0x43
setrouve dansla ligne 40, colonne3 : il s'agitduC,;

— oubienlinstruction assembleuiret  (“long return”) du processeuPentium

— oubienencorepasmal d'autrespossibiligés...

Toutdépenddecequel'on fait avecl'octet enquestion desopérationsarithmeétiquessurentiers
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sigres,surentiersnonsigres,desopéerationsdemanipulationslechdanesde caraceres exécuter
un programmeetc.

Fic. 7—-LatableASCII etendue

3.1.2 Le processeur

Le processeuiPentiumparexemple)estun petitautomategdont!’ étatinterneestdonreparle
contenude sesregistres: on consicereraqueceuxdu Pentiumsont%eax, %ebx, %0ecx, %edXx,
%esi , %edi, %ebp, %esp, et%eip . Cedernierestle compteurde programme.

A tout moment,le processeuest sur le point d'exécuterune instructiondu langage ma-
chine Il s'agit de l'instruction que I'on trouve en mémoire a I'adressedont la valeur estle
contenudu registre %eip . Dansle casdela gure 8, le contenudu registre %eip et lI'entier
0x08048530 , etl'on trouve enmémoirea cetteadressd'octet 0x55 , qui estle codedel'ins-
tructionpushl  %ebpduPentium.
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[ca[fe [ba[be[00[42]72]61]76]6f [20]76] 6f [ 75] 73] 20 6c[69] 73] 65 7a] 20 6 [39]41]53[43]49]49]20[21[ 00| des données)

M moire
00 01 02 03 04 05 06 07 08 09 Oa Ob Oc Od Oe Of 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 1la 1b 1c 1d 1e 1f )

%esp %ebp %esi %edi

_ 00000018 [ bifflats | 4000ae60 | 00000001 | Geeip=——1 Compteur de programme
Registres [401093f8 | 4010alec | 08048530 | 40100098 | 08048530 | (Repére ol I'on en est

%eax %ebx %ecx %edx \ dans I'exécution du programme)

CLK Processeur (Les registres sont ceux de la famille Pentiu .
_ M moire

- T (des programmes)

,//
=

8048530 31 32 33 34 35 36 37 38 39 3a 3b 3c 3d 3e 3f 40 41 42 43 44 45 46 47 48 49 4a 4b 4c 4d de 4f
[55][89]e5]83]ec]0c[57[56][53]8b]7d[08]bb]01][00]00]00[39] b [7d[51[83]c4 8 [68]00]00[00[00]8b[55]0c] ..

pusMbip r ‘ J mov 0x8(%gbp),%edi W Fpush $0x0 mov 0xc(%ebp),%edx
cmp %e

mov %es$p,%ebp push %esi mov $0x1,%ebx add $0xfffffff8,%esp
sub $0xc,%esp  push %ebx i,%ebx
push %edi jge 0x66 <main+102>

FIG. 8 —Le processeuetla memoire

Le processeuestcadené parun oscillateuy qui s'appellel’ horloge, et enquelquesortebat
la mesure achaqudic d'horloge(apeudechosegpres),le processeuva cherchet'instruction
suivante,|'exécute puisattendle prochaintic d'horloge.

Dansl'exemplede la gure 8, au prochaintic d'horloge, le processeura exéecuterl'ins-
truction pushl  %ebp, qui a pour effet d'empiler (“push”) la valeur du registre %ebp (ici
Oxbffffa4d8 ) au sommetde la pile. Quelle pile? Eh bien, le Pentium,commebeaucoup
d'autresprocesseurgnaintientdansle registre %esp (“extendedstackpointer”) I'adressedu
sommetd'une pile. Dansl'exemple,le sommetde la pile estdoncen ce momenta l'adresse
0x18, et empiler%ebp a pour effet de stocler savaleur Oxbffffa48 aux adresse€®x17 ,
0x16 , 0x15, 0x14 , etde bougerle pointeurde pile jusqu'en0x14 . Le résultatestmonté en

gure 9. Lesvaleursayantchang sontenrouge.A noterqu'apresl'exécutionde l'instruction,
le compteurde programmeeip estincremeng et pointeversl'instruction suivante.

L'instruction suvanteestmovl %esp, %ebp. La semantiquede cetteinstructionestde
recopier(movl =“move”, déplacer)e contenudu registre%esp dansle registre%ebp. Au total,
lesdeuxpremeeresinstructionsde ce programmennt sauegarce le contenuprécedentduregistre
%ebpsurlapile, puisontmisl'adressedusommetlela pile dans¥ebp, pourpouvoir s'y réferer
dansla suite.

La raisonde ce mouvementestque, a I'entrée de la fonction main (voir le sourceC en

gure 1), la pile ressemble ceci:

%Tp %esp+4 %esp+8 %esp+12

‘adr.de retou} argc ‘ argv ‘

Le paranetred'entreeargc estdoncstocke octetsplusloin quele sommetdepile, sur octets
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[ca]fe [ba]beJoo]42] 72]61] 76] 6f [20] 76] 6f [ 75] 73] 20] 6c [ 69] 73] 65] 48] fa [ if | bf [41]53]43]49]49]20] 21] 00 des donn es)

M moire
00 01 02 03 04 05 06 07 08 09 Oa Ob Oc Od Oe Of 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 1la 1b 1c 1d 1le 1If )

push %ebp
Empile le contenu du registre %ebp
sur la pile, dont le sommet est a
%esp/ %ebp  %esi wedi I'adresse point e par %esp.
) 00000014 [ bffffa48 [ 4000ae60 | 00000001 \@
Registres [401003f8 | 4010alec | 08048530 | 4010098 | 08048531

Y%eax %ebx %ecx %edx \
Compteur de programme
CLK| Processeur .
M moire
ﬂ (des programmes)

8048530 31 32 33 34 35 36 37 38 39 3a 3b 3c 3d 3e 3f 40 41 42 43 44 45 46 47 48 49 4a 4b 4c 4d de 4f
\55\89\e5\83\ec\Oc\57\56\53\8b\7d\08\bb\m\oo\oo\oo\w\fb\7d\51\83\c4\f8\es\oo\oo\oo\oo\sb\%\m\...

pusJ@ ‘ mov 0x8(%m push $0x0 mov 0xc(%ebp),%edx
p,%ebp pus

mov %e %esi mov $0x1,%ebx add $0xfffffff8,%esp
sub $0xc,%esp  push %ebx cmp %edi,%ebx
push %edi jge 0x66 <main+102>

FiG. 9 — Exécutiondela premereinstruction

M moire
00 01 02 03 04 05 06 07 08 09 Oa Ob Oc Od Oe Of 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 1la 1b 1c 1d 1e 1f )

[ca[fe [ba]be[00]42]72]61] 76]6f [ 20[76]6f [ 75] 73] 20[ 60|69 73[65] 48] fa [ ff | bf [41]53[43]49]49]20]21]00] des donn es)

mov %esp,%ebp
D place le contenu du registre %esp
dans le registre %ebp.

Y%esp %ebp %esi %edi
[ 00000014 [ 00000014 | 4000260 | 00000001 |
Registres [401003f8 | 4010alec | 08048530 | 40100098 | 08048533

Y%eax %ebx %ecx %edx

Compteur de programme

CLK Processeur )
M moire
ﬂ (des programmes)

8048530 31 32 33 34 35 36 37 38 39 3a 3b 3c 3d 3e 3f 40 41 42 43 44 45 46 47 48 49 4a 4b 4c 4d de 4f
\55\89\e5\83\ec\Oc\57\56\53\8b\7d\08\bb\m\oo\oo\oo\sg\fb 7d\51\83\c4\f8\68\00\00\00\00\8b\55\0c\

pusJ@e: mov 0x8(% p) Y%edi push $0x0 mov 0xc(%ebp),%edx
mov %esp,%ebp pus Y%esi mov $0x1,%ebx add $0xfffffff8,%esp

sub $0xc,%esp  push %ebx cmp %edi,%ebx
push %edi jge 0x66 <main+102>

FiG. 10— Exécutiondela deuxiemeinstruction
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(32 bits), et le secondparanetred'entréeargv eststocke octetsau-deh du pointeurde pile,
sur octetsaussi.Les octetsa partir du sommetde pile stoclent!' adressederetour, c'est-a-
dire la valeurdu compteurde programmeou il faudrareprendrd'exécutionlorsquel'exécution
delafonctionmain seratermirée.

Apreslinstruction pushl  %ebp, la pile ressemble :

%esp %esp+4 %esp+8 %esp+12  %esp+16

! | | | |

‘ anci@n%ebd adr.de retou‘r argc ‘ argv ‘
\

Puis,apreslinstruction movl %esp, %ebp, elle estdelaforme:

%esp%ebp %ebp+4 %ebp+8 %ebp+12  %ebp+16
‘ ancigzn%ebd adr.de retou‘r argc ‘ argv ‘ """"""""
prechp adrdefefoy  aroc | av |

L'instructionsubl  $0xc, %esp apourbut deretirerOxc duregistre%esp. End'autre
termesceciréserne octetssurla pile. Onadoncunepile dela forme:

%esp %ebp %ebp+4 %ebp+8 %ebp+12  %ebp+16

! ! | | | |

|j """""""" ‘ ancign%ebd adr.de retou‘r argc ‘ argv ‘ """"""""

,,,,,,,,,,,,,,, |

Concetement)a situationestcommemontesurla gure 11.Au lieu de soustraire octets,
onauraitpuenajouter , cequiseseraitfait avecl'instructionaddl $-12, %esp, oude
faEoréquivalenteadd!  $Oxfffffff4, %esp. (Donc,quefaitl'instructionaddl  $0Oxffffff8,
un peuplusloin dansle programme?)

L'intéret de l'allocation des  octetsavant %ebp estde permettrede réserer de la place
pourlestroisvariables , ¢ etf delafonctionmain , typiquement.

Lorsqu'onarriveraala n delafonctionmain , ony trouveralestrois instructions.

— movl %ebp, %esp, qui recopiele contenudu registre %ebp dansle registre %esp.

Ceciasimplemenpoureffet de dépilerd'un couptout ce qui avait éte empile aucoursde

la fonctionmain , etl'on revientala situation:
%esp %esp+4 %esp+8 %esp+12  %esp+16

| | | | |

‘ancign%ebd adr.de retou}r argc ‘ argv ‘
\

— popl %ebp, l'instruction symétriquede pushl  %ebp, qui dépile le sommetcourant
dela pile, et metla donree bits a I'ancien sommetde pile dansle registre %ebp. On

revientala situation:
%isp %esp+4 %esp+8 %esp+12

‘adr.de retou‘r argc ‘ argv ‘

38

%es|



[ca[fe [ba|be] 00]42] 72| 61] 76] 61 [ 20] 76] 6 | 75] 73] 20 6c ] 60] 73] 65] 48] fa [ ff | bf | 41] 53] 43] 49] 49] 20 21 ] 0] [des donnes)

M moire
00 01 02 03 04 05 06 07 08 09 Oa Ob Oc Od Oe Of 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 1la 1b 1c 1d 1e 1f )

\ - sub $0xc,%esp

\ Soustrait 0xc (=12)
du registre %esp.

%esp %ebp %esi %edi
i 00000008 [ 00000014 | 4000ae60 [ 00000001 | @
Registres [401093f8 | 4010alec | 08048530 | 4010h098 | 08048536

Y%eax %ebx %ecx %edx |

Compteur de programme
CLK Processeur .
ﬂ - M moire
— _— — _
_— - — (des programmes)
e

8048530 31 32 33 34 35 36 37 38 39 3a 3b 3c 3d 3e 3f 40 41 42 43 44 45 46 47 48 49 4a 4b 4c 4d 4de 4f
[55][89]e5]83]ec0c[57[56][53]8b]7d[08]bb]01][00]00]00[39] b [7d[51[83]c4f8 [68]00]00[00[ 00 8b[55]0c] ..

pusMbip r ‘ J mov 0x8(%gbp),%edi W Fpush $0x0 mov 0xc(%ebp),%edx
cmp %e

mov %es$p,%ebp push %esi mov $0x1,%ebx add $0xfffffff8,%esp
sub $0xc,%esp  push %ebx i,%ebx
push %edi jge 0x66 <main+102>

Fic. 11 — Exécutiondela troisiemeinstruction

— ret , qui retourneau programmeappelant.Ceci dépile I'adresseau sommetde la pile,
et s'y branche(autrementit, met cette adressalansle registre %eip de compteurde
programme).

EXERCISE 3.1

A l'aide deddd, exécutezen pasa pas,avec l'instruction “Nexti”, le programmemycat de
la gure 1. Obsenezbienlescontenuglesregistres.Vouspouwez aussiobsenrer le contenude
la pile : regardezla valeurde %esp dansla liste desregistresa I'entrée de la fonction main ,
disonsOxbffff8e0 , soustrayezlisons32 octets,ce qui donneOxbffffocO , puisallezdans
le menu“Data/Memory.”, etdemandezView” “48” “hex” “words” “from : Oxbffffoc0” (rem-
placezpar I'adresseréelle calcuke plus haut). Déduisez-erce que fait chaqueinstruction, si
possible Comparezavecla tabledel'annexe A.

3.1.3 Modesd'adr essageet formats d'instructions

Obserwnsladifferenceentrelesinstructionamovl  %esp, %ebpetsubl  $0xc, %esp.
Dansle premiercas,on recopiele contenudu registre %esp dansun autreregistre: l'instruc-
tion movl recopieunedonréesourceversunedestination Dansle secondcas,on soustraitune
donréesourcedu contenudela destination

Mais surtout,dansle premiercas,la sourceestun registre, a savoir le registre de sommet
de pile %esp, alorsquedansle secondcas,il s'agit d'une constantddite immédiate parceque
donree,la,dansle codeexécut). Lesmodestypiquesd'adressagsont:

— immeédiat : la constanteest donrée directementLa syntaxe correspondantélansl'as-

sembleurPentium consistea faire précederla constantepar le signe $. Par exemple,
movl $0x14, %eax metlaconstanté®x14 dansle registre%eax.
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— registre : la donree estdansun registre. Par exemple,movl %eax, %ebx recopiele
contenudu registre%eax dansle registre%ebx.

— absolu: ladonreeestal'adressedonreedirectementlande code Parexemplemovl 0x8f90ea48,

recopid'entier 32 bits stocke auxadresse6x8f90ead48 a0x8f90eadb ( octets)dans
le registre%eax.

— indirect: la donréeesta l'adressequel'on trouve dansle registrespéci é. Par exemple,
movl (%ebx), %eax recugere le contenude %ebx, disonsOx8f90ea48 , puis lit
I'entier 32 bits a cetteadressec'est-a-diredeDx8f90ead48 a 0x8f90eadb ( octets),
etle stocle dansle registre%eax.

Il y a quelquesvariantesde cesmodesd'adressageDansle casdu modeabsolu,il arrive que
I'adressene soit passtockee directementlansle code,maissousforme d'un décalageentrela
valeurcourantede %eip (le compteurde programmekt l'adressesouhaiée: c'estl'adressage
relatif, typiguemenutilisé danslesinstructionsde saut(voir plusloin).

Le modeindirectconnaitaussiun certainnombrede déclinaisongde plus en plusraf n ées.
Parexemplemovl 0x8(%ebx), %eaxajouted'abordl' offset(décalagePx8 al'adresse
stockee dans%ebx avant de récugererla donreequi s'y trouve. Dansl'exempletraité en sec-
tion3.1.2,movl 0x8(%ebp), %Y%eaxpermetinsiderécugererlavaleurdel'argumentargc ,
unefoisle prologuepushl  %ebp, movl %esp, %ebpeffectue; demémemovl %0xc(%ebp),
permetderécugerer(l'adresse)du tableavargv  dans%eax. Le Pentiumdisposed'une profu-
siondetelsmodes Notammentmovl (%eax, %ebx, 4), %ecx récugredans¥ecx le
contenude la mémoireaux octetsa partir de I'adresseobtenueen additionnante contenude
%eax avecle contenude %ebx multiplié par ...

On aillustré ci-dessud'utilisation desmodesd'adressagelansle casdela source La des-
tination peutétreelle aussispeci éeenmoderegistre,absolu,ou indirect. Elle ne peutpasétre
donreeenmodeimmédiat: on nepeutpasmodi er la valeurd'une constanté

En géréral, toutesles combinaisongle modesd'adressaggour la sourceet la destination
ne sont pas possiblesEn théorie, I'id éal estde se référer a la documentatiordu processeur
consicere, maiscelle du Pentiumestgigantesquell seraplussimpledansnotrecasde compiler
(avec gcc ) quelguesprogrammesassembleusimples: si gcc refuse,c'est que l'instruction
n'existe pas.

Touslesprocesseurdisposentenplusdesinstructionsde déplacemenfmovl parexemple)
et desinstructionsarithmétiqueset logiques(add! , subl , le et bit a bit andl , etc.),desins-
tructionsde saut Surle Pentium,l'instruction jmp dest détournele contenudu programme
versl'adresse dest :

— jmp 0x8f90ea48 sebrancheal'adresse0x8f90ead48 (adressagabsolu)autrement

dit metl'entier 0x8f90ea48 dansle registre%eip .

— jmp *%eax sebrancheal'adressequi eststoclkéedans%eax (adressagendirect). Au-
trementdit, cecirecopie%eax dans%eip . (On noterauneirrégularie desyntaxeici : on
n'écritpasimp (%eax) , mémesi celaauraitéte pluscohérent.)

EXERCISE 3.2
L'instruction leal (“load effective address”yessemblea movl . Mais la ou movl source,
dest recopie source dans dest, leal  source, dest recopid' adresseu eststocke source
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dans dest. Donc,parexemplejeal 0x8f90ead8, %eax(adressagabsolu)estequialent
amovl $0x8f90ead8, %eax (adressag@mmediat),etleal 4(%ebx), %eax metle
contenude %ebx plus dans%eax, au lieu de lire ce qui eststocké a I'adressequi vaut le
contenude %ebx plus . Quefaitleal (%eax, %esi, 4), %ebx? Pourquoilesmodes
d'adressagemmeédiat et registre n'ont-ils aucunsenspour la sourcede leal ? L'instruction
jmp source est-elleequivalenteamovl source, %eip oubienaleal source, %eip ?
(A cecipresquecesdeuxdernieresinstructionsn'existentpas,caril estimpossibled'utiliser le
registre%eip commeargumentd'aucuneinstruction...)

Pour effectuerdestests(lesif de C ou de Caml),il suft d'utiliser une combinaisonde
deuxinstructions,cmpl et uneinstructionde la famille dessautsconditionnels Par exemple,
l'instruction C

if (i=5))
a,
else b;

correspondraucodeassembleusuivant,ensupposanguei estdandgle registre%eaxetj dans
le registre%ebx :

cmpl %ebx, %eax ; comparer i (%eax) avec | (%ebx)
jne b ; Si pas egaux (not equal), aller executer b,
; a l'adresse _b.
code de a .. ; sinon executer a
jmp _suite ; puis passer a la suite du code, apres le test.
b:
code de b ..
_suite:

suite du code

Onconstatequejne brancheal'adressg(ici _b) enagumentsii n'estpaségl aj , etcontinue
alinstruction justeapresle jne sinon.

A contrario,je brancheraita I'adressedonreeen agumentsi i étaitégal aj ; j| bran-
cheraitsii étaitstrictemeninférieur(less)quej entantqu'entiersigre,jge siplusgrandou
el (greaterthanor equalto), jg si plus grandstrictementgreater)jle si plus petit ou écal
(lessthanor equalto); jb (belaw), jnb (not belaw), ja (above),etjna (notabove) sontles
instructionscorrespondantdsrsquei etj sontdesentiersnonsigrés.

EXERCISE 3.3

L'instruction call appelleun sous-programméen C, un sous-programmeg;'est une fonc-
tion). La seuledifferenceaveclinstruction jmp, c'estquecall empiled'abordle contenude
%eip , c'est-a-direl'adressequi estjusteapresl'instructioncall . Donccall dest, alorsque
le compteurde programmevaut, disons, , estéquivalenta pushl $ suwvi dejmp dest.
Symétriquementret seraitéquialentea popl %eip (si cetteinstructionexistait) : quefait
ret , concetemen®

41



EXERCISE 3.4
Montrerquepushl source estéquivalenteasubl $4, %espsuvidemovl source, (%esp) .
Proposeun équivalentdepopl dest.

EXERCISE 3.5

Supposongue%eaxcontient'entier et%ebxcontient'entier  (ensigné)
(ennonsigre).Noterquele branchemerjte  sergprisapresuneinstructioncmpl  %ebx, %eax.
Qu'enest-ildanslescasdejg ,jl ,jge ,ja ,jna ,jb ,jnb ?

Encoreunefois, on rappellequelesinstructionsutiles du Pentiumsontrécapitueesen an-
nexe A.

3.1.4 Formalisation

Il estpossible.et mémeparfoisutile, de donnerune descriptionformelle de la semantique
desinstructionsassembleurLa versionque nousdonnerondci estoutrageusemerdgimpli ée
(voir la documentatiorintel : la semantiqueréelle de jmp prenda elle seuledeux pages),
maisessentiellement ele: vousn'avez pratiquemenaucunechanceen programmantie vous
apercgoir que la semantiqueréelle desinstructionsest plus compliglee que celle queje vais
décrireici.

D'abord, on doit dé nir la semantiquaedesmodesd'adressageSoit  I'ensembledetoutes
les adressewalidessur le processeuconsiceré : c'est l'intervalle surle Pentium.
Consiceronspoursimpli er la descriptiordesmodesd'adressagguelesregistresdu processeur
ontaussidesadressegjui sontdesconstante8oeax, %ebx, etc.,portantlesnomsdesregistres
enquestiongui sontdeuxadeuxdistinctesethorsde . Soit  I'ensemblede cesconstantes.
On supposeraue contient,outre les noms desregistresdéja mentionrés au dehut de la
section3.1, le nom %eflags ; ceciservirapour la semantiquede l'instruction cmpl et des
sautsconditionnels.

Unecon guration estuncouple , OU estunefonctiontotalede  vers
'ensemble desoctetsJamémoir, et estunefonctiontotalede  versl'ensemble
desmots32 bits. Notons ,ou , , , sontdesoctets]e mot32bits

: c'estle nombre ecritenbase256,avecle chiffre depoidsfaibleenpremier
On noteraaussi le mot 32 bits :
Si estunemémoire, estjustele mot 32 bits quel'on peutlire a partir de
l'adresse.

Dé nissonsla semantiquede source sousforme d'une fonction prenantunecon guration

enentieeetretournanunentier32bits source , qui estceluiquel'on trouve al'endroit
Speci épar
adressaganmeédiat,si

adressagabsolu si
adressagesgistre,si

adressagandirect,si
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Danscederniercas,la plage pourl'offset estarbitraire,et particuliereauproces-
seur (Ici, c'estla plageutiliseeparle Pentium.)

EXERCISE 3.6

Supposons . Lanotation n'a bienslr aucunsenssi .

D'apresvous,quelleestla semantiquedel'adressagabsolual'adresse lorsque vaut ,
, ? Corrigerdemémela semantiquadel'adressagendirect.

EXERCISE 3.7
II'y aenfait desinstructionsqui lisentnon pasdesentiers32 bits, mais seulement 6 bits ou
seulemens bits. Ecrirelessemantiqguesorrespondantes et _

De méme,on peutdé nir la semantiquede dest sousforme d'une fonction prenantune
con guration enente,un mot 32 bits , et retournanta con guration dest
resultantdel' écriturede al'adresse dest, lorsquel'on partdela con guration

adressagabsolu si
adressageegistre,si

adressagmdirect,si

On noteici ['uniqgue mémoire telle que et
pourtout . De méme, estl'unique fonction
de vers gquia associe etatout associe
EXERCISE 3.8
Corrigerlasemantique ., dansl'esprit del'exercice3.6.
On auraaussiparfoisbesoind'une troisiemefonction _  qui retournel'adresseou _
effectueunelectureet _  effectueuneécriture,dansles casou cesopérationsde lectureet

d'ecritures'effectuentenmémoire:

adressagabsolu si

adressagendirect,si

Ceciestutilisé dansl'instruction leal  (voir annexe A), maissurtoutdansles instructionsde
saut,jmp etautres.

Onpeutmaintenanté nir la semantiquadesinstructionsassembleut_e pointimportantest
gu'un programmeassembleudécrit un sysemedetransitions c'est-a-direun triplet , 0u

estun ensembldit d'états et estlarelationdetransition (Cen'estriend'autre

gu'un grapheorieng€.) L'intuition sous-jacenta un sysemedetransitionsestqu'il s'agitd'une
machine atoutmomentJla machineestdansun état , et peutsedéplacer(auprochaintic
d'horloge)dansun état tel que , etcontinuerainsi.

Ici, I'ensembledesétats serajustel'ensembledetouteslescon gurations . Le syseme
detransitionsestdoncparticulieremengigantesqué
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EXERCISE 3.9

Combieny a-t-il de con gurationsdansle Pentium,ensupposantjue  estdecardinall0 (8

registresde calcul, plus %eip et %eflags )? Comparezau nombred'électronsdansl'univers
multiplié parla taille del'universenangstbms, multiplié parla duréedevie del'universen pi-

cosecondes. multiplié essentiellemergar n'importe quelleconstanteuevoustrouverezdans
unlivre dephysique.Quelestle nombrele plusgrand?

Il estbiensir horsdequestiond'énunerertouslesétats.etpourchacun, , I'ensembledes
telsque . Pourdécrirela relationdetransition du syseme,nousallonsenpro ter
pourutiliserunformalismeguenousreverronsdansla suite,celui de semantiqueopérationnelle

Formellementunesémantiquepérationnelleestunensemblelereglespermettantdederiver
desjugements Danscelle qui nousintéresseici, nousutiliseronsdesjugementsde la forme

,0u et sontdeuxcon gurations.Lesreglessontdela forme

et exprimentque I'on peutdéduirele jugement a partir desjugements , ..., , desque
la condition estvéeri ée. ,..., et sontles prémissegle la regle,et estsa
conclusion.

Unedenospremieresregles,ici, seracelle qui donnela semantiqueadel'instruction movl :

%eip
“movl source, dest”
dest source %eip

Cettereglen'a aucunjugementen prémisse juste une condition,conjonctionde quatrecondi-
tionsatomiquesPar corvention,la notation* instr ” représentda suited'octetscorrespondard
l'instructionassembleurinstr , et dénotdasuited'octets
. Touteslessuitesd'octetsnereptesentenpasnécessairemermtesins-
tructionslégales.Enfait, lesensemblesl'instructionsdesprocesseurformenttoujoursun code
pré x e; cecisigni e que,étantdonreuneadresse donree,il y aauplusuneinstructionlégale
repesenkeparunesuited'instructionscommerttantl'adresse . Cecidéterminesnparticulier
defaEonuniquelalargeur del'instruction, qui estun entiervalantaumoins .
Laregleci-dessus'appliquedoncsi l'instruction stockeea l'adresse , qui estreperéepar
le contenu %eip duregistre%eip, estunerecopiemovl source, dest. Danscecas,
source recugerele mot 32 bits stoclé al'adresse source, I'appela dest le
stocleal'adresse dest. L'opération  %eip apoureffetdemodi er lacon guration
ainsiobtenueen changeante contenu%eip pourl'avancer octetsplusloin, c'est-a-diresur
I'instruction suvante.Rappelongjue estla fonctionquia associe , etatout
associe
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A noterqu'on auraaussipu écrirela regleci-dessusousla forme pluscompacte

%eip
“movl source, dest”

dest source %eip

La semantiquede l'instruction cmpl mérite quelquesexplications préliminaires: cmpl
source, dest compare dest avec source (dansle sensnversequel’on imaginerait).et cal-
culediversindicateursooleensintuitivementcmpl source, dest calculesi source dest,
si source dest,si source dest ( source et dest étantvuscommeentierssignés,oubien
commeentiersnonsigrés),etc.ll collectionneensuiteouscesrésultatdooleensdande registre

%eflags .
Formellementassimilonsles booleensvrai et faux aux entiers et respectrement.Soit
I'ensembledesbooleensSi estunefonctionde dans , I'indicatrice
estl'ensembledes telsque . Pourtoutepartie de , soit I'entier :
enparticulier estun mot 32 bits. Par exemple,si  estla fonctionqui associe exactement
a eta ,alors et : c'estle nombrequi, écrit en binaire,
vaut , C'est-a-direqui a exactemensesbits et

positionresa (encomptantapartirde , dela droiteversla gauche).

Cecodagepermetdestoclerjusqu'a32résultatdooleensdecomparaisongssentiellement,
cmpl source, dest calculetouslesrésultatsle comparaisonpossiblescorrespondard tous
les branchementsonditionnelspossibles égalité, inégalités strictesou non, en signé ou non.
Il stocle I'ensemblede booleenscorrespondansousforme d'un entier dans%eflags . Les
branchementsonditionnels'aurantplusensuitequ'atestere bit correspondardansgle registre
%eflags .

Bizarremen{pourdesraisonslectroniquesthistoriquegplusquelogiques)cmpl source,
dest calculeenfait d'autresconditionsbooleennesSoit unentierrelatif quelconquéenpar
ticulier, pasnécessairememepesentablesur32 bits). Ondit que déboide 32 bitsennonsigné
si et seulemensi ou . Ondit que débode 32 bits en sigré si ou

. Cesconditionsreviennenta dire que n'estpasrepiésentablexactemensousforme
d'un entiernonsignré, resp.signe, sur32bits. L'instructiondecomparaisommp source, dest
calcule dest  source, tantensigré qu'ennonsigré, et calculelesconditionsbooleennegor
respondandutestd' égalité durésultatavec , autestdenégativité,dedébordemengtderetenue
(testsi la differenceestplusgrandeque ).

Formellementsoient ZF SF OF CF unensembleleconstantegntieresdistinctes
deuxadeuxentre et .(Lesnomsdecesconstantesignient“zero ag”, “sign ag”, “over
ow ag’, “carry ag”.) Le résultatde l'instruction cmp source, dest consisteraa mettre

dansle registre %eflags , pour une certainefonction gue nousdécrivons
ci-dessousNotonsque _  retourneun entiernon sigre. Soit le booleen si deborde
ensigré, sinon. Soit le bit de signede , c'est-a-direle booleen si et seulemensi

estdansl'intervalle ; autrementit si le 32emebit (le dernierrepesentable
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sur32bits)de vaut .

%eip
“cmpl source, dest”
dest source
ZF SF OF CF

%eflags %eip

Ondiraquele agZF estmissietseulemensi ZF estvrai dansla dé nition ci-dessusetde
mémeaveclesautresags SF, OF, CF. Doncle ag ZF estmissietseulemensi vaut , c'est-a-
diresietseulemensi source dest. Cecipermettranotammentietesten' ealité de source
avec dest. Le ag CF permet,ui, detestersi dest source (ennonsigné).L'utilisation des
autresags estun peupluscompliglee, et estlaiseenexercice.

EXERCISE 3.10

Pour tout entier 32 bits non sigré, c'est-a-dire entre et , soit I'entier wvu
commeentier sigré : par de nition, Si , Si
. Notez que modulo . Montrezque dest source en sigrg, autrement
dit dest source si et seulementsi un exactement
des ags SF et OF est mis dansla regle ci-dessusautrementdit si et seulementsi, posant
dest source commeci-dessus, et ,
ou bien et . (N'hésitezpasa faire uneanalysedétaillee de tousles caspos-
sibles!)

La semantiqueprécisedesinstructionsde sautconditionneldépenddonc uniqguementdu
contenuwduregistre%eflags .Unenouwaugestqu'il y adeuxreglespourdécrirela semantique
dessautsconditionnelsune pourle casou l'instruction prendle branchementyune pourle cas
ou elle nele prendpas:

%eip .
'l dest” e “ile dest”
%eflags Yeflags
ZF ZF

dest

P
%eip Yoelp

EXERCISE 3.11

Ecrirelesreglesde semantiquevpérationnellepourlesautresnstructionsde branchemenjne
ja ,jna ,jb ,jnb ,jge ,jl ,jg ,jle ,ainsiqguepourjmp.Dansle casdejge etjl ,ons'aidera
del'exercice3.10.

3.2 La sAmantique dénotationnelle(de mini-Caml)

Danslatraditiondececoursd‘alternerconsicerationgratiqgueetthéoriquesrevenonsmain-
tenantaunlangagede plushautniveau: mini-Caml,quenousavonsdéjapréesengé ensection2.2.
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Nousallonsen n dé nir lafonctiondesemantiquegui atout programmenmini-Camlassociaine
valeurdansundomaine  adeé nir, etdontje parlaisdéjaensectionl.l.

Un desbutsde cetteconstructiorserade permettrede dé nir destraducteurgcompilateus)
d'un langageversun autre enl'occurrencemini-Camlversl'assembleuret dedémonter qu'ils
sontcorrects.Intuitivement,supposongjuel'on a unefonction de semantiquedénotationnelle

_ qui a tout programmemini-Caml associesavaleur , etune
fonction de semantiquedénotationnelle _ qui a tout programmeassembleur
associesavaleur , uncompilateur estunefonctionde dans , etil est

correctsi et seulemensi, intuitivement e diagrammesuvantcommute:

T @
II||I -
_ ||$

(Laréalite seraplus complee... notammenparcequela semantiquedel'assembleulquenous

avonsdécriteensection3.1.4n'est pasunesemantiquedénotationnelle.)
Danscettesection,nousallonsexaminerunedé nition possiblede la semantiquede mini-

Caml.Le but de cettedé nition estde comprendrdes programmesnini-Camldansun espritle

plus prochedesintuitions matlematiquesNotammentnousvoudronsvoir lestermes
commede véritablesfonctionsmatlematiques.

3.2.1 Domaines,le modele de Plotkin

Rappelongjuela syntaxe de mini-Camlestdonreeen gure 4. Un domaine  contenant
toutedesvaleurspossiblesiesprogrammesnini-Camldoit enparticulierdonnemunesemantique
auxfonctions , etdonccontenirtoutes,ou du moinssufsammentde fonctionsde

vers . Onestten€é dedemandeque contienne , 'espacedetoutesles
fonctionsde dans

Orici, onaun premierprobleme,enon& aucorollaire6 dutheoremede Cantor:

Proposition5 (Cantor) Soit un ensemblequelconquell n'existe pasd'injection de
dans

Démonstration. Supposons injective. On peutalorsconstruire

telle que pourtout . Il suft deprendre Si (cequiest

biendé ni car estinjective), et parexemplesi n'estpasdanslimage de . Posons
I'ensembledes telsque n'estpasdans . Posons .Si estdans ,

alorspardé nition de , n'estpasdans .Or ,donc n'estpas

dans , contradictionDonc n'estpasdans . C'esta-direque n'estpasun tel

gue n'estpasdans .Donc estdans , contradictiorencore.

Corollaire6 Soit un ensembleet supposongu'il existeuneinjection de
dans . Alors estunsingleton.
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Démonstration. D'abord estnonvide, car appliqe a la fonctionidentite de dans
, estdans
Supposongue contientau moinsdeux élementset soitdonc et deuxélements
distinctsde . Pourtout , On peutdé nir une fonction de dans par
Si , sinon. La fonction qui a
associe estalorsuneinjection,ce qui estimpossibleparla proposition5.

En particulier ne peutpasétreinclusdans , l'inclusion étantune injection.
On setrouwe alorsdevant unesituationbéte : le seulmodele qui ait un sensestcelui qui n'a
gu'unevaleur qui seraitla valeurdetouslesprogrammesll n'y auraitalorsaucunmoyendeles
distinguer

Heureusemensi au lieu de demandeque soit justeun ensemblepn demandejuece
soitun cpo (voir sectionl.2.3),et quelesfonctionsde dans  soientcontinuegausens
de Scott),onvaréussira évitercedilemme.L'utilisation descpodansle cadredela semantique
dénotationnellea de plus unejusti cation philosophiquecohérente: unevaleur dansun cpo
estun “calcul partiel”, c'est-a-direunedonreequi donneuneindicationsur ce qu'on cherchea
calculer maisalaquelleil peutmanquerencoredesportions.Plusl'on grimpedansle cpo,plus
la valeurdevient precise jusqu'aatteindrda valeur nale du programmequi estle supdetoutes
lesvaleurspartielles C'estd'ailleurs parcetteintuition queDanaScottenestvenuainventerles
cpodanslesanrees1960-1970.

EXERCISE 3.12
Il semblenatureldeconsicerer seloncetteintuition, qu'unevaleurtotale c'est-a-direcompktement
calcuke,soitpardé nition unélementmaximald'un cpo.Montrer, enutilisantl'axiome duchoix

gue,pourtoutcpo , pourtout , il existeaumoinsunevaleurtotaleau-dessude
Notons I'espacedetouteslesfonctionscontinuesde dans , munide
I'ordre point a point : si et seulemensi pour tout . Nousallons
remplacer'exigenceque contienne (I'espacede toutesles fonctionsde
dans ) parle fait qu'il doive contenirseulement . Cecicorresponda uneautre
intuition de Scott,qui estquetouteslesfonctionscalculablesontcontinues.
D'autrepart,nouspouvonsdemandeque necontienne qu'aisomorphisme

pres; dansles cpo, un isomorphismesstunefonction continue,bijective, et d'inversecontinu.
Notons larelationd'isomorphismeentrecpo.ll estfaciledevoir quele faitque  contienne
a isomorphismepres est eéquivalenta demandef'existencede deux fonctions
continues et tellesque soitl'identité sur
. (Ondit alorsque estunrétractde )
L'une desréussitesle Scottestd'avoir demontgé :

Théoreme7 (Scott) Soit un cpo quelconqueAlors il existe un cpo tel que
etcontenant (aisomorphismeres).

La constructiorestun peucompliglée,etje lui preféreraiuneconstructiormoinsgérerale mais
plus simple,le mocele de GordonPlotkin. Notre but, rappelons-legstde fournir un cpo
non-trivial contenansonespacealefonctionscontinues.
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Consiceronsl'ensemble  despartiesde . (La notation estuneautreécriturepour
mais le nom traditionnelde ce mocele est |, pas .) Muni de l'ordre d'inclusion , il
formeun ordrepartiel... etmémeuntreillis complet.C'estdonc,enparticulier un cpo.Cecpo
estexactemente cpo guenouscherchons.

m+n=5-.
m+n=4 .
m+n=3-.
m+n=2-.
m+n=1-

m+n=0-.

FIG. 12— Codagedespairesd'entiers

Laconstructiordumodele  estfondéesurquelquesemarquedD'abord,onpeutrepresenter
toutepairet d'entiersparunentier , parexempleparla formule:

Lavaleurde enfonctionde enabscisseetde enordonree,estdonréeen gure 12.
Ensuite,on peutrepéesentetout ensembleni d'entiersparle nombrebi-
naire . (Oui, nousavonsdéjavu cecodageensection3.1.4!) Réciproquementput
entier peutétreécritenbinaire,etrepésentd'ensemble ni detouslesentiers telsque
lebitnuméero de esta :voirla gure 13,oul'on aécritl'ensemble souda
formedunombrebinaire , Soit endécimal— autrementlit,
et

109 8 7 6 5 4 3 2 10

@.3,47,9,10=[1]1]o]1]ofo]1]1]o]1]o] =1600

FIG. 13— Codagedesensemblesis

EXERCISE 3.13
Trouver uneformule pour et pour

L'astuceprincipaledansla constructiorde  estquela continuite desfonctionsde  dans
permetdelesrepiesentecommelimites d'objets nis :

1Ondit coupleenfranEais, mais?pair’enanglais Pourvoushabituerauvocatulaireinformatique'ai choiside
consererl'anglicisme,qui estplususueldansle vocahulairecourant.
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Lemme 8 Pour toute fonction de dans , estcontinuesi et seulemensi pour tout
, estl'union detousles , partie nie de .

Dédmonstration. Seulemensi : supposons continue,et soit un ensemblenon vide. L'en-
sembledesparties nies de estdirigé, etsonsup(l'union desesélémentskest . Donc est

le sup(lI'union) detousles , partie nie de .

Si: supposongjue , pourtoutepartie de . Soit unefamille
dirigéedepartiesde . Le supdes estl'union des , lorsque parcourtespartiesnies
d'aumoinsun , alorsque estl'union des lorsque parcourtiespartiesnies de

. Clairementoutepartie nie d'un estaussunepartie nie de . Réciproquement,
si estunepartie nie de , alors estunepartie nie d'uneunion nie detels : pour
chaque , posons un telque , alors estinclusdans . Comme
estdirigée,tout union nie de estinclusdansun , doncsi estunepartie nie de

, alors estunepartie nie d'aumoinsun .Donc estcontinue.

L'id eeestalorsquetoutefonctioncontinueestdé nie parsesvaleurssurlesensemblesis,
etquelesensemblesis sontcodablegpardesentiers.Ondé nit donc:

etsoninverseagauche
ni

Thdoreme9 Lesfonctions et sontbiendé nies, continueset estl'identité sur

Démonstration. Il estclairque estbiendé nie; I'estaconditionque soitbiencontinue

pourtout . Or, si estle supd'une famille dirigée , autremendit , alors
ni ; ceci vaut exactement
ni , parun agumentsimilaire a la deuxemepartie
dela démonstratiordu lemme8.

Que soit continuesigni e que,si estle supd'une famille dirigée , alorsle sup
de la famille de fonctions ni , c'est-a-direla
fonctionqui a associe ni (on rappelleque
I'ordre sur estl'ordre pointa point) doit &treexactementa fonctionquia associe

ni . Mais ceci est évident, parceque les quanti cateurs
existentielscommutent.

Lacontinuiede revientadireque,si estunefamille dirigéedefonctionscontinues,
alors , C'est-a-dire

, Ce qui estévidentpuisqueles deux cotés de I' égalité valent
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Finalementyéri ons que estl'identité sur . Soit unefonctioncontinuede
vers

ni
ni

ni
Mais cecivautexactement , parle lemmes8.

EXERCISE 3.14

Un élément ni (aussidit compac} d'un cpo estun élement tel que, pour toute partie
dirigée telleque , alorsil existeun éléement de telque . Montrerqueles
elementsnis de  sontpréecigmentlesparties nies de (ausensusueldumot” ni”).

EXERCISE 3.15

Notons,danstout cpo , . Montrer que estouvert dansla
topologiede Scottsi et seulemensi  estun €lementni de . La topologieengende par
les , ni dans , estdoncunetopologiemoins ne quela topologiede Scott.Montrer,
en consiceronsle cpo , que cettetopologieesten géréral strictementmoins ne ; on
commencergarsedemandeguelssontles élementsnis de

EXERCISE 3.16

Un cpoestdit algébriquesi etseulemensi tout éelementestsupd'unefamille dirigéed' éléments
nis. Montrerque  estun cpo algébrique.Montrer que,danstout cpo algébrique la topolo-

gie de Scottestexactementelle qui estengendeeparles , ni. Le cpo est-il

algebrique?
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4 Le&on4

Nous continuonsaujourd'huinos efforts dansle but de décrire une semantiqueaussinatu-
relle que possiblede mini-Caml. Nouscommerttons par poursuvre la leEon 3, endonnantune
semantiqualénotationnell@lemini-Camlensectiond.1.Nousverronsunesemantiquedéja plus
conceteensection5.1, avec laquellenousferonsle lien. Cettederniere seraune étapedansle
processusjui nouspermettradedé nir un compilateupourmini-Caml.

4.1 SAmantiqueddnotationnellede mini-Caml

Nousallonsdeé nir unefonction _ qui prendune expressionou un programmemini-
Camlenentiee,etretournesavaleur Supposonsjue estun cpocontenant , a
isomorphismepres,parexemple

Une expressiommini-Camldépendde variables et 'on ne peutpasdéciderdela valeurdes
variablescommeta, ex abrupto La fonction _ vadoncprendreunargumentsuppEmentaire,
unervironnement , OU estl'ensembledetouteslesvariablesL'en-
vironnementlit, pourchaquevariable , quelleestlavaleur guenouslui donnonsLavaleur
d'une expressionpar exemplex+1, serainterpetee dansun tel ervironnement si x
alorsintuitivementia valeur dex+1 danscetervironnemensera .

Une expressionmini-Caml dépendausside I' étatcourantde la mémoire... Oh, pasencore
la mémoireau sensou nousl'avonsvue ensection3.1.1,maisquelquechosede plus abstraitet
enmémetempsde prochedansl'esprit. Le but serade donnerune semantiqueaux expressions
portantsurlesréferences, v .

Donnons-nousnensemble ni oudénombrableguelconqueOnappelleracorvention-
nellementesélémentge lesadresseset cecidevrait vousrappelela section3.1.1.Mais
ici, nousallonsétremoinsconcrets. nousne stoclkeronspasdesoctetsa chagueadressemais
desvaleursquelconqueslenotrecpo . De plus,nousallonsconsicererqu'il peutexisterdes
adressemutilisees,ausensou rienn'y eststocke. Une mémoile seradoncici unefonctionpar
tielle de vers . Mieux, onvamémedemandeguelesmémoires soientlesélements
del'ensemble desfonctionsdedomaineni de vers . Ceci
repesenterau’on nepeutstocker qu'unequantie nie d'informationatoutmoment.

Au total, la semantiqued'une expressiormini-Caml  dansun ervironnement et
unemémoie seraun élement de : unepaire formée
dela mémoireapresl'exécutiondel'expressionetdela valeur retourree.

EXERCISE 4.1
Montrerque,si estuncpo,alors et aussipourl'ordre pointapoint.

4.1.1 Quel genre decponousfaut-il ?

Au vu desconstructionglemini-Caml,onn'aurapasbesoind'un domaine  quicontienne
(pourlesfonctions),maisquelquechoseressemblana

: lesfonctionsmini-Camldémarrentlles-némesdansunecertainemémoire,etretournent

unenouwelle mémoire.Ceneserapassufsant. D'abord, il sepeutqu'unetelle fonctionboucle,

52



etneretourngamais.Pourrepesentececomportemeniynvaconsicererqu'unefonctionmini-
Camln'a paspourvaleurunefonction continuede vers , maisvers
,0u  dénotelecpo avecunnouwl élement ajoutken-dessoudetousles

élementde

DAnition 4 (Relevement) Pourtoutcpo ,soit  le cpouniondisjointede etde , avec
si etseulemensi ou et dans

Vu sousl'angle mattematique, estbien un cpo, maisil n'est

en géréral paspointe. Or le corollaire 3 demandea ce que l'on se placedansun cpo pointé
pourgarantirl'existencedepoints x es,etnousauronsbesoindetelspoints x espourdé nir la
semantiquede la construction . Le cpo

, lui, estpointg, et nous|'utiliserons commedomainesémantiquedesfonctions mini-
Caml.

EXERCISE 4.2
Montrerque aunpluspetitélement.Lequelest-ce?

EXERCISE 4.3
Soit unsous-cpale , c'est-a-direunsous-ensembige  qui, munidel'ordre ( )de
estuncpo.Montrerquel'ensembleformé, d'une part,despartiesdelaforme

avec , d'autrepartdel’ensemblevide, estunsous-cpale  isomorphea
EXERCISE 4.4
Soient et deuxsous-cpale .Montrerque , 'image par ducpo , est
unsous-cpale  isomorphea ; et ontétintroduitesensection3.2.1.Indication:
surtoutn'utilisez pasla dé nition de etde , justeleursproprietesde continuié et le fait que
estl'identité.
Ensuite,mini-Caml permetde raisonnersur desréférencesintuitivement,la valeurd'une
referenceserauneadressejans . Nousaimerionsdoncpouwir consicererque contient
, mais estun cpoet un ensemblesansstructured'ordre particuliere.On utilise

alorsl'astucesuivante:

Lemme 10 Pour toutensemble , munidel' égalitt commeordre partiel estun cpo.On dit
gu'untel cpoestplat

Autrementdit, vu commecpo plat estun cpo dont tous les élementssontdeux a deux
incomparablesCecicorrespondien a l'intuition de Scottqueles élementsd'un cpo sontdes
valeurspartielles: dansun cpoplat, toutevaleuresttotale.

EXERCISE 4.5
Rappelongjue est ni oudénombrableMontrerque estisomorphea un sous-cpo
de . Montrerque , , sontisomorphesdessous-cpale

Mini-Caml permetausside raisonnersur des -uplets.On a doncbesoind'une notion de
produitcarésiendecpo:
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Lemme 11 Pour touscpo , ..., , le produit estl'ensembledes -uplets
: - , avecl'or dre composant@ar composante

SSi et et
Il s'agit d'un cpo.De plus, les projections sontcontinuesEn n, si
Yo sontdesfonctionscontinuesalors la fonctionqui a
associe estcontinue
EXERCISE 4.6
Démontrede lemmell.
EXERCISE 4.7
Soient ,..., dessous-cpale . Posons , , etpour ,
. Montrer que estun sous-cpade
isomorphea

De mémequel'on disposedesproduits,on a aussilessommesg'est-a-direl' équivalentdes
unionsdisjointes:

Lemme 12 Soit unefamille de cpo. Leur somme ou coproduit estl'ensemble
descouples ou et , avecl'or dre sommelé ni par:
ssi et dans
Il s'agit d'un cpo.Deplus,lesinjections sontcontinueskEn n, si
sontunefamille defonctionscontinuesde  dansuncpo , alorsla fonctionde dans
quia associe estcontinue
EXERCISE 4.8
Démontrede lemmel12.
EXERCISE 4.9
Soit unensemblel'entiers.Soit unefamilledesous-cpale . Montrerque

estunsous-cpale  isomorphea

EXERCISE 4.10
Geéreraliserle lemmel1l et lI'exercice4.7 aux casde produitsin nis decpoindexéspar . En
guoi cecidiffere-t-il (ou non)d'un espaceale fonctionscontinuesde versuncertaincpo?

Avec le produit et la somme,on peutdé nir le cpo deslistes (ou mots ou suiteg
d'élementgde
On peutaussideé nir les sommesnies , QUi ne sontautresque , avec

Nousavonsbesoind'un domaine  quicontienne
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- pourrepésentetesfonctions;

- pourlesréferences

- pourles -uplets;

— pourlesentiers

— pourlesbooléens.
De plus, on souhaitepouvoir faire la differenceentrefonctions,réferences, -uplets,etc. Nous
serongdoncintéresg parla sommedetouscescpo.

Dansles sectiongjui suvent,noussupposerondoncque estun cpotel que,aisomor
phismepres:

(2)

EXERCISE 4.11

En utilisant les exercices4.3, 4.4, 4.5, 4.7, 4.9, montrerque estune solution a
I'in égalité ci-dessus.
4.1.2 Sdmantiquedénotationnelledesexpressions

Le problemedu domainedesvaleurs etantregle, passons la semantiquedesexpres-

sions.Nousallonsdé nir la quantié parrécurrencestructuelle
surl'expression , c'est-a-direque seradé nie enfonctiondedonrees :
ou estunesous-epressiordirectede

Les espritsattentifsaurontau passageemarqe quele résultatde n'‘est nale-
mentpasdans , maisdans . il esteneffet possibleque,enprésence
de , I'évaluationde  neterminepas.

Ceciétantdit, la semantiquadesvariablesestimmeédiate:

3)

Unevariablea eneffet pourvaleurce quel'environnementit, etla mémoireestinchange.
Pourla semantiquedesfonctionset de leurs applications,on utilise le fait que (a isomokr

phismepres), estun sous-cpale
si 4)
ou
et
sinon

(5)

ou estdé ne par
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En d'autrestermes pour calculerla valeurde dansl'environnement , et en partantde la

méemoire , oncalculela valeur de . Cecipeutvaloir (pasmoyend'obtenirla
valeurde entantquefonction),auquelcasla valeurde est denouwau.Ou bienceci
vautun couple formé d'une nouwelle mémoireapres!' évaluationde , etd'unevaleur

.Si n'estpasunefonction,c'est-a-direpasun élementde
encoreunefoislavaleurde est (I'indé ni). Sinon,onappliquelafonction alavaleurde
si pasindé nie. La semantiquede devrait etre plus dechiffrable. Notezcependant
guelamémoire nechangeaslorsdel'exécutionde : le coupleretourre est ,
avecle méme qu'enparanetre.Maislavaleur elle-mémeestunefonctionqui prendrd’ état
courantdela mémoireaumomentou onl'appliquera,et pourraretournemunenouwelle mémoire.

EXERCISE 4.12
Intuitivement,dansquelordrela dé nition de force-t-ellel' évaluationde ?

EXERCISE 4.13
Montrerqueles cotesdroits deséquationst et 5 sontbiendé nis. Notezen particulierqueles
injectionscanoniquesonttoutescontinuesV éri ez soigneusemermnparticulierquela fonction
del' équationb estbiencontinue,ensupposantjue estunefonctioncontinueen
pourtout

La constructiorsuivantede mini-Camlestle

(6)

Si
sinon
EXERCISE 4.14
Lesconstructions et sont-ellesequivalente® On dira que
deuxexpressions et sontéquivalentesi et seulemensi pour

tout et

Abordonsmaintenantes réferencesgce pour quoi nousavonsintroduit les mémoires.Pour
ceci:

DAnition 5 (Stratdgied'allocation médmoire) Unestraggied'allocationmémoireestunefonc-
tion del'ensemble desensemblesiis d'adressevers ,telleque
pourtoutepartie nie de

Fixons-nouslansla suiteunestragégied'allocationmémoire
Ennotant le -upletvide (dans ):

(7)
ou
sinon

Si ou (8)
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sinon
si 9
ou
sinon
L'effetde estdoncdecalculer , puisd'alloueruneadress@onencoreutilisée , c'est-
a-direhorsdu domainede le mémoirecourante (si c'est possible c'est-a-diresi la straggie

retourneautrechoseque ), etmetajour la mémoiredesortequel'on trouwve lavaleur de
al'adresse .

Lesopeérationssurles -upletssontmaintenanfaciles.Notons le -uplet(le mot)
formé descomposantes , ..., . Nousn'utiliseronspasla notation , qui pourrait
prétera confusionavecla syntaye des -upletsdansle langagemini-Caml.

(10)
ou et pourtout
sinon
(11)
Si
sinon

Rappelongque . La semantiquedes autresconstructionsessentiellesle mini-

Caml,la sequenceetla conditionnelle estimmédiateelle aussi:
(12)
ou
sinon
(13)
ou
ou
sinon

Nousne donnerongasla semantiquedesautresinstructions,qui se dé nissentau caspar
cas,or nousn‘avons pasdé ni préeciementde quellesautresinstructionsnousdisposonsen
mini-Caml(voir lestrois petitspointsdanda ligne desopérationsarithmétiquesen gure 4). Les
constructiongssentiellesnt &t vuesci-dessusgetoutefagon.

Ensupposanguetoutedesconstructionslemini-Camlont ét décrites(c'est-a-direenigno-
rantlesconstructiongrithmétiques passoucide simplicité), on peutmontrer:

Thdoreme13 (Bonneddnition, continuitd) Leséquationg3)—(13)sontunedé nition valide
de la fonction _ . De plus, est
continueen et
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Démonstration. Lesdeuxrésultatsbonnedé nition etcontinuié,sedemontrensimultarement,
parrécurrencestructurellesur . A noterqu'onabesoindela continuige de neserait-ce
guepourmontrerquele coté droit del' équation(5) dé nissantla semantiquele est
biendé ni, sansparlerdecontinuit.

EXERCISE 4.15
Montrer qu'une fonction de dans ,ou , , sontdescpo,estcontinuesi et
seulemensi elle estcontinueenchaqueargumentsepaément Autrementdit, estcontinuede
vers sietseulemensi, pourtout , lafonction estcontinuede vers
, et pourtout , la fonction estcontinuede vers . (Onrappellequece
n'est pasle caspourlesfonctionsd'un produitde deuxespacesopologiquesjuelconqueslans
unautre.)

EXERCISE 4.16
DéemontrezZformellementle theoreme13. On pourras'aider de I'exercice4.15 pour le casde
I' equation(s).

4.1.3 Sdmantiquedénotationnelledesprogrammes

Nousavonsdonre la semantiqualesexpressionsi] resteadonnercelledesprogrammes.es
programmesnini-Caml sontjuste deslistesde dé nitions, récursves (

) ounon( ).

La semantiqued’'unetelle dé nition seraunedonrée dans .En
effet, soit la dé nition échoueg(n'a aucunsens),et vaudra , parexemple,si ne
terminepasdans , Soit la dé nition retourneun nouwel ervironnement , enrichi

dela dé nition dusymbole ou , ainsigu'unenouwelle mémoireau casou le calcul l'aurait
modi ée.

Posons . Onrappelleque estun cpopointé
(exercice4.2). Par le corollaire 3, toutefonction continue de dans a un plus petit
point x e, notons-le (“least x edpoint”). La dé nition suivanteestdonclégitime:

(14)
ou estla fonction qui a associe'unique  tel que
estpar constructionun élementde . De plus, est

continueparl'exercice4.16.
Le casdu estplussimple,maispermetde changeita mémaoire:

(15)
ou
sinon

Finalementun programmeetantuneséquencealetellesdé nitions, on pose:

(16)
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5 Le&onb5

5.1 SAmantiqueopdrationnelle grands pasde mini-Caml|

Toutceciestbeletbon,etmoduloguelquesoncessional'informatique ('usagedemémoires,
la manieobsessionnellde vouloir despoints x esdetoutefonctionquel’'on puisseécriredans
le langage)on aréussiadé nir unesemantiqueaugolt matlematiquede mini-Caml.

Mais ce n'est pastout : il faudraexécuterles programmesnini-Caml, et pour ceci nous
cherchons lestraduireenassembleytangagequela machinecomprend.

NousallonsfairececiparétapeslLa premereétapevaétredede nir unenouwelle semantique
du langagemini-Caml, plus prochede la machine et nousmontrerongyu'il existe unefonction
detraductionde la precgdenteversla nouwelle, qui estcorrecteau sensou un diagrammeres-
semblant (1) commute.

Nousallonsaussienpro ter pourintroduireunenouwelle formedesémantiquedite opérationnelle
commecelledel'assembleuensection3.1.4,maisunpeuplusriche.A premeierevue,il n'y aura
pasgrandedifféerence Une semantiqueopérationnellepermetde dériver desjugementsa l'aide
d'un ensembldiendé ni deregles Ici, nousutiliseronsdesjugementsiela forme

quisigni ent quedand'environnement , enpartandelamémoire ,'exécution
de peutterminerenretournant commenou\el étatde la mémoire,etla valeur
Ceciestarapprochedel'af rmation , et,jusqu'ici, nousdironsquec'est

affaire de golt de préfererl'une ou l'autre présentationlUne premeere différence cependant,
c'estquela semantiquedenotationnelletaitparessenceleterministe  aexactementneva-
leur dansun environnementet unemémoiredonres.Une semantiqueopérationnellepermetde
direque s'évalue,defaEonnon-éterministeaunevaleur ouauneautrevaleur

5.1.1 Clotures

L'essentielde la nouwelle semantique cependantest que nousallons tenterde rendrela
notionde fonctionplus concete.Dansla semantiqualela section3.2,la valeurd'une fonction
estunevraiefonction matfematique Mais cecine serepesentgassur un ordinateut Comme
onl'a vu, la notionla plusprochequel'on ait enassembleuestla notiond'adressed'exécution
d'un morceawdecode.

Nousallonsdoncdonnermunenouwelle semantiqualemini-Camldandaquellela valeurd'une
fonction sera,apeudechosegpres,uneadresselansun morceaude code.Comme
nousn'en sommespasencoreréellementa compiler en assembleymousallons estimerque
I'expressiorsyntaxique estelle-memeun symbolerepsentantadressed'un code
aexecuteretlavaleurde seratoutsimplement'e xpressiorsyntaxique
elle-méme.(Cecinécessitale changele domaine desvaleursde sortequ'il contienneune
copieisomorphedel'ensembledesprogrammesiu langage.)

Ceci,malheureusememntgfonctionnepas.Consiceronsl'exemple:
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letrec f = fun x >
let g = fun y -> x+y
in g

let a=f 3 4;

Seloncetteexplication, la valeurde g dansla dé nition def serajustel'expressiorsyntaxique
fun y -> x+y. Maisalors,quevauta ? Ceseraitla valeurde (fun 'y -> x+y) 4, soit
x+4 , oui, maispourquellevaleurdex ? La semantiquelela section3.2 dit ala placeque,dans
la mesureou f estappeéeavecl'argument , elle retournela fonctionqui a associe ,
puis cettefonction estappliqueea , retournant . Doncil ne suft pasde retournerle code
fun y -> x+y, il fautaussiretournerun ervironnementgui nousinforme que ce codedoit
étrecomprisavecy valant .

Un coupleformé d'une expressionde la forme et d'un environnement est
traditionnellemenappeé uneclbture. En pratique,on ne saitpasrepresenteun ervironnement
complet,qui associainevaleurachaquevariabledans  , unensemblen ni. Heureusement,
on n'a besoinquedesvariablesqui apparaissertbresdans . (Encoreunefois, on
ignorelesinstructionsarithmétiquesci.)

DAnition 6 (Variableslibr es) L'ensemble desvariableslibres d'une expressionmini-
Caml estdé ni parrécurrencestructuellesur  par:

EXERCISE 5.1
Montrer que la semantiquedénotationnelled'une expressionmini-Caml ne dépendque des
valeursdesesvariabledibres. Autrementdit, pourtoutexpression mini-Caml,montrerquesi
et sontdeuxernvironnementselsque pourtout ,alors

Par I'exercice5.1, on peutsecontenterd'apparierunefonction syntaxiqueavec un erviron-
nementni, c'esta-direunefonction partielledesvariablesverslesvaleurs,de domaine ni.
Onenvientadé nir lesvaleursdesfonctionssousformedeclotures:

DAnition 7 (Cloture simple) Une cldturesimpleestun triplet , ou , est
une expressionmini-Caml, et estun ervironnementni tel que
. Onnotera I'ensembledetouteslescloturessimples.

Cettedé nition estacompkterparunedé nition del'ensemble desvaleursquenousutili-
serongdansla dé nition denotrenouwelle semantiquePourlesdifferencierde I'ensemble
desvaleursguenousutilisionsjusqu'ici, nousappellerons  I'ensembledesvaleursconcretes
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et celuidesvaleursabstmites Sila valeurabstraited'unefonctionestunefonctioncontinue,
la valeurconcete de la mémefonction seraunecloture: les valeursconceetesne sontpasles
valeursabstraiteset ne peutdoncpasétrele mémeensemblejue
Avantde dé nit I'espacedesvaleursconceetes,nousdevonspréwir de pouwir dé nir des
fonctionsrécursves,c'est-a-direcellesdé nies par (quenousverronsensection5.1.4).
Or, sil'environnement ernvoiele symboledefonction verslacloture ,lecorps de
la cléturenepeutpasfaireréferencea , c'est-a-direala mémecloture.(Dansdesréalisationsn-
formatiquegratiquespn peuts'arrangempourque fasseé'pointer” le symbole versla cloture
, Créantainsiun cycle. Ceciseraitmaladroita realiserdansla descriptionencoretres
matrematiqueguenousnousapp@étonsa effectuer) Nousdé nissonsdonc:

DAnition 8 (Cloturerdécursive) Une cldture récursve estun quadruplet , ou
,  estuneexpressionmini-Caml,et estun ervironnementni
tel que . Onnotera I'ensembledetouteslescloturesrécussives.

L'id eeestque dénotela fonctionquia associe , étantentenduquedansle
calculde ,touteréféerencea dénotecettemémefonction.Onnoteraque et sont
disjoints.

DAnition 9 (Valeurs concretes) L'ensemblelescldturesest
L'ensemble desvaleursconcetesestle pluspetitensembleel que

(18)

ou dénotent'ensembledessuites nies d'élementgde , et estla sommadlisjointe
usuelle

Il fautbienremarquenqu'ici et sontdesensemblegasdescpo. |l setrouve en effet
quel'in égalité (18) auneplus petitesolutionentantqu'ensemble

EXERCISE 5.2

Soit I'ensembledetouslesarbresnis construitscommesuit. Un sommet'un tel arbreest

etiqueé parl'un dessymbolesCLOS ou FIXCLOS

(ou , estuneexpressiormini-Caml, ,..., sont variabledistinctesetcontenant

aumoinstouteslesvariabledibresde  saufpossiblement, etpossiblement dansle second

cas),ADDR (ou ), SUITE, Z (ou ), ouB (ou ). Un sommet

etiqueé CLOS , resp.FIXCLOS a |Is :sices Is

repiesentendes élements de , alorsl'arbre a ce sommetrepsentela cloture
, resp. . Un sommet

etiqueé SUITE aunesuite nie quelconqueale Is. Lesautressommets'ont pasde Is. Montrer

z

que obéit al' équation(18), modulounisomorphismedacile atrouver.

La nouwelle semantiqueque nousdé nissons pour mini-Caml se démarquede celle de la
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section3.2 essentiellemeren ce qui concerndesfonctions,et on dé nira donc:

cléturesimple

cloturesimple

A cepoint,il estbondedigérerunpeucesdé nitions. Nouslescommentongnsections.1.2.
Nousdevronsencoretraiterdesfonctionsdé nies par , pourlesquellesrousavonsintro-
duit lescldturesrécursves: nousreleguonsecasala section5.1.4.

5.1.2 Appel gauche-dite, par valeur, par nécessid, par r éférence

Contrairemené la semantiqueopérationnellequenousavonsdeé nie pourl'assembleulsec-

tion 3.1.4),la regle notamment desprémissesCecisigni e que,pour évaluerl'appli-
cation dansun ervironnementni , en partantd'une mémoire (conclusion),il suft
de:

— évaluer dans enpartantde , etsile résultatexiste et donneune nouwelle mémoire
, etunevaleurqui estunecldture , alors:
— évaluerl'argument dans enpartantde cettederneremémoire ; sile résultatexiste
etfournit unetroisiememémoire , etunevaleur , alors:
— évaluerle corps  delacléturedand'environnementni  delacloture,modi édetelle
sorteque vaille lavaleur del'argument.
Si cettederniere étaperéussitet fournit unederneremémoire  etunevaleur |, alors
estle résultatde!' évaluationde
Onadoncdeé ni uneregled'évaluationdela gaudeversla droite: d'abord  estéwvaluéen
unecloture,ensuitesonargumentestcalcuke. On auraitaussibienpu calculerdela droiteversla
gauche Peudelangagede font. Une exceptionnotableestCaml.

EXERCISE 5.3
Ecrireuneregled'applicationmodi €eou I'argument seraitévalué avantla fonction

Une autrecaracéristiquede la regle estqgu'elle fonctionneen appelpar valeur: la
valeur del'argument estcalcuEeavantd'étrepas€eaucorps delafonction.D'autres
langages dits paresseuxcommeMirandaou Haslell, utilisentla notion d'appelpar nécessi,
ou l'argument n'est tout simplementpaséwalug, et estpase tel quela . En appelpar
necessk, c'est I'analoguede la regle qui chercheraa effectivementcalculerla valeur
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desvariablesL'avantageestquel'argument neseraévalué quesile corps  dela fonction
requierteffectivementla valeurdela variable poureffectuersoncalcul.

Le langage C fonctionne,commeCaml ou mini-Caml, en appelpar valeur Mais d'autres
langagesencoreutilisent!l' appelpar réference Par exemple,enC++, on peutécrire:

int f (int &x)
{

X = xX+1;
return  x+2;

}

La caracéristiqueessentielléci estla déclarationint ~ &x, qui déclarequele paranetreentierx
estpas& nonpasparvaleurcommed'habitude(on auraitjusteécritint  x), maisparréference.
Autrementdit, sil'on écrit:

int n =3
int m=1f (n);

aulieudecalculern |, d'appelerf enrecopiant'entier dansunenouwelle variablex propre
af, puis deretournerle résultat et de le stocker dansm commecela se passeraien appel
parvaleur ici I'appelf (n) vapassedirectementadresseden aucodedef , desortequela
variablex def soitexactemenaumémeendroitquela variablen. Ceciacommeconsgquence
quelinstructionx = x+1; delapremereligneducodedef vaenfaitincrementet'entier n.

On auraitpu écrirele mémecodeen C pur, c'est-a-direenappelparvaleut en utilisantles
pointeurs.

int f (int *xp)

{
XP = *Xp+1;
return  *xp+2;
}
int n =3
int m=1f (&n);

A noterquel'op ération&n récugerel'adressedela variablen enmémoire(on pourracomparer
avecl'instruction leal |, cf. section3.1.4),et*xp récupgerele contenude |'adresse(pointeur)
stockéedansxp (oncompareravecle moded'adressagéndirectdel'assembleur).

5.1.3 Autresregles

Le restedesconstructionsie mini-Caml reEoit une @mantiquesanssurprise,inspiree des
reglesdela semantiqueléenotationnell@ela sectiord.1.2.La constructiorlet sedécritcomme
en(6):
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En utilisant une straggie d'allocation mémoire , on obtientles analoguegle (7), (8),
(9). Il esta noterquedansla semantiqueoperationnellede cettesection,noussupposeronsn-

plicitementque , ... varientparmil'ensemble desmémoilesconcretes a sa/oir des
fonctionspartiellesdedomaineni de vers
EXERCISE 5.4

Traduirelesregleq10),(11),(12),(13)ensémantiquepérationnelleLes -uplets
sont-ilsévaluésdegaucheadroite,dedroiteagauchepudansun autreordreencore? Pourquor?

5.1.4 SAmantiqueopdrationnelle desprogrammes

Commedansla semantiquedénotationnellenous devons donnerla semantiquedes pro-
grammesPourceci,nousdeé nirons unenouwelle formedejugement

z

exprimantquel' évaluationde la ou les déclarations en partantd'un ervironnementni et
d'une mémoire produitle nouwel ervironnementni  etla nouwelle mémoire . Le casdu
estsimple,etestsimilairealaregle(15):

Le casduletrec  estbienentendyluscomplique. Notonsqueletrec  estla seuleconstruc-
tion de mini-Caml permettant' écrire desboucles(récursion,while ). Si la nouwaut de la
semantiqueguenousécrivonsétaitles cléturesdansle casdesexpressionsgansle casdespro-
grammesgeserae traitementesdé nitions récursves.C'estla raisonpourlaguellenousavons
introduitlescldturesrécursvesendeé nition 8:

cloturerécursve

A partpour/l'utilisation d'une cldtureréecursve, cetteregle seraitpratiquementa combinaison

d'une applicationde etde . Il nousrestea dé nir comment'on évaluel'appli-
cationd'une cléturerécursve aunamgument.C'estlaregle ci-dessousrappelonsen
effet quelaregle netraitait quedu casdel'applicationd'une cléturesimple
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cldturerécursve

Notonsque la differenceavec la regle estque, pour évaluer , on se placedansun
ervironnementni danslequel estlié a la cldture récursve , de nouweau.
Nousillustreronsenpassantusagede cetteregledansla suite.

5.1.5 Arbr esde ddrivations, rdcurrencesur lesdérivations

Soit unensembleleregles parexemple,'ensembledesreglesdé nies danscetteleEon 5.

DAnition 10 (Dédrivation) Pourtoutjugement ,l'ensemble detoutedesdeérivations
de apartir de estpar dé nition le pluspetitensembléel que pourtouteinstancederegle
deconclusion

pourtoutesdéerivations de ,..., de apartirde ,alors

(19)

estunedeérivationde a partir de
L'ensemble desdérivationsa partir de  estl'union sur touslesjugements de

Une instanced'une regle est, informellement,ce que l'on obtienta partir de I'énon& d'une
regleenrempld€antchaquenéta-\ariable( , , , etc.)parlesobjetscorrespondantéci, une
mémoire,un ervironnementni, unterme,etc.).La dé nition 10 dé nit les dérivationscomme
desarbres nis : la dérivation selit commel'arbre dontla racineestétiqueée parle ju-
gement , etayant Is qui sontdesarbres , ..., deracinesétiquetespar |, ...,
respectiement(Noteauxinformaticiens cesarbressontécritsal'envers,aveclaracineenbas.
Noteauxautres cesarbressontécritsal'endroit, aveclaracineenbas.)

Onomettrasouentdedire “apartirde ” lorsquele contexte dé nira  clairementlci,
seral'ensembledesreglesécritesensection5.1.

Voici parexempleunedeérivationdu fait que s'évaluea unecldturesimpledans
un ervironnementide etunemémoirevide :
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Cette dérivation ne consistequ'en I'application d'une instancede la regle . C'estune
dérivationcompkete,car n'a aucungpremisseEngéreral,lespremieresreglesappliquees
dansunedeérivation(cellesqui sonttoutenhaut)sontdesreglessansprémisseskEnl'occurrence,
les reglessanspremissessont : , . Ce sontdoncles seulesreglesqui
permettentie demarremunedérivation.

Un peuplus compligLg, voici une dérivation montrantque, si I'on partd'une mémoireou
I'entier eststoclé al'adresse , d'un ervironnementni envoyant vers et vers et
guel'on évaluel'expression :

Onaici utilise uneregle  nondé nie explicitement(voir exercice5.4). A noterquechaque
regles'appliquebien,ausensou les conditionsde bord sontveéri ées.La conditionde bordde
laregle estquela variablea évaluerestdansle domainedel'environnementni agauche
du symbolethese( ). Nousn'avonspasinclusles conditionsde bord dansl' écrituredesregles
ci-dessuspar manquede place.Par exemple,on auraitformellementdi écrire
enhautdel'instancela plusagauchede

Le fait queles dérivationssoientdesarbres nis, ou defaEonéquivalenteque soit
dé ni commel'ensemblele plus petit véeri ant lesconditionsdela dé nition 10, estcaracérise
parl'existencede principesderécurrence

Le principe de demonstratiorpar récurrencestructuielle sur les dérivationsestle suivant:
pourmontrerqu'unepropriete  estvraiedetouteslesdérivations,il suft devéri er que,pour

chaqueegle

de ,sitoutedérivationde ,..., vérie ,alors
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vérie .Lescasdebasedelarécurrencesontceuxdesregles pourlesquelles . Les
autressontlescasderécurrenceVoici unexempled'applicationde ce principe.

Thdoreme14 (Déterminisme) La semantiqueopérationnelle de mini-Caml est déterministe
c'est-a-dire que pour tout ernvironnementni , pour toutemémoile concrete , pour toute ex-
pression mini-Caml,il existeau plusunemémoile concrete etunevaleurconcrete telles
que soit dérivable (On dit qu'un jugementestdérivablesi et seulemens'il

enexisteunedérivation.)

Dédmonstration. Soient et deuxdérivationsdérivantdesjugementsiela formedemanée,
autrementlit

Nousallonsmontrerque , cequiimplique et . Ceciseferaparrécurrence
structurellesur . Il y aautantde casquedereglesqui ont pu étreappliqueespourconclure
(nousnetraiteronsquele casdesreglesdé nies explicitementdansce cours,a I'exclusiondes
reglesde I'exercice5.4 et de la regle a venir; nouslaissonsen exercicele soinde
véri er quele theoremerestevrai si on ajoutecesregles,ou aubesoindelescorriger).

La déerivation  seterminepar , C'est-a-direestdela forme

avec . Enparticuliey  vaut . Laseuleregleapplicablepourconclure est
donc aussietdonc estexactement . Enparticulier :

C'estle casle pluscomplique; estdelaforme:

En particulier , etla seuleregleapplicableen n de estdoncencore
Autrementdit, estdelaforme:

L'hypothesede récurrenceappligqieea et nouspermetde deduireque :
en particulier , , , . Comme , 'hypothese
de recurrenceestapplicablea eta , donc . En particuliet et
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. I s'ensuitque , et commede plus , 0N
peutappliquerl’h ypothesede récurrenceunetroisiemefois et conclure . Ceci
implique enparticulier et . Cesderniersrésultatspluslestrois égalités

, , et impliquentque

Le casde estsimilaireaceluide

Autres Lescas , . sontsimilairesau cas . A noterquedansle cas
, toutdépenddu fait que estunefonctiond'allocation: le theoremeseraitfaux
si on avait decide (commeil estl'usage!) quela nouwelle adresse étaituneadresseuel-
conquehorsdudomainede . Il n'y auraitalorsaucuneaisonquelesdeuxmémoiresque
et produisensoientidentiques(Pointtechnique ellesseraitidentiquesa permuta-

tion desadressepres,cependant.)

5.1.6 Reglesdérivées

Nousavonsdit au déhut de ce coursquel’on pou\ait coderla bouclewhile enCaML au
moyendu ,ausensouwhile (b) e pouwait secodersouslaformeboucle () ,ou
'on adéni :

letrec boucle x =

if b
then (e; boucle ()
else ();;
Unefois évaluéecettedernieredé nition parlaregle , I'environnementni courant
lie boucle alaclbturerécursve boucle x if b then (e; boucle x) else ()
pourun certainervironnementni  , etcoincideavec surtouteslesautresvariables.

Dé nissonswhile  (b) e commeeétantl'expressionboucle () . Sib s'évalueafaux,
c'est-a-diresi I'on disposed'une dérivation de x b , la seuledérivation
d'un jugementdela forme boucle est:

b
boucle

boucle x if b
if b then (e; boucle ()

then (e; boucle () else ()
else ()

boucle
(20)
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Encoreunefois, nousn'avonspasdé ni lesregles et (voir exercice5.4; noussup-
posongguelesregles et dé nissantla semantiqueopéerationnelleduif évaluentla
branchehen sila conditionbooleennes'évaluea , labrancheelse sila conditionbooleenne
s'évaluea , etqu'il n'y aaucuneegleapplicabledanslesautrescas).Nousavonsutilisé le nom

pourl’environnementni  boucle boucle x if bthen (e; boucle x)
else () X . Notonsquecetteexpressiorsesimpli e en X .
Sib s'éwvalueavrai, c'est-a-diresi l'on disposed'une dérivation de X b
, la seuledérivationd'un jugementdela forme boucle estla suvante,ou
necessairemetibn disposed'une dérivation d'un jugementdela forme e
etd'unedeérivation d'unjugementdela forme boucle :
e boucle
b (e; boucle ()
boucle
boucle x if b
if b then (e;
then (e; boucle ()
boucle () else ()
else ()
boucle
(21)

Il estdoncéquivalentdede nir la semantiquedewhile (b) e parlesdeuxregles:

b
while (b) e
et
b
e while (b) e
while (b) e
(Techniguement;ecisupposejue . Nousréglonsce point techniqueplus bas,voir les
exercices.5,5.6.)La démonstratioel' equivalenceprocedecommesuit. D'abord, la direction
facile : sil'on autilisé la regle ou , on peutremplacef'instancede lI'une
ou l'autre regle par le morceaude dérivation (20) ou (21) respectiement.Dansl'autre direc-
tion, on a vu quetoute dérivation d'un jugementde la forme boucle etait
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necessairemertte la forme (20) ou (21) (parexemple, il estfacile devoir quela derniereregle
appliglee estnécessairement , etl'on continuede la mémefaEon, en construisanta
forme desdernieresreglesappliqueesdepuisle basde la dérivation); etl'on peutalorsrempla-
cerune n dedérivationdeforme (20) paruneinstancede , etune n dedeérivationde
forme(21) paruneinstancede :

Laregle exprimequesib vautfaux,alorsonsortdela boucletoutdesuite,avecune
mémoirerésultantel’ évaluationduseulbooleenb. Laregle peutsembleparadoxale,
vu quepourévaluerwhile  (b) e (enconclusion)latroisiemeprémissalemandaévaluer...
while (b) e. Maisnotonsquecettetroisiemeprémissedemande évaluerwhile (b) e
a partird'une mémoire  differentede la mémoire de départ notamment estle résultat
desmisesa jour dela mémoireeffectugeslors del' évaluationdeb etdee (danscetordre).Ce
sont,au passageles reglesclassiquegle seémantiqueopérationnelledesboucleswhile dans
les langagesimpératifs commeC. On a donc en particulier monteé (modulo quelquespoints

techniquesie détail) quela bouclewhile  (b) e pouwait secodervia un , ausensou
la semantiqueopérationnelleestprésenee.

Laregle illustre un point important: dansune dérivation, il n'est pasnécessaire
gue les prémissegportentsur destermesa évaluer plus petits que ceux de la conclusion.On
obtiendraune dérivation bienformée a partir du momentou la regle n'estappliqee
gu'unnombre ni defois, c'est-a-diresi etseulemensila bouclewhile (b) e termine
EXERCISE 5.5
Démontrerque,si  n'estpaslibre dans , alorson peutdériver si
et seulemensi on peutdériver . Indication: étantdonré unedérivation de

l'un desdeuxjugementsconstruireune dérivation de l'autre parréecurrencestructurellesur .
Faitesbienapparare ou vousavez utilisé I'n ypotheseselonlaquelle n'estpaslibre dans
enparticulier dansle casde quellereglececiest-ilimportant?

Un langageayantla propriete del'exercice5.5, c'est-a-direou la semantiqueletouteexpres-
sion nedépendquedesvaleursdesvariablesliibresdans , estappeé unlangagea liaison
lexicale C'estle casde Caml, de C, de Pascal,de Jasa. Ce n'est pasle casde la plupartdes
langagesdela famille Lisp : enprenant'e xempled'Emacs-LispJe programme

(setq x 2) ; déefinition de x comme valant 2,

(defun f (y) (+ x vy)) ; on definit f comme la fonction
; qQui ajoute X a son argument,

(defun g (x) (f X)) ; apparemment g est juste f...

(g 3 ; et pourtant (g 3) retourne  67?

alorsquel' équivalentCaml:

let x=2;;

let f = fun y -> x+y;;
let g =fun x > f Xx;
g 3
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retourneb, conformementaux semantiquegprésengesici. La raisonpourlaquelle(g 3) re-
tourne6 enEmacs-Lispestquef estdé nie commela fonctionquia associe ,avec la
valeurcouranteau momentel'appel def dex : orl'appeldeg surl'argument3 alié (tempo-
rairement)x a , changeanainsila semantiquedef dumémecoup.Dansun langagea liaison
lexicale,la difféerenceestque seraitla valeurau momentlela dé nition def .

EXERCISE 5.6

Enutilisantl'exercice5.5,montreZormellement’ équivalenceentrela dé nition dewhile (b) e
commeune ab®viationde boucle () , danstout ervironnementiant boucle ala cléture
réecursve boucle x if bthen (e; boucle x) else () ; etla dé nition de
while (b) evialesregles et . Cecinécessiteleshypothesesuppbmentaires,
a savoir quex nedoit étrelibre ni dansb ni danse. Donnezun contre-e&empleal' équivalence

six estlibre danse.

5.1.7 Correctionde la sdmantique concretepar rapport a l'abstraite

Nous avons maintenantdeux semantiguesl'une dénotationnelle|'autre opérationnellede
mini-Caml, et il seraitnécessairale montrerqu'elles sontéquivalentes Nous avions suggre
gu'unetelle propriete de correctionseraitmatrialisee parun diagrammede la forme (1), c'est-
a-diredefaEon abstraiteun diagramedela forme

|
||III
||II

_ ||$

Outrele fait quenousnedisposonpas(encore?)d'unefonction =, nousdevonsrévisernos
ambitionspour la raisonque nos deux semantiques' évaluentpasles expressionsnini-Cami
dansle mémedomainedevaleurd C'estun phénonenegéréral: nonseulementin compilateur
traduitdesprogrammegmini-Caml versassembleudansl'exempledu diagrammel), maisil
supposewussiun changementereprésentatiordesvaleurs La propriete de correctionquenous
chercherona montrerestdoncplutdt un diagrammecommutatifdela forme:

1 (22)

o

ou estunefonctiond'abstraction qui atout élementconcretde , associesarepresentation
auniveauabstraitc'est-a-diredans

Cesconsicerationssontessentiellementne affaire de style, et ne sontpasfondamentales,
commele suggerel'exercicesuivant.

EXERCISE 5.7

En changeantwu besoinla dé nition de _ , pourquoile diagramme(1) contient-ille dia-
gramme(22) commecasparticulier? Endé nissant defakonaéquatepourquoile diagramme
(22) contient-ille diagramme&1) commecasparticulier?
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Dansle casqui nousoccupedela correctionde la semantiqueoperationnellede mini-Caml
parrapporta sasemantiquelenotationnellepn pourraitdoncpenseiqu'il sufrait demontrerla
commutatité d'un diagrammaedela forme

] (23)

o

Le fait quela semantiqueconceete (de droite) ne soit pasécriteen style dénotationneh'est pas
unprobleme.ll suft dela dé nir par:

Notezque,parle theoremel4,l'ensembledu coté droit aauplusun élement.ll enaexactement
un si et seulemensi I' évaluationde  terminedansl'environnementni , en partantde la
mémoireconcete .

Lafonctiondecompilation estaussiressimple: onn'a pasdutoutmodi élesprogrammes,
c'estla fonctionidentite de dans

La vraiedif cult & estdetrouver la fonctiond'abstraction qui doit relier valeursconcietes

(dans ) auxvaleursabstraitexorrespondantgglans ).

DAnition 11 Soit la fonctiondé nie commesuit.
- si ;
- ,ou estl'unique fonctioncontinuede dans
telle que , etou estn'importe quel ervironnementel
que pour tout ) ; (remaquezbien la difféerencede

typagraphieentre et ;)
- ,0u estla fonctioncontinuede
dans qui a tout associel'unique tel que
, 0u estn'importe quel ervironnementel
que pour tout : (remanuezbien la differencede
typagraphieentre et ).

Cettedeé nition estcorrecte.NotammentJes deuxdernierscasne dépendenpasde quel ervi-
ronnement estréellementchoisi,pourvuqu'il associea chaquevariable dans ,
resp. , lavaleur : c'estunecongquencalel'exercice5.1.Lesproprietes
decontinui€ nécessairea véri er sontconequencesluthéoremel3.

Intuitivementcettedé nition de  dit quetouteadresseputentier toutbooleenserepésente
lui-méme(premiercas),qu'un -upletrepiesentde -upletsdecequesescomposanteepresentent
(deuxemecas),en n gu'unecldturesimpleou recursve reptesentda fonction continuedécrite
parlafonction _ desemantiquedénotationnelleOnrappelleque  estl'op érateurdeplus
petit point x e.
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Le diagramme&23) n'estcependanpasle bon.Sil'on s'entientalalettre,le domaine dans

lequel _ prendsesvaleursn'estpas , mais .Deméme,
devrait étrel'ensemblede toutesles fonctionsde vers , Ou
estl'ensembledeservironnementsnis (avaleursdans ), estl'ensembledes
mémoiresconcetes, et dénotel'ensembledespartiesde cardinalau plusunde . Or
trouver unefonctiond'abstraction corvenablede
vers nesemblepasunetachefacile.

Onva court-circuiteda dif cult € enchangeant énon& du diagrammaede correction:

DAnition 12 (Correctionforte) Ondira quela semantique _ estcorrectepar rapporta
la semantique _ , pour le compilateur , Si etseulemensi :
— pourtouteexpressiommini-Caml
— pour tout ervironnementni  tel que , ettout ervironnement tel que
pour toutvariable ,
— pour toute mémoile concrete , pour toute memoire tellesque et
pour tout :
alors:
— oubien et (non-terminaison)
— oubien estdela forme : estdela forme :
: et pour tout
Bien slr, ou bien ou bien estde la forme

La correctionsigni e doncque,dansle premiercas,ou  neterminepasdansla semantique
concete,alors  ne “termine pas” non plus dansla semantiqueabstraite(savaleurest );
et dansle secondcas,ou  calculeune mémoireet unevaleurconcetesdansla semantique
concete,alorsce que  calculedansla semantiqueabstraiteestla mémoire abstraiteet la
valeurabstraitecorrespondantes.

D'un point de vue technique Ja secondepropriete se demontrepar récurrencestructurelle

sur les dérivations.En effet, dire que estde la forme , C'estdire que

'on aunedérivation de , surlaquelleon peuteffectuerunerécurrence

structurellepour montrer que estde la forme , avec :
et pour tout . C'est ce que nousferons

dansle theoremel5 ci-dessous.

La premere propriete, qui énoncela présenation de la terminaison,peut se reformuler
commesuit, par contrapoge: Si , alorsil existe unedeérivationd'un jugement

pourunecertainemémoireconcete etunecertainevaleurconcete . Intui-

tivement,on pourraitconstruirecettedérivation a partir du bas,en regardantla valeurabstraite
de achaqueétapepour déduirequelle valeurconceete pourraitlui correspondremais ceci
ne fonctionnepas: il nousfautmontrerquece processusle constructionde dérivation produit
unedeérivation, c'est-a-direun arbre ni ; autrementlit, quela constructiorde la dérivation nit
pars'arreter Or il n'y aucunegaisonquececiseproduise Mais je n'ai aucuncontre-aemple,ni
aucunepreu\e pourlinstant.

Onaentoutcasle réesultat plusfaible:
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Théoreme15 (Corr ectionfaible) La semantique _ estfaiblementcorrectepar rapporta

la semantique _ pour le compilateur . pour toute expression
si , C'esta-dire s'il existeunedérivation de ,
alors estdela forme , avec : et

pour tout

Dédmonstration. La demonstratiorest extremementongue, fastidieuseennuyeuseNous ne
traiteronsguequelques-undescassaillantsdela récurrencestructurellesurla déerivation

Les seulscasles plus importantssontceuxou seterminepar la regle , ou
— Dansle casde , ondoitveéri er que estlafonctionquia associe
(voir équation(5)). Rappelongjue pour tout
: cerésultatestdoncexactementa dé nition de
— Dansle casde , seterminepar
Par hypothesederécurrence estdelaforme ,ou: (a)
et pourtout ; et(b) lafonction estdeé nie
par ,0U estn'importe quelervironnementel que
pourtout , .
Parhypothesederécurrencencore, estdelaforme ,ou: (c)
et pourtout ;et(d)
Posons n'importe quel ervironnementtel que pour tout ,
. L'environnement esttel quepourtout ,
, enutilisant(d). On peutdoncappliquen'h ypothesederécurrenceune
troisiemefois, et conclureque estdela forme ,ou: (e)
et pourtout ; et(f) :
Par dé nition de est . Onconclutparl' equation(4),
(e) et (f).
— Lecasou seterminepar esttressimilaire, et estlais® enexerciceaulecteur
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A Guide derdfédrencerapide de l'assembleur Pentium

Lescourageuyourrontconsultettp://www.intel.com/d esi gn/i nt arc h/ te chinf of
pentium/instsum.htm pour une descriptioncomplete du jeu d'instruction du Pentium.
Nousn'auronsbesoindansle coursquede ce qui estdécrit danscetteannee.

Lesregistres: %eax %ebx %ecx %edx %esi %edi %ebp %esp.
lls contiennentous un entierde 32 bits (4 octets),qui peutaussiétrevu commeune adresse.

Le registre%esp estspécial, et pointesurle sommetde pile; il estmodi € parlesinstructions
pushl , popl ,call ,ret notamment.

Il 'y a aussid'autresregistresque I'on ne peut pas manipulerdirectement.(L'instruction
info  registers  sousgdb ouddd vouslesmontrera.) e plusimportantest%eip , le comp-
teurdeprogramme il contientenpermanencéadressedela prochainenstructiona exécuter

—addl source, dest ............... dest= dest+ source (addition)
Ex:addl $1, %eaxajoute auregistre%eax.
Ex:addl $4, %espdépileunélementde4 octetsdela pile.
Ex:addl %eax, (%ebx, %edi, 4) ajoutelecontenude%eaxalacasemémoireal'adresse
%ebx %edi. (Imaginezque%ebx estl'adressede début d'un tableaua, %edi estunindex
i , cecistocle %beaxdansali] .)

—andl source, dest.............. dest= dest& source (etbit Abit)
—call dest....................... appelde proceduredl'adresse dest
Equivalentapushl $ ,ou estl'adressejusteapreslinstruction call  (I'adressede retoun),
suvi dejmp dest.
Ex:call printf  appellelafonctionprintf
Ex:call *%eax (appelindirect)appellela fonction dontl'adresseestdansle registre %eax.
Noterqu'il y auneirrégularie dansla syntaxe,on écritcall  *%eax etnoncall  (%eax) .

—cCltd conversion32bits 64 bits
Convertit le nombre32 bits dans%eax en un nombresur 64 bits stocké a cheval entre%edx et
%eax.

Note: %eax n'estpasmodi®; %edx estmisa si%eaxestpositifounul,a  sinon.
A utiliser notammengvantl'instruction idivl

—cmpl source, dest..........o i comparaison
Compardesvaleursde source et dest. Utile justeavantun sautconditionnel(je , jge , etc.).
A noterquela comparaisorestfaite dansle sensinversede celui gu'on attendrait.Par exemple,
cmp source, dest suwvi d'unjge (Bjumpif greaterthanor equalto®), va effectuerle sautsi
dest source: oncompare dest a source, etnonle contraire.

—idivl deSt ... division entidreet reste
Divise le nombre64 bits stocke en %edx et %eax (cf. cltd ) parle nombre32 bits dest. Re-
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tournele quotienten%eax, le resteen%edx.

—imull  source, dest . multiplie dest par source, résultatdans dest

—jmp dest............ ...l sautinconditionnel: %eip dest

— e deSt .. sautconditionnel
Sauteal'adresse dest silacomparaisopréecedentdcf. cmp) aconcluque dest  source, conti-
nueavecle ot normaldu programmesinon.

—JO deSt .. sautconditionnel
Sauteal'adresse dest silacomparaisoprécedentgcf. cmp) aconcluque dest  source, conti-
nueavecle ot normaldu programmesinon.

—Jge dest....... . e sautconditionnel
Sauteal'adresse dest silacomparaisoprécedentdcf. cmp) aconcluque dest  source, conti-
nueavecle ot normaldu programmesinon.

— I dest sautconditionnel

Sauteal'adresse dest silacomparaisoprécedentdcf. cmp) aconcluque dest  source, conti-
nueavecle ot normaldu programmesinon.

—jJle  dest....... . sautconditionnel
Sauteal'adresse dest silacomparaisopréecedentdcf. cmp) aconcluque dest  source, conti-
nueavecle ot normaldu programmesinon.

—leal source, dest................... chagemenid'adressesffective

Au lieu dechagerle contenude source dans dest, chagel adressede source.
EquivalentC : dest=& source.

—MOVI SOUICE, AeSt....coiii i e e transfert
Met le contenude source dans dest. EquivalentC: dest= source.
Ex:movl %esp, %ebpsauwgardele pointeurdepile %esp dansle registre%ebp.
Ex:movl %eax, 12(%ebp) stoclele contenude %eax danslesquatreoctetscommenanta
%ebp
Ex: movl (%ebx, %edi, 4), %eaxlitlecontenudelacasemémoirealadresse%oebx

%edi, etle metdans%eax (Imaginezque%ebx estl'adressede detut d'un tableaua, %edi

estunindexi , cecistocleali] dans%eax.)

—negl dest.............. i dest=- dest(oppo®)
—-notl dest..................ia, dest=" dest(nonbit Abit)
—orl source, dest.............. dest= dest| source (oubit Abit)
—POPl  deSt .. dépilement
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Dépileunentier32 bitsdela pile etle stoclke en dest.

Equivalentamovl (%esp), dest suvi deaddl $4, %esp.

Ex:popl %ebprécugreuneanciennevaleurde%ebpsauwegardeesurla pile, typiguementpar
pushl .

pushl source.......... ..., empilement
Empilel'entier 32 bits source ausommetdela pile.

Equivalentamovl  source, -4(%esp) suiidesubl $4, %esp.

Ex: pushl %ebpsauwgardela valeurde %ebp, qui serarechagéeplustardparpopl .

Ex: pushl  source permetaussid'empilerlesargumentssuccessifgl'unefonction.(Note: pour
appelemunefonctionC commeprintf  parexemple,il fautempilerlesargumentencommenant
parceluidedroite.)

1= retourde procédure
Dépile une adresseale retour , et s'y branche Lorsquela pile estremisedansl' étata l'entrée
d'une procédure , ceciapoureffet deretournerde etde continuer'exécutionde la procédure
appelante.

Equivalenta popl %eip ... si cetteinstructionexistait (il n'y a pasde moded'adressag@ermet-
tantdemanipuler%eip directement).

subl source, dest ............ dest= dest- source(soustraction)
Ex:subl $1, %eaxretire duregistreY%eax.

Ex:subl $4, %espallouedelaplacepourunnouwel élementde4 octetsdansla pile.

— xorl  source, dest ..... dest= destA source (ouexclusif bit Abit)
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