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Cedocumentsertdenotesdecourspourle premierquartducoursdeprogrammationdu
magist�ereSTIC, ENSCachan,́edition2003–2004.Il s'agit de la version1, qui datedu 02
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1 LecËon 1

1.1 Unebr �eve intr oduction aux langagesdeprogrammation

Il existedenombreuxlangagesdeprogrammation.En fait, encomptantleslangagesd'usage
géńeral,les langagesdescript, les langagesdédíes �a uneapplication,..., le nombredelangages
existantssecompteendizainesdemilliers.

Aujourd'hui, les langagesles plus courammentrépandussontC, C++ et Java. Il s'agit de
langagesimpératifs, c'est-�a-direo�u l'exécutionproc�edeparchangementsd' étatssuccessifs.Par
exemple,la factorielle(unexemplequeje reprendraijusqu'�a la nauśeedansla suitedececours)
s'écrit enC :

int fact (int n)
{

int resultat;
int i;

resultat = 1;
for (i=1; i<=n; i++)

resultat = resultat * i;
return resultat;

}

ce qui se lit informellement: “pour calculerla factoriellede � , mettrele résultat�a
�

, puis le
multiplier successivementpar

�

, par � , ..., par � ”.
�A l'opposé,leslangagesdéclaratifs tententdedécrirecequ'on souhaitecalculersansdécrire

comment— ou, sansêtreaussiextrémiste,insistentsur le quoi au détrimentdu comment.Par
exemple,la factorielleenun langagefonctionnelcommeCaML s'écrira:

let rec fact n =
if n=0

then 1
else n * fact (n-1);;

cequi correspondbien �a la notationmath́ematiquedé�nissantla factorielle:

�����

� �

si �	�

�

��

�����

���

� si ��� �

�

Un autreexempleestdonńe par les langageslogiques, dont le repŕesentanttypiqueestProlog,
o�u l'on écriraittypiquement:

fact(0,1).
fact(N+1,Y) :- fact(N,Z), Y=(N+1)*Z.
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(J'ai enréalit́eunpeutrichédansl' écrituredeceprogramme,pourdesraisonsdelisibilit é.)Ceci
dé�nit unerelationfact entredeuxentiers,tellequefact ����� �

�

estcenśe êtrevrai si �	��� � ,
et dé�nie par le fait que

�

�

�

� , et
�

� ���	�

���

� s'il existe 
 ��� � tel que
�

� ���
�

���


 .
Jen'insisteraipassur les langageslogiques,quevouscomprendrezmieuxdetoutefacËon apr�es
avoir suivi le coursdelogiqued'HubertComon.

Le but de ce coursn'est passṕeci�quementde vousapprendre�a programmerdanstel ou
tel langagede programmation,maisde vousapprendrequelquesconceptsde basecommuns�a
pratiquementtousleslangagesdeprogrammation.

Un conceptcentralestcelui desémantique. Plutôt quededire dequoi il s'agit tout desuite,
examinonslesquestionssuivantes:

– Jevousdonneun programme,parexemplele programmefact écrit enC ou en CaML
commeci-dessus.Quefait ceprogramme?
Vouspouvezvouslaisserguiderparuneintuitionplusoumoinsvaguedecequefait chaque
instructionduprogramme.Maiscecinem�enepastoujoursloin. Parexemple,sachantque,
enC, � ++ ajouteunaucontenudela variable� et retournela valeurqu'avait � avant,que
fait l'instruction suivante?
x = x++;
Vouspouvez testerce programme,et par exemplesur ma machine,ceci ajoutejuste

�

�a
x. Il estprobableque,si vousavezun compilateurC qui fonctionnecommele mien,vous
soyezconvaincusquec'esteffectivementcequedoit fairecetteinstruction.(J'expliquerai
la notiondecompilateurunpeuplusloin.) Maisun jour vousle ferezpeut-̂etretournersur
uneautremachine,ouavecunautrecompilateur, et l'instructionci-dessusnechangerapas
la valeurdex. La raisonenestquex = x++; demandeessentiellement�a effectuertrois
opérations:

1. lire la valeurdex avant,appelons-la��� ;

2. réinscrire�����

�

dansla variablex (l'ef fet dex++ ) ;

3. mettre��� (la valeurdex++ ) dansx.

Or les deuxderni�eresentrenten con�it : on n'obtient pasle mêmerésultatselonqu'on
exécute1 avant 2 ou 2 avant 1, et la normedu langageC ne préciseaucunordreentre
cesactions.Plussurprenant,il n'est pasexclu qu'un compilateurdécidedetraduirecette
instructionsousforme d'instructionsassembleurqui mettentessentiellementn'importe
quoidansx.
Savoir exactementleseffetspossiblesd'uneinstructiondonńee,c'estenconnâ�tre lasémantique.

– J'ai écritdeuxversionsdela factorielle,enC etenCaML,ci-dessus.Commentpuis-jeêtre
sûr qu'ils calculentla mêmechose?
Évidemment,j'ai tout fait pour, doncils devraientcalculerla mêmechose...maisj'ai pu
metromper(il peuty avoir desbogues). Commentsais-jequeje nemesuispastrompé,ou
commentpuis-jetrouver lesbogues?Il y aplusieursapproches: utiliserundébogueur, ou
effectuerdescampagnesdetests,permettentdedétecteroudecomprendredeserreurs,du
moinssi ceserreurssemanifestentsuf�sammentfréquemmentet de facËon suf�samment
reproductible.
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Onpeutaussitenterdedémontrerun théor�emed'équivalencedesdeuxprogrammes.Ceci
revient �a démontrerque les deuxprogrammesont la mêmesémantique, ou dansles cas
pluscomplexes,ont dessémantiquesreliéespardesrelationsayantdebonnespropríet́es
(relationsd'abstraction,deraf�nement, bisimulations; ceneserapasle programmedece
cours).
Pourceci, on aurabesoinde dé�nir math́ematiquementles diversessémantiquesde nos
langagesdeprogrammation.

– J'ai parĺe un peuplushautdecompilateurs(versle langageassembleur).Un compilateur
estun programme,qui prendle texte sourced'un programmeen entŕee(par exempleen
C ou en CaML), et le traduit en un autrelangage(typiquementle langagemachine,ou
assembleur).Unesémantique,c'est fondamentalementpareil : c'est unefonctionprenant
enentŕeeun texte sourceet retournantunobjetmath́ematique.
Si l'on arrive �a consid́erer les programmes(C, CaML, assembleur)commedesobjets
math́ematiques,les compilateursne serontrien d'autrequedesfonctionsde sémantique
particuli�eres.L'avantagedecettevisionseraenparticulierquel'on pourradémontrerqu'un
compilateurestcorrectpar rapport�a unesémantique: ceci reviendra�a montrerquedeux
sémantiquessontéquivalentes(typiquement,quecesontdeuxfonctionségales).

Cecoursaborderadoncdesextrêmesasseźeloigńes:
– D'un côténousauronsunpeudemath́ematiques: sémantiquesdénotationnelles,opérationnelles;

théoriedel'ordre et théor�emesdepoints�x es,théoriedela démonstrationet récurrences
structurelles.

– De l'autre nousaurons�a voir quelquesconsid́erationstr�espratiques: pour comprendre
la sémantiquede l'assembleur, il faudracomprendrecommentfonctionneun ordinateur:
processeur, mémoire,bus,porteslogiqueset�ip-�ops. C'estl' architecturedesordinateurs,
�alaquelleBéatriceBérardvousdonnerauneintroductionendeuxséancesdequatreheures.

Avantdepasser�a la suite,consid́erezle programmesuivantenC, si vouscomprenezdéj�a le
C (ondécortiqueraceprogrammeencours):
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void merge (int *l1, int n1,
int *l2, int n2,
int *res) �

while (n1 !=0 && n2 !=0) �

if (*l1 < *l2)
� *res++ = *l1++ ; n1-- ; �

else � *res++ = *l2++ ; n2-- ; �

�

while (n1-- !=0) *res++ = *l1++ ;
while (n2-- !=0) *res++ = *l2++ ;

�

void sort1 (int *l, int n,
int *res) �

int k ;

if (n==0) return ;
if (n==1) � *res = *l ; return ; �

k = n / 2 ;
sort1 (l, k, res) ;
sort1 (l+k, n-k, res+k) ;
merge (res, k, res+k, n-k, l) ;

�

void sort (int *l, int n) �

int *aux = (int *) malloc (n * sizeof (int)) ;
sort1 (l, n, aux) ;
free (aux) ;

�

Il s'agit d'un programmede tri d'un tableaul d'entiers,de longueurn, par la méthodedite
de tri par fusion. Ce programmecontientun grosbogue: lequel? Vouspouvez le trouver par
testet déboguage,ou en raisonnantformellement.Danstousles cas,je ne pensepasquevous
voyiez lequelil estenmoinsdecinq minutes.Cecinousm�ene�a l'id éequ'on aimeraitdisposer
de méthodesautomatiquesde preuve de programme.Ce seraen particulier le sujet du cours
d'analysestatique,unefamilledetechniquespermettantdedétectercertainespropríet́essimples
d'un programme,et celui deslogiquesdeHoareet variantes,qui serontvuesplus tarddansce
coursdeprogrammation.

Un autreexemplequeje prendraidanscecoursestle petit programmedela �gure 1.
Tapez-ledansun �chier que vous nommerezcat.c . Il s'agit d'un autreexempleque je

réutiliseraijusqu'�a la nauśee. Il s'agit du texte sourcede l'utilitaire cat d'Unix. (Du moins,
d'une versionnä�ve, maisqui fonctionne.)Ce programmeestcenśe s'utiliser en tapantsousle
shell(interpr�etedecommandesUnix), parexemple:

cat a b

cequi va af�cher le contenudu �chier denoma, suivi du contenudu �chier denomb. (Vous
aurezpris soindecréerdeux�chiers nomḿesa et b d'abord,biensûr.) En géńeral,cat suivi
denomsde�chiers ��� , . . ., ��� , va af�cher lescontenusdes�chiers ��� , . . ., ��� dansl'ordre ; ceci
lesconcat �ene.

Si, au lieu d'utiliser l'utilitaire Unix cat , vousessayezd'utiliser le programmecat.c ci-
dessus,parexempleentapant:

cat.c a b

vousverrezquecelanefonctionnepas.C'estparcequele processeurdela machine,c'est-�a-dire
le circuit intégŕequi fait touslescalculsdansla machineenfacedevous(Pentium,PowerPC,ou
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#include <stdio.h>

main (int argc, char *argv[])
{

int i, c;

for (i=1; i<argc; i++)
{

FILE *f;

f = fopen (argv[i], "r");
while ((c = fgetc (f))!=EOF)

fputc (c, stdout);
fclose (f);

}
fflush (stdout);
exit (0);

}

FIG. 1 – Un programmedeconcat́enationenC

autre),necomprendpasle texte,compŕehensibleauxhumains(du moinson l'esp�ere)du �chier
cat.c .

Poursavoir ce que le processeurcomprend,on peutaller voir �a quoi ressemblel'utilitaire
cat , le vrai. D'abord,on chercheo�u il setrouve (c'estun �chier commeun autre!), endeman-
dantwhich cat . Sur mamachine,la réponseest/bin/cat . Si je charge /bin/cat sous
XEmacs,un éditeurdetexte, j'obtiensquelquechosequi ressemble�a :

ˆ?ELFˆAˆAˆAˆ@ˆ@ˆ@ˆ@ˆ@ˆ @ˆ@ˆ@ˆ@ˆB̂@ˆC ˆ@ˆAˆ @ˆ@ˆ@
`\211ˆDˆH4ˆ@ˆ@ˆ@x!ˆ@ˆ@ ˆ@ˆ@ˆ@ˆ@4̂ @ ˆ@ˆFˆ@(ˆ@ˆX
ˆ@ˆWˆ@ˆFˆ@ˆ@ˆ@4ˆ@ˆ@ˆ@4\2 00ˆD ˆH4 \2 00ˆD ˆH �Aˆ@ˆ@ˆ@
�Aˆ@ˆ@ˆ@ˆEˆ@ˆ@ˆ@ˆDˆ@ˆ@@̂ Ĉˆ @ˆ@ˆ@̂oˆ @ˆ@ˆ@̂o\ 200ˆ D
ˆH ô\200ˆDˆHˆSˆ@ˆ@ˆ@ˆSˆ @ˆ@ˆ@ D̂ˆ@̂@ˆ@ˆA ˆ@ˆ@ˆ@ Â
ˆ@ˆ@ˆ@ˆ@ˆ@ˆ@ˆ@ˆ@\200ˆD̂H ˆ@\2 00ˆ Dˆ H3ˆ_ ˆ@ˆ@3̂_ ˆ@
ˆ@ˆEˆ@ˆ@ˆ@ˆ@ˆPˆ@ˆ@ˆAˆ@̂@ˆ@4ˆ _ˆ@ˆ@4¯ ˆD ˆH4 ¯ˆ Dˆ Ht
ˆAˆ@ˆ@,ˆBˆ@ˆ@ˆFˆ@ˆ@ˆ@ˆ @ P̂ˆ @ˆ@ˆB̂@ˆ@ˆ@ˆH ˆ@ˆ@ˆH

�

ˆDˆHˆH
�

ˆDˆH ˆ@ˆ@ˆ@ ˆ@ˆ@ˆ@ˆFˆ@ˆ@ˆ@ˆDˆ@ˆ@@̂ D̂ˆ @
ˆ@ˆ@ˆHˆAˆ@ˆ@ˆH\201ˆDˆH ˆH \2 01ˆDˆ H ˆ@ˆ@ˆ@ ˆ@ˆ@ˆ@
ˆDˆ@ˆ@ˆ@ˆDˆ@ˆ@ˆ@/lib/l d- li nux.s o. 2ˆ @ˆ@ˆD̂@ˆ@ˆ@
ˆPˆ@ˆ@ˆ@ˆAˆ@ˆ@ˆ@GNUˆ@@̂ˆ@ˆ@ˆ@ˆB̂@ˆ@ˆ@ˆ@ˆ@ˆ@ˆ@

etc.Peuimportedecequecelasigni�e exactementpour le moment,le point importantestque,
si ceci estcompŕehensiblepour le processeur, c'est loin d' êtrelisible pour un êtrehumain! A
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contrario,le programmecat.c estbienpluslisible, maisle processeurnele comprendpas.
La traductiondu �chier cat.c (le source) en cat (l' exécutable) se fait au moyen d'un

compilateur. Parexemple,la commandegcc estle compilateurC, et si l'on tape:

gcc -o mycat cat.c

le compilateurgcc va traduire(compiler)le sourcecat.c enun exécutablequej'ai décid́e de
nommermycat , pournepasprêter�aconfusionavecl'utilitaire standardcat . Vouspouvezalors
lancermycat , et véri�er qu'il donnebienlesrésultatsattendusentapantla lignedecommande
suivante,etencomparantaveccequi sepassaitavecle programmecat :

./mycat a b

(Le “ ./ ” avantmycat noussert�adireaushellquel'outil denommycat �autiliserestceluiqui
estdansnotrerépertoirecourant.)

� EXERCISE 1.1
Quesepasse-t-ilsi voustapezla lignesuivante?

./mycat cat.c

Vouspouvezaussivoir commentfonctionnemycat enutilisantle débogueurddd :
� EXERCISE 1.2

SousUnix, avecddd instalĺe (sinon,utilisezgdb , maisc'estmoinslisible.. .) :
– Recompilezmycat en tapantgcc -ggdb -o mycat cat.c . L'option -ggdb per-

mettraaudébogueurdevousaf�cher desinformationspertinentes(pourplusd'informa-
tion, tapezman gcc ).

– Tapezddd mycat &. La fenêtrededdd s'ouvre,montrantle texte sourcecat.c . Fer-
mezla fenêtre“Tip of theDay” si besoinest.

– Cliquezsurle début dela ligne int i, c; avecle boutondroit dela souris,déroulezle
menuqui s'af�che, et cliquezsur “set breakpoint”.Unepetiteicône�gurant un panneau
stoprouges'af�che par-dessusla ligne.

– EnplacËantla sourissurla casedu bas,o�u s'estaf�ch é le message:
(gdb) break cat.c:5
Breakpoint 1 at 0x8048536: file cat.c, line 5.
(gdb)
tapezrun a b. Ceci lancele programmemycat , avec argumentsles châ�nesde ca-
ract�eresa et b. Le programmes'arrêtesitôt lanće sur le “breakpoint” quel'on a mis ci-
dessus.

– Tirez le menu “View”, et cliquez sur “Data Window” ; cliquez ensuitesur les menus
“Data/DisplayArguments”et “Data/DisplayLocal Variables”.Pour voir les arguments
(“a”, “b”) qui ontét́epasśesauprogrammemycat , cliquezsurle menu“Data/Memory...”,
et écrivez3 enfacede“Examine”,puis“string” aulieu de“octal”, en�n tapezargv[0]
dansla caseapr�es“from”, puiscliquezsurlesboutons“Display” puis“Close”.Vousaurez
probablementbesoinde réorganiserle cadredu hautde la fenêtrededdd pourbienvoir
lesaf�chages“Args”, “Locals” et “X”.
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FIG. 2 – Unesessionsousddd
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– Cliquezensuitesur le bouton“Next” de la fenêtre �ottante “DDD” réṕetitivementpour
voir le programmes'exécuterpetit �a petit.Si vousvoulezvoir le contenudela variablec
sousformed'un caract�erelisible plutôt quesousformed'un entier, cliquezavecle bouton
droit sur la ligne de c dansl'af �chage “Locals”, tirez le menulocal “Display/Others...”,
écrivez(char)c dansle cadresous“Display Expression”,puiscliquezsur“Display”.

Vousdevriez obtenirquelquechosequi ressemble�a la �gure 2; Vouspouvezbiensûr effectuer
la mêmemanipulationavecd'autresprogrammes,y comprisceuxdefactorielleou detri décrits
plushauts.

1.2 Quelquesbasesde thÂeoriede l'ordr e

Pourvousreposerdesaspectspratiquesde la sectionpréćedente,on va faire ici un peude
math́ematiques...math́ematiquesqui nousservirontdansla suite.

1.2.1 Points �xes et boucles

Sansdire tout de suitece qu'estunesémantique,imaginonsqu'il s'agit d'une fonction
� �

qui �a chaqueprogramme� associeunevaleur
�

�

�

dansun certaindomainedevaleurs � . Un
desintér̂etsdecetteapproche,qui s'appellela sémantiquedénotationnelleet qui datede la �n
desanńees1960,c'estqu'enprincipeonpourraécrireetprouverdesthéor�emesdela forme:

�

� �

�

�

�

���

�

(“les programmes� � et ��� font la mêmechose”)

oubien
�

� �

�

��

�

���

�

(“les programmes� � et ��� nefont pasla mêmechose”)

parexemple.
L'un desprobl�emescentraux�arésoudredansunetelleapprocheseradedonnerunesémantique

aux boucles. Consid́eronsen effet la bouclewhile du langageC. Cetteconstructionprendla
forme

while (b) e

o�u b estuneexpressionbooĺeenne(retournantvrai oufaux),ete estunblocd'instructionsécrites
enC. Unetellebouclefait lesopérationssuivantes:

1. Calculerb.

2. Si le résultatvautvrai, alorsexécuterlesinstructionsdee, et revenir �a l' étape1.

3. Sinon,sortir dela boucle.

Parexemple,la boucle

while (n1!=0 && n2!=0) {
if (*l1 < *l2)

{ *res++ = *ll++; n1--; }
else { *res++ = *l2++; n2--; }
}
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dela fonctionmerge testesi n1 etn2 sonttouslesdeuxnonnuls; si c'estle cas,lestrois lignes
suivantessontexécut́ees,puis l'on revient audébut de la boucle; sinon,la boucleesttermińee.
Un autreexempleestdonńeparla boucle

while ((c = fgetc (f))!=EOF)
fputc (c, stdout);

duprogrammecat.c . La conditionbooĺeenneb est(c = fgetc (f))!=EOF , qui lit le ca-
ract�eresuivantdansle �chier f parfgetc (f) , lestockedanslavariablec (c = fgetc (f) ),
puisretournevrai si et seulementsi cecaract�ereestdifférentdu marqueurde�n de�chier EOF.
Si ce test réussit,autrementdit si l'on n'est pasencore�a la �n du �chier f , l'instruction e, �a
savoir fputc (c, stdout); , estexécut́ee: elleaf�che le caract�erec surle �chier stdout
(la sortiestandard), c'est-�a-dire(engéńeral)survotreécran.

Maintenant,il sembleintuitif quewhile (b) e devrait faire la mêmechosequele pro-
gramme

if (b)
{ e; while (b) e }

qui tested'abordsi b estvrai, et si c'est le casexécutee puis la boucleproprementdite. (On
dit qu'on a déroulé la boucleun coup.)Ceci semanifestepar le fait quel'on souhaiteraitque
l' équationsuivantesoit vraie:

�����������

�
	

�

� �

�

���
�

��	

�

�

�������������

�
	

�

�

�

�

Notons � l'inconnue
�����������

��	

�

� �

. Il estintuitivementnatureldepenserquececi signi�e que
� et if (b) { e; � } devraientavoir la mêmesémantique.Si l'on note � la fonctionqui �a
toutprogramme� associeif (b) { e; � } , onvoit quenouscherchons� sousla formed'un
point �xe de � : � et � � �

�

doiventavoir la mêmesémantique.
�

Cetargumentn'estpastrÁesrigoureux.Plusformellement,Âetendonsla syntaxe desprogrammesdesortequ'ils
puissentcontenirdesparam�etres ��� , . . ., ��� dÂenotantdesprogrammesnon encoreexplicitÂes.Appelons
contexte tout � -uplet �������� ! ! ��"�#�%$ de valeurs(ÂelÂementsde & ). On peut imaginer Âetendrela fonction de
sÂemantique' (

Áaunefonctionprenantunprogramme)
Áa � paramÁetres,etuncontexte �����*�! ! � !�"�#�%$ , etretour-

nantunevaleur '
)+(,�����*�! � ! !�"�#�%$ , dÂenotantintuitivementla valeurdu programme) lorsque�-� vaut �.� , . . .,
��� vaut �#� . (Cetteintuitionseformaliseparl' Âequation'/)+(0�1'324�1(,�� ! � 5�6'/27�*(8$:9;'/)=< ����>?2@�*�� ! � 5�A���+>B2C��DE( ,
oÁu > dÂenotela substitution.)Supposons�F9?G pour simpli®er. Soit H la fonction qui Áa �JIK& associe

'�LNMO�QP
$�R6SUT6�V��W�(,���X$ . Le dÂeroulementde bouclerevient Áa demanderque YZ9[H=��Y�$ , ce qui est l' ÂenoncÂe
prÂecisdu fait que Y estunpoint®xe.

Un autreexempleo�u l'on aurabesoinde la notion de point �x e est dansla dé�nition de
fonctionsrécursives.Consid́eronsle calculdefactorielle7 enCaml:

let rec fact n =
if n=0

then 1
else n * fact (n-1)

in fact 7;;
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Onvoit quefact estunefonctionqui estdé�nie entermesd'elle-même: la dé�nition defact ,
apr�esle premiersigne=, fait appel�a fact (quel'on applique�a n-1 ). (Le fait quefact soit
dé�nie en termesd'elle-mêmeest la raisond'êtredu mot-cĺe rec , qui instruit le compilateur
Camldecefait.) C'estpeut-̂etreunpeuplusclair si l'on réécrit l'expressionCamlci-dessusen:

let rec fact =
fun n -> if n=0

then 1
else n * fact (n-1)

in fact 7;;

o�u laconstructionfun n -> [...] dénotela fonctionqui �an associe[...]. RemplacËonsfact par
l'inconnue � danssadé�nition, et soit � la fonctionqui auprogramme� associele programme

fun n -> if n=0
then 1

else n * � (n-1)

Onadoncdé�ni fact commeétantunpoint �x ede � .
Les deuxexemplesdesboucleswhile et desfonctionsrécursivesne sontpassi éloigńes

qu'il y parâ�t. La bouclewhile (b) e peuteneffet secoderenCaML sousla forme:

let rec boucle () =
if (b)

then (e; boucle ())
else ()

in
boucle ();;

Rappelez-vouscommenton calculele point �x e d'une fonction contractante� de � dans
� : partantden'importequelpoint � � , on calculeles itéŕes �

�

� � �

�

(o�u �

�

���

�

� � , �

��� �

���

�

�

� �A�

�

� �

� �

), et la limite est l'unique point �x e de � . Nousne pourronspassupposerquenous
sommesdansunespacemétriquecompletdansla suite,ni quela fonction � qui �aunprogramme

� associeif (b) { e; � } estcontractante,maisnoustenteronsde calculerla sémantique
dela bouclecommeunesortedelimite desitéŕes �

�

� ���

�

pourunecertainevaleur � � . Observons
quecelarevient �a direquela sémantiquedewhile (b) e estla “limite” de

���

�
�

�
	

�

�

� �

� � �

�
�

��	

�

�

���@�
�

��	

�

�

� �

��� ���

�
�

��	

�

�

���@�
�

�
	

�

�

���@�U�

�
	

�

�

���

� � �����


 
 


Le probl�emedebaseva êtredetrouverdescat́egoriesdedomainesdevaleurso�u toutefonc-
tion (raisonnable)auraaumoinsunpoint �x e.
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1.2.2 Treillis completset thÂeor�emedeTarski

L'une descat́egoriesles plus simpleso�u l'on auraun théor�emedu point �x e estcelle des
treillis completsetdesfonctionsmonotones.

Rappelonsqu'une relationd'ordre � sur un ensemble� estunerelationbinaireré�exive
( ��� � ), antisyḿetrique( ����� et ��� � impliquent � ��� ), et transitive ( ����� et ���
	

impliquent ����	 ). Un ensembleordonńeestuncouple ��� �
�

�

forméd'un ensemble� etd'une
relationd'ordre � sur � . On noterasouvent � au lieu de ��� �
�

�

, par abus de langage.Une
fonction �������

�

seradite monotonesi et seulementsi ellepréserve l'ordre : si ��� ��� , alors
� � �

�

� � �����

�

.
Rappelonsaussiqu'un majorant � d'une partie � de � estun élémentsuṕerieurou égal �a

tout élémentde � : ����� pourtout ����� . Un minorant � estinférieurou égal �a tout élément
de � : ��� � pour tout ����� . La bornesuṕerieurede � estle pluspetit desmajorantsde �

dans� , si elle existe; elle estalorsnécessairementunique.De même,la borneinférieurede �

estle plusgranddesminorantsde � dans� , si elleexiste; elleestalorsnécessairementunique.

DÂe�nition 1 (Treillis complet) Un treillis completestunensembleordonńe ��� ���

�

nonvidetel
quetoutefamille ��� � a unebornesuṕerieure ! � etuneborneinférieure " � .

Si � ��# , "�# estpardé�nition le plusgrandélémentde � , et seranot́e $ ; ! # estle plus
petit élémentde � , et seranot́e % . On noteraaussi !'&)(�*

�

& la bornesuṕerieurede la famille
� �

&

�

&)(+* , et de même ",&-(+*
�

& saborneinférieure.On noteraaussi �/.0� �
!

� � �1� � et �/23� �

" � � �4� � . Pourfairecourt,on diraaussi“le sup”aulieu de“la bornesuṕerieure”,et “l'inf ” pour
“la borneinférieure”.

� EXERCISE 1.3
Un inf-demi-treillis completest un ensembleordonńe ��� �
�

�

non vide tel que toute famille
����� a uneborneinférieure " � . Montrerquetoutefamille ����� a unebornesuṕerieure

!
� , etquedonctoutinf-demi-treilliscompletestuntreillis complet.(Indication: !

� s'il existe
estle pluspetit desmajorants...commentpeut-ondoncle construire?)

� EXERCISE 1.4
Montrer que tout sup-demi-treilliscomplet (notion que vous dé�nirez par analogieavec la

préćedente)estun treillis complet.
� EXERCISE 1.5

Soit 5 un ensemblequelconque,
�

�65

�

l'ensembledesesparties.Montrerque �

�

�75

�

�
�

�

estun
treillis complet.

� EXERCISE 1.6
Par l'exercice1.4, l'ensembledesouverts 8 d'un espacetopologique ��� �98

�

est un treillis
complet: le supd'unefamille � d'ouvertsestjusteleurunion.Quelestsoninf ?

Le point importantestquetoutefonctionmonotoned'un treillis completdanslui-mêmeaun
point �x e :
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ThÂeor�eme1 (Tarski-Knaster) Soit ��� �
�

�

un treillis complet.Soit � � � � � unefonction
monotone. Alors � a un pluspetit point �xe

�

��� � �

�

et un plusgrandpoint �xe � ��� � �

�

. De plus
l'ensemble��� � � �

�

detouslespoints�xes de � , ordonńespar � , esttreillis complet.

Avant d'en faire la démonstration,consid́eronsl'intuition donńee �a la �n de la section1.2.1.
Partantde % , on va calculer � � %

�

, �

�

� %

�

, . . ., �

�

� %

�

, ... Le supdecettefamille, !

�

(�� �

�

� %

�

,
véri�e :

� �

	

�

(
�

�

�

� %

� ���

� � �

�

� %

� �

(pourtout � )

� �

��� �

� %

�

donc ��� !

�

(
� �

�

� %

� �
�

!

�

(�� �

�

� %

�

, maisl'in égalité inversenetient pasengéńeral(voir exer-
cice1.10).Onpourraitutilisercetteformed'argumentenitérant � defacËon trans�nie,maisceci
nécessiteraitquenousparlionsd'ordinaux...et cen'estpasuncoursdethéoriedesensembles.

DÂemonstration. Consid́eronsl'ensemble������� � �

�

� � ������� � ���

�

��� � despost-points
�xes de � . D'abordremarquonsque ������� � �

�

estnonvide,car $ estdans������� � �

�

; cecin'a pas
enréalit́e beaucoupd'importance.

Puisque� estuntreillis complet,������� � �

�

auneborneinférieure; appelons-la� � . Comme� �

estun minorantde ������� � �

�

, � � � � pour tout ��� ������� � �

�

. Comme� estmonotone,�������

�

�

� � �

�

, et comme � � ������� � �

�

, � � �

�

� � : donc � � ���

�

� � . Ceci étantvrai pour tout � �

������� � �

�

, � � ���

�

estun minorantde ������� � �

�

. Comme� � estle plusgranddetouscesminorants,
� � � �

�

� � � . Mais ceci,pardé�nition, signi�e que ��� estdans������� � �

�

, et estdoncle pluspetit
post-point�xe de � .

Revenonssur le fait que � � � �

�

� ��� . Par monotoniede � encore,� � � � � �

� �

� �������

�

, donc
� � � �

�

estaussiunpost-point�x ede � . Comme� � estle pluspetit, ��� � � � � �

�

. Donc ��� � � �����

�

parantisyḿetrie.Cecimontreque � � estunpoint �x ede � .
C'est nécessairementle plus petit de tousles points �x es: tout autrepoint �x e � de � est

clairementunpost-point�x ede � , etestdoncsuṕerieurou égal aupluspetit post-point�x e � � .
La �n dela démonstrationestlaisśeeenexercice. ��

� EXERCISE 1.7
Terminezla démonstrationdu théor�emedeKnaster-Tarski.(Attention: le supdans� d'unefa-
mille depoints�x esde � n'estpasnécessairementunpoint �x ede � , et il faudradoncconstruire
le supdans ��� � � �

�

d'une famille de points �x esde � lég�erementdifféremment; indication :
pensezpost-points�x es...)

� EXERCISE 1.8
Démontrezle théor�eme de Cantor-Schr̈oder-Bernsteinen utilisant le théor�eme de Knaster-

Tarski: si � estuneinjectionde 5 dans� et � uneinjectionde � dans5 , alorsil existeunebijec-
tion entre5 et � . Indication: trouvezunepartie � de 5 véri�ant certainespropríet́essugǵeŕees
parla �gure ci-dessous,envoussouvenantque �

�

�65

�

�
�

�

estun treillis complet(exercice1.5).
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� EXERCISE 1.9
Soit ���

���

� � � une fonction monotone,au senso�u � � � � et � � � � impliquent
� ��� � �

�

� � ���
�

� �
�

�

. Par le théor�emedeKnaster-Tarski,
�

��� � ����� �

� �

existepourtout � , o�u � ��� �

�

dénotela fonction monotonequi �a � associe� ��� � �

�

. Montrer que la fonction qui �a � associe
�

��� � � ��� �

� �

est monotonede
�

dans � . (Indication : utiliser la caract́erisationdu plus petit
point �x ecommepluspetit post-point�x e.)

� EXERCISE 1.10
Soit � l'intervalle

�

�

�

���

de la droite réelle,muni de sonordrenaturel � . Montrer que � est
un treillis complet.Si � estunefonctionmonotonede � dans� , montrerque � �

!

�

(��
� �

�

�

!

�

(
�

� � � �

�

pour toutesuitecroissante��� �

�

�

(�� si et seulementsi � estcontinue�a gauchesur
�

�

�

���

. En choisissantjudicieusement� , endéduireque � �
!

�

(��
�

�

� %

� �

estengéńeraldifférent
de !

�

(��
�

�

� %

�

.

1.2.3 Cpos,fonctionsScott-continues

Historiquement,DanaScottavait propośe d'utiliser les treillis completscommedomaines
de valeurs � servant �a donnerdessémantiquesaux langagesde programmation.Une notion
importantedécouverteparD. Scottestquetouteslesfonctionscalculablesde � dans� sontnon
seulementmonotonesmaisencorecontinues(ausensdeScott,voir plusloin). Plustard,d'autres,
et notammentGordonPlotkin,sesontapercËusquel'on pouvait sepasserdetreillis complets,et
utiliserdesensemblesordonńesplusgéńeraux: lescpos(“completepartialorder”).

DÂe�nition 2 (Famille dirig Âee,fonctionsScott-continues) Soit ��� �
�

�

unensembleordonńe.Une
famille � � � estditedirigéesi et seulementsi :

– � estnonvide;
– etpour tous � �4� dans � , � et � ontunmajorantdans � .

Unefonction ��� � �

�

estScott-continuesi et seulementsi, pour toutefamille dirigée � qui
a un sup !

� , la famille ��� �

�

a unsupet � �
!

�

�

�
!

� � �

�

.
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Cettedé�nition estunegéńeralisation,qui s'estavéŕeenaturelle,de ce quenousvoulonsvrai-
mentrepŕesenter. Reprenonsla constructiondu pluspetit point �x e sousformede !

�

(�� �

�

� %

�

,
constructionqui avait échoúeensection1.2.2.La famille � �

�

� %

� �

�

(
� estdirigée,d'abord: c'est
facile,et c'est le contenudel'exercice1.11ci-dessous.Si cettefamillea un sup !

�

(
�

�

�

� %

�

, la
Scott-continuit́e de � estexactementl'hypoth�esesuppĺementairedontnousavionsbesoinpour
montrerque !

�

(�� �

�

� %

�

estle pluspetit point �x ede � : c'est le lemme2.
� EXERCISE 1.11

Soit � � �

�

�

(�� une suite croissantequelconquedans ��� ���

�

. Autrementdit, � ��� � ��� � pour
tout ����� . Montrer que ��� �

�

�

(�� forme unefamille dirigée.Si ��� � � � estunefonction
monotone,montrerque � �

�

� %

� �

�

(�� estunesuitecroissante,et formedoncunefamilledirigée.

Lemme2 Soit � unefonctionScott-continuede � dans � , et supposonsque � a un pluspetit
élément% . Si !

�

(�� �

�

� %

�

existe, c'est le pluspetit point �xe de � .

DÂemonstration. C'estunpoint �x e :

���

	

�

(��

�

�

� %

� �

�

	

�

(��

� � �

�

� %

� �

(parScott-continuit́e)

�

	

�

(��

�

��� �

� %

�

�

	

�

(
�

�

��� �

� %

�

.�% (trivialement)

�

	

�

(��

�

�

� %

�

C'est le pluspetit : supposonseneffet que � estun point �x e,et commencËonsparmontrerque
�

�

� %

�

� �

�

� �

�

pour tout � , par récurrencesur � ; c'est évidentsi � �

�

, et par la monotonie
de � dansle casrécurrent.On en déduit que !

�

(
�
�

�

� %

�

�
!

�

(
�
�

�

� �

�

, or !

�

(��
�

�

� �

�

�

!

�

(
�
� � � puisque� ���

�

��� . Donc !

�

(��
�

�

� %

�

� � . ��

L'intuition derri�erela notiondeScott-continuit́e estqu'un programmecalculeunevaleur, et
qu'en particulieruneboucledevrait calculer savaleuren tant quepoint �x e. La construction
du théor�emedeKnaster-Tarskiestnonconstructive.L'int ér̂et dela constructiondu lemme2 est
que,en identi�ant supet limite, le plus petit point �x e estconstruitcommeunelimite d'it éŕes
�nis �

�

� %

�

dela fonction � , cequi correspond�a l'intuition quenousavonsdonńee�a la �n dela
section1.2.1surla facËondontonpouvait imaginercalculerdespoints�x es.

Maintenant,!

�

(��
�

�

� %

�

existe toujoursdansun treillis complet.Mais, alorsquedansun
treillis complet,les supsde n'importe quellefamille existenttoujours,ici nousn'avonsbesoin
quedesupsdefamillesdirigées.

DÂe�nition 3 (Cpo) Un ordrepartielcomplet, oucpo(“completepartial order”) estunensemble
ordonńe ��� �
�

�

danslequeltoutefamille dirigéea un sup.Un cpopoint́e estun cpoayantun
élémentminimal % .

Corollair e 3 Toutefonctioncontinue� d'un cpopointé � danslui-mêmea un pluspetit point
�xe, qui estle supdes �

�

� %

�

, ����� .
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Onpourras'interrogersurl'opportunitéd'appelerunefonction � continuelorsqu'ellepréserve
lessups(vuscommelimites).Il setrouvequ'il s'agit réellementdela notiondecontinuit́eusuelle
vueentopologiegéńerale.

DÂe�nition et lemme4 (TopologiedeScott) Soit ��� �
�

�

unensembleordonńe.Soit 8 l'ensemble
desparties � de � tellesque:

– � estclosparle haut: pour tout � dans � , si � � � alors � estdans � ;
– et � estinaccessibleparle bas: pour toutefamilledirigée � de � dontle supexisteetest

dans � , � rencontre � , c'est-�a-dire ����� �� # .
Alors 8 estunetopologie sur � , appeĺeela topologiedeScott. Lesélémentsde 8 sontappeĺes
lesouvertsdeScottde � .

La propríet́e d'inaccessibilit́e par le basdit, dansle caso�u � estunesuitecroissante��� �

�

�

(
� ,
quesi le sup (la “limite”) des � � estdans � , alors l'un des � � estdans � . Par contrapośee,
toutesuitecroissantehorsde � a un sup(limite) horsde � , cequi estunefacËon dedire quele
compĺementairede � estfermé,dansunsensintuitif.

DÂemonstration. D'abord,la partievideet � lui-mêmesontdans8 , clairement.
Ensuite,si ���

&

�

&-(+* estunefamille (possiblementin�nie) d'ouvertsdeScott,on prétendque
�

&-(+*
�

& estun ouvert deScott:
�

&)(�*
�

& estclairementclospar le haut,et si � estunefamille
dirigéedontle supexisteetestdans

�

&)(�*
�

& , alors !
� estdansun �

& , donc � rencontre�

& , ce
qui entrâ�neque � rencontre

�

&)(+*
�

&

Finalement,si � � et � � sontdeuxouvertsde Scott,montronsque leur intersectionen est
encoreun. Clairement� ����� � estclos par le haut.Pour toute famille dirigée � dont le sup
existeet telle que !

� estdans� ���	� � , alors !
� estdans� � et dans� � , doncil existedeux

éléments� � � �
��� � et � � � �
�	� � . Comme� estdirigée, � � et � � ont un majorant� dans
� , qui estdans� ����� � parceque � � et � � sontclosparle haut.Donc � rencontre� ����� � . ��

� EXERCISE 1.12
Pourtout � dans � , notons 
 � l'ensemblede tousles � � � � dans � . Montrer que 
 � est

un fermé deScott.(Onrappellequ'un ferméestpardé�nition le compĺementaired'un ouvert,et
nonunepartienonouverte.)

� EXERCISE 1.13
Soit � unefonctionmonotonedel'ensembleordonńe ��� �
�

�

dansl'ensembleordonńe �

�

�
�

�

.
Démontrerque � estScott-continuesi et seulementsi � estcontinuepourla topologiedeScott,
autrementdit si etseulementsi l'imageréciproquedetoutouvertdeScottestencoreunouvertde
Scott.(Pourla directionseulementsi, onmontrerad'abordquel'image d'unefamilledirigéepar
unefonctionmonotoneestdirigée.Pourla directionsi, plusdif�cile, on consid́ereral'ensemble

� , intersectiondes 
 � lorsque� parcourtl'ensembledesmajorantsde � � �

�

, et on démontrera
que � estun fermé tel que ���

�

�A�

�

contient � .)

Dansla suite,on ne dira plus “Scott-continu”,maissimplement“continu”, l'exercice1.13
montrantqu'il n'y aenfait aucuneambigü�té.
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� EXERCISE 1.14
Montrezquela topologiedeScottsur ��� �
�

�

n'estengéńeralpassépaŕee(ouHausdorff, ou � � :
pour tous � �� ��� , il existeun ouvert � contenant� et un ouvert � � contenant��� d'intersection
vide), encesensquesi elle estsépaŕee,alorstousles élémentsde � sontincomparablespour

� . MontrezenrevanchequetoutetopologiedeScottest � � , c'est-�a-direquepour tous � �� � � ,
il existeun ouvert deScottcontenant� maispas � � , ou biencontenant��� maispas � . (Utilisez
l'exercice1.12.)

� EXERCISE 1.15
Étantdonńe un espacetopologique ��� �98

�

, sonpréordre de sṕecialisation � estdé�ni par :
pourtous � � ��� dans� , ��� ��� si et seulementsi, pourtout ouvert � contenant� , � contient � � .
Montrer qu'il s'agit bien d'un préordre,c'est-�a-dired'une relationré�exive et transitive. Si de
plusla topologie 8 est � � , alorsil s'agit d'unerelationd'ordre.

� EXERCISE 1.16
Montrerquel'ordre desṕecialisation(cf. exercice1.15)dela topologiedeScottd'un ensemble
ordonńe ��� �
�

�

quelconqueestl'ordre � lui-même.(Pourl'un desdeuxsensdel'implication �a
démontrer, pensez�autiliser l'exercice1.12.)

L'exercicesuivantmontreenquoi lessupssontunebonnefacËondeparlerdelimitesdansles
cpos.

� EXERCISE 1.17
On dit que � estunelimite dela famille dirigée � dansl'espacetopologique� si et seulement
si, pourtout ouvert � contenant� , il existe � dans� tel quepourtout 	

�

� dans� , 	 estdans
� . Montrerquele supde � s'il existeestunelimite de � , pour la topologiedeScott.En vous
aidantdel'exercice1.16,montrerquele supde � s'il existeestenfait la plusgrandelimite de

� . (On rappelle�a ceuxquecetteformulation étonneraitquele théor�emed'unicité deslimites
n'estvalablequedanslesespacessépaŕes...)
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2 LecËon 2

2.1 LangagesimpÂeratifs, le langageC

Aujourd'hui nousexaminonsplusendétail lesconstructionsdebased'un langageimpératif
typique: le langageC, invent́e parKernighanetRitchieaudébut desanńees1970.

La choseessentielle�a retenir est qu'un programmeC dé�nit une séquenced'instructions
élémentaires,qui sontdesaffectations: poursimpli�er, lesaffectationssontdesinstructionsde
la forme � variable� = � expression� ; , qui ont pour effet de calculerla valeurde l'expression�a
droitedusigne=, etdela rangerensuitedansla variable�agauchedusigne=. L'organisationdes
affectationsenséquencesefait �a l'aide d'une certainnombredeconstructionsdu langage,que
nousverronsensection2.1.3.CetteprésentationdeC n'estpascompl�ete,etonpourraconsulter
différentesouvragesde réféŕence,par exempleLe langage C, par Kernighanet Ritchie, ou la
référencehttp://diwww.epfl.ch/w3 ls p/ te ach in g/ co urs C/ parexemple.Pourles
plus courageux,on pourraaussiconsulterla normeISO/IEC 9899-1999dé�nissant le C dit
“ANSI C” (le C of�ciel).

2.1.1 Affectations

Parexemple,

x = 3;

apoureffet demettrel'entier � dansla variablenomḿeex. Un autreexempleestl'instruction

x = y+1;

qui récup�erel'entier stocḱedansla variabley, lui ajoute
�

, et rangele résultatdansla variablex.
Attention! Le symbole= n'est pasle prédicatd'égalité quel'on rencontreusuellementen

math́ematiques.La signi�cation typiquede � ��� enmath́ematiqueseraitcelled'unevaleurde
vérité, valantvrai si � vaut � , et faux sinon. Ici, x = 3 ne testepasdu tout si x égale � ou
non.En revanche,il estvrai qu'unefois l'instruction x = 3 exécut́ee,le contenudela variable
x vaut effectivement � . Un moyen de voir �a quel point = n'est pasle prédicatd'égalité des
math́ematiquesestdeconsid́ereruneinstructiontelleque:

x = x+1;

qui récup�erel'entier stocḱe dansla variablex, lui ajoute
�

, et rangele résultatdenouveaudans
x. Donc,parexemple,si x contientl'entier � avantd'effectuerx = x+1; , x contiendra� apr�es.
En particulier, enaucuncason n'aurax égal �a x �

�

apr�esexécutiondecetteinstruction.Mais
biensûr la valeurdex apr�escetteinstructionégalela valeurdex avant.

Cetteambigü�té, qui peutsurprendreceuxqui sonthabitúesauxmath́ematiques,a ét́e levée
dansd'autreslangagesimpératifs,commePascal,o�u l'on écriraitx := x + 1, enutilisant le
symbole:= pourbienmarquerqu'il s'agit d'uneaffectationetnond'un testd' égalité.

Si = estl'af fectation,le testd' égalité enC estle symbol==. On écriradonc:
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if (x==3) ...

pourtestersi x vaut � , etnon

if (x=3) ...

qui, dansun langageun peuplussûr queC, seraituneerreur, et seraitrejet́e par le compilateur.
Mais C l'acceptegaiement.. . le langageC estenfait tr�espermissif: la sémantiquedeC précise
eneffet quetouteaffectation,parexemplex=3 , peutaussiêtrevuecommeuneexpression,et a
pourvaleurla valeurdesoncôtédroit. Ici, la valeurdex=3 estdonc � , cequi permetd' écriredes
expressionscommey=x=3; , qui range� dansx (x=3 ), puisretournele résultatdel'af fectation
x=3 , c'est-�a-dire � , et le rangedansy : doncy=x=3; range� dansx etdansy.

La syntaxe desexpressionsde C estassezriche,et un apercËu (pastout�a fait complet,voir
n'importequellivre d'introduction �aC pourl'ensemblecomplet)estdonńeen�gure 3.

�

� � � x � y � ma_variable � 
 
 
 variables
� 0 � 1 � 2 � 
 
 
�� -1 � -2 � 
 
 
�� 'a' � 'b' �


 
 
 � 3.1415926536 � 
 
 
 constantes
�

�

�

�

�

�

�

�

�

�����

�

�����

�

� %�

� �

� opérationsarithmétiques
�

� &�

�

� | �

�

� ˆ �

�

� >> �

�

� << �

� ˜ � opérationsbit �abit
�

� == �

�

���	�

�

�
�

�

�

�

�
���

�

���

�

� comparaisons
�

� &&�

�

� || �

� ! � et,ou,nonlogiques
�

���

�

�

�

�

�

� &� pointeurs,tableaux
�

�

�

�

� 
 
 
 �

�

�

appeldefonction

FIG. 3 – Un apercËu dela syntaxedesexpressionsdeC

On ne décrirapasla sémantiquedesdifférentesexpressionsde C. Sur les entiers(qui sont
lesentiersmachines,pastouslesentiers! surunearchitecturedemachine32 bits standard,les
entierssontceuxcomprisentre � ��


�

� � �

�

��� ��� ��� ��� et ��


�

�

�

� �

�

��� ��� ��� ��� ), �

� �

�

�

calculel'addition desvaleursde �

� et �

� (modulo �



� sur une architecture32 bits; pour être
précis,la valeurde �

� �

�

� surcesmachinesvaut l'unique entiercomprisentre � �



� et �



�

�

�

qui estcongru�a la sommedesvaleursde �

� et �

� modulo ��


� ) ; �

� �

�

� calculela différencede
�

� et �

� (modulo ��


� denouveausurunearchitecture32 bits), �

�

���

� calculele produitde �

� et
�

� (modulo ��


� ), �

�

���

� calculeleur quotientet �

� %�

� le restedela division de �

� par �

� (modulo
�




� ). Attention: �

�

���

� necalculepasle résultatdela division de �

� par �

� , maissapartieenti�ere
(le quotient,donc).Parexemple,�

�

� enC donne
�

, pas
�


������������ 
 
 
 ; et � %� calculele reste,ici
� .

En revanche,on peutaussicalculerenC surdesnombres�ottants (abŕeviationde“nombres
�avirgule�ottante”, qui dénotela facËondelesrepŕesentersurmachine),qui sontdesapproxima-
tions�nies deréels.Lesopérations� , � , � et � sontalorslesaddition,soustraction,multiplica-
tionetdivisionusuelles,�aarrondipr�es.Parexemple,2.0 3.0/donnevraiment0.66666666666 .
On remarqueraquelesnombres�ottants sontécritsavecun point décimal; enparticulier, 2 et
2.0 sontdeuxobjetsdifférents: l'un estunentiermachine,l'autre un �ottant.
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� EXERCISE 2.1
Quevalent1-2 , 15/7 , 15%7, 1+(3*4) , (1+3)*4 , 1+3*4 enC? Vouspouvezvousaider

ducompilateurgcc , enécrivantunprogrammedela forme:

#include <stdio.h>

int main ()
{

printf ("La valeur de 1-2 est %d.\n", 1-2);
return 0;

}

L'instructionprintf ci-dessusapoureffetd'imprimer lavaleursouhait́ee: faireman printf
pouravoir le modusoperandiprécisdeprintf .

Attention : ceci vousdonnerala sémantiquede 1-2 sur votre machine,pour votre compi-
lateur particulier. N'en concluezpasnécessairementque la sémantiquede C en géńeral sera
celle quevousaurezobserv́eesur votre machine.Dansles exemplesci-dessus,cependant,les
indicationsdevotremachineseront�ables, etgéńeralisables�a toutemachine(apriori).

� EXERCISE 2.2
Quevalent(-10)/7 , (-10)%7 sur votremachine? Ceci correspond-il�a cequevousatten-

diez?Si � estle quotientet � le restedela divisionde � � �

�

�

par � � � , a-t-on � ����� ��� ?
� EXERCISE 2.3

Quevalent10/(-7) , 10%(-7) , (-10)/(-7) , (-10)%(-7) survotremachine? Inférez-
enla sṕeci�cation du quotientetdu restesurvotremachine: �

�

� et � %� calculent� et � telsque
� ����� �	� , � � �

�

�
��� . . . et quellesautrespropríet́esdéterminant� et � defacËonunique?
� EXERCISE 2.4

Il y a aussitoujoursdescaspathologiques.Que valent 1/0 , (-1)/0 , 0/0 sur votre ma-
chine? (Attention,ceciesttotalementdépendantdevotrecompilateuret devotremachine: sur
la mienne,le programmeest interrompupar un messageFloating point exception ,
alorsmêmequ'il nes'agit pasdecalculen�ottant maisbienenentier.)

� EXERCISE 2.5
(Si votre machinea desentiers32 bits en compĺement�a deux,ce qui est le caspour toutes

les machinesde l'ENS �a la dated'écriturede ce document.)Rappelez-vous que le plus petit
entierrepŕesentableen machineest � ��


�

� � �

�

��� � � � � ��� , et le plus grandest ��


�

�

�

�

�

�

��� ��� � � ��� . L'oppośe du plus petit entier repŕesentablen'est doncpasrepŕesentable! En
expérimentantavecgcc , commentcalcule-t-il l'opposé du pluspetit entierrepŕesentable? Que
valent(-2 147 483 648)/(-1) , (-2 147 483 648)%(-1) ?

2.1.2 Tableaux,structures

J'ai unpeumentiensection2.1.1endisantquelesaffectationsétaientdela forme � variable�

= � expression� enC. Lescôtésgauchespeuventenfait êtreplusgéńeraux.
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C'estnotammentle casaveclestableaux. EnC, onpeutdéclarerun tableau,�a l'entréed'une
fonction,parunedéclarationdela forme

int a[50];

par exemple.Ceci déclarea commeétantun tableaude �

�

éléments,chaqueélémentétantun
entiermachine(de type int ). Alors queint b déclareb commeunevariablecontenantun
seulentier, a ci-dessusencontientuneranǵeedecinquante.

On peut acćeder �a chaqueélémentdu tableauen écrivant a[ � ] , o�u � est une expression
retournantun entier. L'expressiona[0] a pour valeur le premier élémentdu tableau,a[1]
le deuxi�eme,. . ., a[49] le cinquanti�eme(attentionau décalage!). Les expressionsa[-1] ,
a[50] , a[314675] , qui intuitivementdénoteraientdesacc�esen-dehorsdu tableau,n'ont au-
cunesémantique: si l'on insistepourobtenirleurvaleur, onobtientengéńeraln'importequoi.

On peut aussiécrire desexpressionsd'acc�es aux élémentsde tableauxplus compliqúes.
Par exemple,si i estunevariableenti�ere,a[i] dénotel' élémentnuméro i (qui estdonc le
i �

�

i �eme).L'int ér̂etdececiestquel'on peutacćeder�aun élémentvariable,dontl'indice estlui-
mêmecalcuĺe.Voici parexempleuncalculdeproduitscalairedevecteurs�a troiscomposantes:

float produit_scalaire (float a[3], float b[3])
{

float resultat;
int i;

resultat = 0.0;
for (i=0; i<3; i++)

resultat = resultat + a[i]*b[i];
return resultat;

}

(La bouclefor (i=0; i<3; i++) it �erel'instruction qui suit pour i allantde
�

inclus �a �

exclu.)
Pourchangerle contenudesélémentsd'un tableau,l'instruction d'affectationestenfait plus

géńeralequecellequenousavonsvueplushaut.Onpeutdoncnotamment́ecrire

a[0] = 5.0;

pour mettrele �ottant 5.0 en premierélémentdu tableau(sanstoucheraux autres).On peut
ainsieffectuerunemultiplicationmatriciellecommesuit,parexemple:

float a[3][3]; /* Multiplication de matrices 3x3, a et b,
r ésultat dans c. */

float b[3][3]; /* A noter que les tableaux bidimensionnels
sont juste des tableaux �a trois él éments
de tableaux �a trois él éments. */

float c[3][3];
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int i,j,k;

for (i=0; i<3; i++)
for (j=0; j<3; j++)

{
c[i][j] = 0.0;
for (k=0; k<3; k++)

c[i][j] = c[i][j] + a[i][k]*b[k][j];
}

LesautresstructuresdedonńeesimportantesenC sontlesstructures,lesunions,et lespoin-
teurs.Jene parleraipasdespointeursici, et je préf�ereattendrequevousayezvu un peud'ar-
chitecturedesmachinesau traversdu langagemachineen lecËon 3 d'abord; lespointeursnese
comprennentvraimentqu'une fois qu'on sait commentla machinefonctionnevraiment, �a un
niveauplusbas.

Lesstructures, appeĺeesaussienregistrements(“records”)sontessentiellementdes� -uplets.
Parexemple,onpeutdé�nir le typedesnombrescomplexesenC comme

struct complex {
float re;
float im;

};

Cecidé�nit un nombrecomplexe commeétantun couplededeux�ottants (sapartieréelleet sa
partieimaginaire).Étantdonńeeunevariablecomplexez, typiquementdéclaŕeepar:

struct complex z;

on pourraacćeder�a sapartieréelleen écrivant x.re , et �a sapartieimaginairepar x.im . Les
identi�cateursre et im sontappeĺes les champsde la structurez. De mêmequepour les ta-
bleaux,on pourraaffecter (la valeurd')une expression�a chaquechampindividuellement.Par
exemple,

struct complex x, y, z;

z.re = x.re + y.re;
z.im = x.im + y.im;

calculedansz la sommedesdeuxnombrescomplexesx ety.
� EXERCISE 2.6

Écriredemêmela différence,le produit,et la divisiondedeuxnombrescomplexes.
� EXERCISE 2.7

Écrire un programmede multiplication de deux matrices �

�

� de nombrescomplexes (�a
compĺeter):
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struct complex a[3][3];
struct complex b[3][3];
struct complex c[3][3];
int i, j, k;

for (i=0; ...

LesstructuresC permettentdedécriredesproduitscartésiensde types.Si 5 � , . . ., 5 � sont
destypesC, le typestruct toto { 5 � a1; . . . 5 � an; } estessentiellementuntypede

� -upletsd'objetsprisdans5 � , . . ., 5 � .
Onpeutaussidécrirequelquechosequi ressemble�a desunionsdedeuxtypes:

union nombre {
int i;
float x;

};

par exempledécrit le type union nombre commeconsistanten desobjetsqui sontdesen-
tiersmachineoubiendes�ottants. Jevousdéconseilled'utiliser cetteconstructionavantdebien
comprendrecequ'elle fait vraiment: consultezn'importe quel livre d'introduction �a C. Atten-
tion, cetteconstructionn'a en fait pasgrand-chose�a voir avec l'union ensembliste,malgŕe les
apparences.Elle permetd'autreparttouteunesériedehacks(et touteunesériedeboguesaussi)
queje nepeuxdécemmentpasvousrecommander.

2.1.3 Structuresdecontrôle

Pourorganiserlesaffectationsenséquence,le langageC, commela plupartdesautreslan-
gagesimpératifs,disposed'un certainnombredeconstructionsdebase,́etenduespardesformes
dérivées(dusucresyntaxique) :

– l'instruction qui nefait rien ( !) : elle senote; , oubien{} ;
– la compositionséquentielle, ou séquence: � � ; � � ; exécutel'instruction ��� , puis �

� . Par
exemple,x=3; y=x+1; commenceparranger� dansx ; unefois ceci fait, cecicalcule
x+1 , soit � , et le rangedansy ;

– le test, aussiappeĺe la conditionnelle:

if ( � ) � � else � �

commenceparcalculerla valeurdel'expressione, qui estcenśeeêtreun entiermachine.
Cet entier repŕesenteune condition booĺeenne(vrai/faux). Si cet entier est non nul (ce
qui par conventionsigni�e quela conditionestvraie),alors � � estexecut́ee,sinon � � est
exécut́ee.Parexemple,
if (x==3)

printf ("x vaut bien 3.\n");
else printf("Ah, x ne vaut pas 3, tiens.\n");
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�A noterici quela sémantiquedex==3 n'estpasexactementderetournervrai si x contient
l'entier � , et fauxsinon; enfait, x==3 retournel'entier

�

si x vaut � , et
�

sinon.D'autres
langagesimpératifsont un type sṕecial (bool en Pascal,par exemple)pour dénoterles
valeursdevérité,C non: enC, lesbooĺeenssontcod́essousformed'entiers.

– La bouclewhile :
while ( � ) �

commenceparcalculer � . Si � estvrai (i.e., un entiernonnul), alors � estexécut́ee. �A la
différencedela conditionnelleif , unefois l'exécutioinde � termińee,la bouclerevientau
début, recalcule� : si � estvrai denouveau,� estreexécut́e,etainsidesuite,jusqu'�a temps
que � deviennefaux(le caséch́eant).
On a déj�a vu en lecËon 1 quela boucléetait sémantiquementuneconditionnelleplus un
point �x e :

while ( � ) � � if ( � ) { �

�

� while ( � ) �

�

}

Et c'est tout! On peutcalculertout cequi estcalculableaveccesseulesinstructions.
C proposeaussiquelquesextensionssyntaxiques.Notamment,le bloc

{
� �

�


 
 


� �

�

}

permetdevoir n'importequellecompositiond'instructions� � , . . ., � � commesi cen'étaitqu'une
(grosse)instruction.Cecipermetnotammentd' écrire:

if (x==3)
{

y = z;
if (z==4)

printf ("Non seulement x vaut 3 mais z vaut 4.\n");
else printf ("z ne vaut pas 4, mais y vaut z maintenant.\n");

}
else

printf ("x ne vaut pas 3.\n");

On peut aussiéviter d'écrire la partie else d'un test danscertainscas: if ( � ) � est une
abŕeviationdeif ( � ) � else ; .

Uneautreconstructiontr�esfréquenteestla bouclefor :

for ( �

�

�

�

�

�

�




) �

o�u �

� , �

� , �




sontdesexpressions(optionnelles: on peutnerien écrire�a la placedechacune),et
� uneinstruction.Ceciestexactement́equivalent�a

�

�

�

while ( �

� ) { �

�

�




�

}
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� EXERCISE 2.8
Réécrire la fonction fact du début de ce coursen termede bouclewhile, commeindiqué

ci-dessus.Ceciest-il lisible?
� EXERCISE 2.9

L'id éedela constructionfor deC estdesimulerunebouclepouri variantde �
�a � , commela

constructionfor i= � upto � do. . . du langagePascalou la constructionfor i= � to �

do . . . done deOCaml,enécrivant �a la placefor (i= � ; i<= � ; i++) . . .. Cependant,
enC, il estlégal d'écrire:

for (i=1; i<=5; i++)
{

printf ("La valeur de i est %d.\n", i);
i = i+1;

}

Notezquela bizarrerieestquel'on changela valeurdei dansle corpsdela boucleuneseconde
fois, enavant-derni�ereligne.Quefait ceboutdecode? Peut-onfairepareilenOCaml?

Finalement,enC on a aussiuneconstructionswitch . Disonsenpremi�ereapprochequele
code:

switch ( � ) {
case � constante

�

� : � � ; break;
case � constante� � : � � ; break;
. . .
case � constante� � : � � ; break;
default: � ; break;

fait la mêmechoseque(o�u i estunevariablefra�̂che):

�

int i;
i = � ;
if (i== � constante

�

� )
� � ;

else if (i== � constante� � )
� � ;

else if . . .
. . .

else if (i== � constante� � )
� � ;

else � ;

La constructionswitch est cenśee être plus rapide que la suite de if ci-dessus.Elle ad-
met aussiquelquesvariantes,notamment,si l'on omet le mot-cĺe break en �n d'une ligne
case � constante� � , l'exécutionde �

& secontinuerasurcellede �

&

� � . C'est unesourcecourante
d'erreursenC, etundescharmesparticuliersdu langage.
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2.2 Langagesfonctionnels,le casdemini-Caml

Il existeaussienC unenotiondeproćedurequel'on peutappelerpourfaireun calculauxi-
liaire, et qui unefois le calculfait retourneun résultat.C'estcequenousavonsdéj�a fait dansle
programmefact .

Les langagesfonctionnels, et notammentCamlet sesvariantes(vousconnaissezengéńeral
tousObjective Caml, aussiappeĺe OCaml)sontcentŕessur cettenotion de fonction. Il y a de
nombreusesbonnesréférencessurOCaml,quel'on peutnotammenttrouversurla pagehttp:
//cristal.inria.fr/ .

Nousallonsplusparticuli�erement́etudieruneversionréduited'OCaml,quenousnommerons
mini-Camldansla suite.Il s'agit aupassagedu langagedontvousaurez�a écrireuncompilateur,
puisun syst�emed'inf érencedetypes,enprojet.Le typagevousseraenseigńe parDelia Kesner.
Dansla suitedecesnotes,je consid́ereraiuneversionnontypée.

L'essentield'un langagefonctionnelestquel'on peuty écriredesfonctions: fun � ->
�

,
o�u

�

estuneexpressiondu langage,estencoreuneexpressiondu langage,etdénotela fonction
qui �a � associe

�

. On appelleraunetelle constructionsyntaxiquefun � ->
�

uneabstrac-
tion. Ceciest(pratiquement)la notionmath́ematiquedefonction,commeon le verraquandon
endonnerala sémantiqueun peuplusloin. Par exemple,fun x -> x+1 estla fonctionqui �a
toutentier � associel'entier � �

�

.
Onad'autrepartuneconstruction,dited'application: si

�

dénoteunefonctionet � dénote
un argumentpossiblede la fonction, alors

�

� dénotele résultatde l'application de la fonc-
tion

�

�a l'argument� . En particulier, (fun x -> x + 1) (3) , quel'on peutaussinoter
(fun x -> x + 1) 3, a bien pour valeur4. (On peut rajouterdesparenth�eses�a volont́e
autourdesous-expressionspouréliminerlesambigü�téssyntaxiques,commeenC d'ailleurs.)

Le sous-langagede mini-Caml o�u l'on ne peut écrire que desvariables,desabstractions
et desapplicationss'appellele � -calcul, et a ét́e invent́e et étudíe par Alonzo Churchet ses
successeurs�a partir desanńees1930.C'est aujourd'huiun outil fondamentalen logiqueet en
informatiquethéorique; c'estaupassage(pub!) le sujetdu coursdelogiqueet informatiquedu
secondsemestre,encommunavecl'ENS dela rued'Ulm.

En OCaml,on a en plus uneconstructionpermettantde donnerdesnomsintermédiaires�a
desvariables: let � =

�

in � a poureffet decalculerla valeurde
�

, delui donnerle nom
� , puisdecalculer � . Dans � , on a le droit deseréférer �a � pourdénoterla valeurde

�

. Au
passage,cecipourraits'écrireautrement,sousformedel'expression(fun � -> � )

�

, ce
seraitéquivalent.. . �apartquele syst�emedetypagedeCaml,quevousverrezavecDeliaKesner,
consid�erela forme let d'une facËon un peusṕeciale,et différentede la formeutilisant fun et
l'application.

On retrouve, commedanslesexpressionsC, touteunefamille deconstanteset d'opérations
permettantdefairedescalculs: lesconstantesenti�eres0, 1, . . ., -1 , -2 , . . ., lessommes

�

� � ,
lesdifférences

�

� � , lesproduits
�

�

� , lesquotientsentiers(oudivisions�ottantes)
�

�

� , les
restes

�

mod � , . . ., avecessentiellementla mêmesémantiquequ'enC. (Nousconsid́ererons
quecesopérationsont réellementla mêmesémantiquequ'en C. En OCaml,pour desraisons
techniques,lesentiersnevontquede � ��


� �a � 


�

�

�

surunearchitecture32 bits,et l'on calcule
modulo ��


� , pas ��


� .)
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Une différenceimportanteavec C estquela valeur desvariablesne change pas. En C, on
peuttoujourschangerla valeurd'unevariable,disonsx, enécrivantparexemplex=1 . Il n'y aau-
cuneinstructionpermettantdechangerla valeurd'unevariableenOCamlouenmini-Caml.Une
conśequenceestque,unefois calcuĺeela valeurd'unevariable,on peutêtresûrequ'elle vaudra
toujoursla mêmevaleur. Ceci est importantpour la lisibilit é desprogrammes.Dansun pro-
grammeCamldela formelet x=3 in � parexemple,on peutêtresûr quetouteréférence
�a x dans� , aussiloin qu'on setrouve dansle sourcedela déclarationlet x=... , vaudra3.
EnC, onpeutécriredesinstructionsapparemmentsimilaires:

{
int x;

x = 3;
... N ...

}

Maispourêtresûr quetouteslesoccurrencesdex dansNseréf�erentbien �a la valeurcalcuĺee3,
il faudrad'abords'assurerqu'aucuneautreinstructionn'a préalablementmodi� é la valeurdex.
Cecipeutserévélertr�escompliqúe.

Si OCamlet mini-Camlprivil égientdoncun styled' écrituremath́ematique,o�u lesvariables
nesontpasdescaseso�u l'on rangedesvaleurscommeenC, maisdesnomsdénotantdesvaleurs
calcuĺeespar ailleurs, les langagesde la famille Caml permettentcependantsi on le souhaite
d'écriredesaffectations,plusoumoinscommeenC.Pourceci,onutilisela notionderéf́erences.
En mini-Caml, l'expressionref

�

a pour effet d'allouer (de créer)unenouvelle référence,
c'est-�a-direunenouvellecasemémoire.Cettecasecontientinitialementla valeurde

�

. Onpeut
ensuiterelire le contenud'une casemémoire(dénot́eepar � , disons)en écrivant l'expression
! � . On peutaussieffectueruneaffectation,et � := � a poureffet decalculerla valeurde � ,
qui doit être une référence� , de calculer � , et de stocker la valeur de � �a l'int érieur de la
référence� .

Parexemple,

let x = ref 0
in !x

créeruneréférencecontenantl'entier 0, quel'on rep�erepar le nom x, puis relit le contenude
cetteréférence: le résultatest0. Essayonsuneaffectation:

let x = ref 0
in (x := 3; !x)

Cecicréeuneréférencecontenant0, remplacesoncontenupar3, puislit cecontenu: le résultat
est3. Un peupluscompliqúe :

let x = ref 3
in (x := !x+1; !x)
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Cecicréeuneréférencecontenant3 ; l'ef fet dex := !x+1 estd'ajouterunaucontenudecette
référence,et le résultat�nal !x estdonc4.

On a ici utilisé la construction; qui, commeenC, dé�nit unecompositionséquentield'ins-
tructions(ou,commeici, d'expressions).Ondisposeaussid'uneconditionnelleif

�

then � else � ,
qui calcule � si

�

estvrai et � sinon.(On consid́ereracommeenC queseull'entier
�

dénote
le faux.)La valeurde la conditionnelleestcelle de � dansle premiercas,celle de � dansle
second.On noteraquelesconditionnellesont unevaleurenCaml,alorsqu'ellesétaientdesins-
tructions,qui n'ont pasde valeur, en C. (Pourdire la vérité, C disposed'une autreinstruction
conditionnellepourlesexpressions,dontla syntaxeest �

���

�

� �

�




.)
On n'inclura pasdeconstructiondebouclewhile enmini-Caml.L'exempledela factorielle

écrite en C et en Caml de la section1.1 vous a peut-̂etre sugǵeŕe que l'on pouvait coder la
bouclewhiledela factorielleC enuneconstructionlet rec (dé�nition defonctionrécursive)
de Caml. C'est effectivementle cas.Une constructionwhile ( � ) � de C est grossomodo
équivalente�a la constructionmini-Caml

letrec boucle = fun () ->
if �

then ( � ; boucle ())
else ();;

boucle ()

qui dé�nit d'abordun point �x e du if sousformed'une fonctionboucle �a un argument(bi-
don),puisdemandela valeurboucle() dupoint �x e.

La constructionletrec � =
�

;; serala seuleconstructiondeprogrammemini-Caml(les
constructionsvuesplushautsontdesconstructionsd'expressions).Elle dé�nit � commevalant
exactementla mêmechoseque

�

, et cemêmesi
�

fait appel�a � . Pourdesraisonstechniques,
on restreindra

�

�a êtreelle-mêmela dé�nition d'une fonction
�����

� � � . Unedé�nition via
letrec (parexemple,pourboucle ) de � estunedé�nition récursive, c'est-�a-direque � est
dé�nie en fonctiond'elle-même.Cecisigni�e biensûr que � doit êtredé�nie commeun point
�x edela fonctionfun � ->

�

.
La constructionletrec demini-Camlcorrespondaulet rec d'OCaml.La construction

let � =
�

;; en OCaml,qui dé�nit � commevalant
�

non récursivement(
�

ne peut pas
utiliser la valeurde � quel'on estentraindedé�nir) correspond�a let � =

�

;; enmini-Caml.
Onterminecettedescriptiondel'essentield'OCamletdemini-Camlenmentionnantqueces

langagesdisposentd'une constructiondeproduit cart́esien: l'expression�

�

� � 
 
 
 �

�

�

�

dénote
le � -upletformédesvaleursrespectivesdesexpressions

�

� , . . .,
�

� danscetordre.D'autrepart,
l'expression����	�


�

�

permettrad'extrairela premi�erecomposantedu � -uplet
�

(si c'en estun
et si �

� �

), ����	



�

�

retrouverala deuxi�emecomposante(si �

�

� ), et ainsidesuite.Il s'agit
d'un vrai produitcart́esien.Enparticulier, contrairementauxstruct deC, il estimpossiblede
changerapr�escoupla valeurd'unedescomposantesd'un � -uplet.

On résumela syntaxedemini-Camlen�gure 4.
En guised'exemplerésumantnotrediscussioninformelle de la sémantiquede mini-Caml

ci-dessus,voici uneréalisationpossibledecat enmini-Caml:
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Termes(fonctions,donńees)
�

� � � � � 
 


 � � � � variables(nonmodi�ables)
�

�

� applicationde
�

�a �

�

� ���

� �

�

fonctionqui �a � associe
�

�

���

�

���

�

� �

� dé�nition
� �

���

�

� �

�

�

�

� � � références(modi�ables)
� � ��� � 
 
 
��

�

� � � 
 
 
 arithmétique
� �

�

� � 


 
 �

�

�

�

� ����	�


&

�

� -uplets
�

�

�

� séquence
�

�U�

�

�

�:� �

�

�,�����

� tests
� ����� � � � � Programmes

� � ��� �

���

�

�

�	�

� �

� ���

� �

�

�.�

� � ��� �

���

�

���

�

� �

FIG. 4 – La syntaxedemini-Caml

letrec boucle_interne = fun f ->
let c = fgetc f
in if c=EOF

then 0
else (putchar c; boucle_interne f);;

letrec boucle_externe = fun i -> fun argc -> fun argv ->
if i<argc

then let nom = sub argv i
in let f = fopen nom "r"
in (boucle_interne f; fclose f;

boucle_externe (i+1) argc argv)
else 0;;

letrec main = fun argc -> fun argv ->
boucle_externe 1 argc argv;;

Ceci supposeque fgetc est, commeen C, une fonction prenantun �chier f en argument
et retournantle prochaincaract�ere lu dansce �chier. De même,on supposeque EOF a ét́e
préd́e�ni commela constantedénotantla �n de �chier (autrementdit, �

�

). On supposeaussi
queputchar prendun caract�erec et l'af �che, quefopen ouvreun �chier dont le nom est
en premierargumentet le moded'ouverture(ici, "r" ) esten second,quefclose fermeun
�chier donńeenargument.Autrementdit, onsupposeraqu'on aacc�esenmini-Caml �a toutesles
fonctionsstandarddisponiblesparailleursenC. (Ceserale casdansvotreprojet.)Finalement,
onsupposequesub argv i récup�erel' élémentnuméroi du tableauargv .

On pourraremarquerdanscet exemplele codagedesfonctions �a plusieursarguments.On
a choisi, commeil est traditionnelen Caml, de coderles fonctions �a deuxargumentscomme
desfonctionsprenantleur premierargument,et retournantunenouvelle fonction qui prendle
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deuxi�emeargumentet effectuele calcul. Par exemple,le point d'entréemain du programme
estdé�ni commeunefonctionprenantunparam�etreargc enargument,retournantunefonction
prenantunparam�etreargv enargument,puisappelantboucle_externe .

On auraitpu aussidé�nir les fonctionsbinairescommedesfonctionsprenantdescouples
�

�

� �

�

�

�

enargument.CeseraitfacileenOCaml,grâce�a l'utilisation de�ltr esd'entrée(“pat-
terns”),maisdéj�a moinscommodeenmini-Caml,qui seveutun langagerelativementminimal.
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3 LecËon 3

3.1 Ar chitectureet assembleur

Nous allons maintenantregarderun peu plus en profondeurencorecommentl'exécution
d'un programmesepassesurunemachine,en l'occurrenceunemachine�a processeurPentium
et tournantsousLinux.

Reprenonsl'exempleduprogrammemycat quenousavonsdéj�a étudíeensection1.1.L'uti-
litaire ddd nousapermisdevoir le programmes'exécuter, pas�apas(voir �gure 2). Maintenant,
lorsqueddd selance,cliquezle menu“Source/DisplayMachineCode”.Cecivousmontreraun
cadreressemblant�a celui de la �gure 5. Vouspouvezexécuterle codeenpas�a passtopencli-
quantsurle bouton“Next”, cequi vousferaavancerd'uneinstructionC �ala fois, soitencliquant
sur le bouton“Nexti”, ce qui vous fera avancerd'une instructionassembleur�a la fois. Notez
qu'uneinstructionC correspondengéńeral �a plusieursinstructionsassembleur.

Vous pouvez aussivoir le contenudesprincipauxregistresdu Pentiumen cliquant sur le
menu“Data/StatusDisplays...”, puis sur la case“List of integer registersand their contents”
(passur“List of all registers...”). Lesplusimportantsseront%eax, %ebx, %ecx, %edx, %esi ,
%edi , %ebp, %esp, et %eip . Cedernierestle compteurdeprogramme(extendedinstruction
pointer).Le registre%esp estle pointeurdepile, et %ebp estcourammentutilisé poursauve-
garderla valeurde %esp en entŕeede fonction.Les autressontdesregistres�a usagegéńeral.
Touscontiennentdesentiers32 bits. Cetteorganisationdesregistres,ainsi queles instructions
assembleurparticul�eresquevousverrezsousddd sontparticuli�eresauPentium,maisle principe
del'assembleurestgrossomodole mêmesurtouteslesmachines.

3.1.1 M Âemoires

Dansun ordinateur, on trouve d'abord unemémoire. Il s'agit d'un gigantesquetableaude
casescontenantdesoctets, c'est-�a-diredesnombres�a 8 chiffresenbase2. (Un chiffre enbase2
est0 ou 1, et esttraditionnellementappeĺe un bit.) Les indicesdecetableausontdesnombres,
typiquementde

�

�a � 


�

�

�

� � ��� ������� ��� � surle Pentium,qui codecesindicessur32bits.Les
indicesdecetableausonttraditionnellementappeĺeslesadresses.

Onpeutvoir en�gure 6 unexempledemémoired'un ordinateur. Commele montrele tableau
duhautdela �gure 6, unemémoiren'estdoncriend'autrequ'unefonctionqui �achaqueadresse
associeuncontenu,qui estunoctet.Il esttraditionneldecompterlesadressesetdelire lesoctets
enhexad́ecimal, c'est-�a-direenbase16; la lettrea vaut10, b vaut11, . . ., f vaut15. Ainsi les
adressessont

�

,
�

, . . ., � , � , � , � , � , � , � , � ,
�

�

,
� �

, . . .,
�

� ,
�

� , . . .,
�

� , �

�

, . . . Lorsqu'il y aura
ambigü�té dansla base,on utiliserala conventiondu langageC de faire préćederunesuitede
caract�eresparmi0, . . ., 9, a, . . ., f descaract�eres0x pourmontrerquele resterestun nombre
hexad́ecimal.Par exemple,0x10 dénote

�

� ; ou bien0xcafe vaut
�

�

�

� ����
 �

�

�

�

� ���

�

�

�

�

�

� ��� �

�

� � �

�

����� .
La mémoiredu haut de la �gure 6 contientdonc l'octet 0xca �

�

�

�

�

� �

�

�

� �

�

�
�a

l'adresse0x0 �

�

, l'octet 0xfe �

�

�

�

�

� �

�

� � � � � �a l'adresse0x1 �

�

, et ainsidesuite.
Électriquement,unemémoireestun circuit ou un groupedecircuits ressemblant�a celui en
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FIG. 5 – Unesessionsousddd , montrantensemblecodeassembleuret codeC
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Mémoire
ca fe ba be 00 42 72

00 01 02 03 04 05 06 07 08 09 0a 0b 0c 0d 0e 0f 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 1a 1b 1c 1d 1e 1f

61 76 6f 20 76 6f 75 73 20 6c 69 73 65 7a 20 6c 39 41 53 43 49 49 20 21 00

Adresses

Contenus

(ici, 32 cases numérotées de 0 à 31)

(octets=entiers de 0 à 255)

Electronique :

R/W

Adresse
Octet

écriture

lecture

Octets :

Hexa Dec. Binaire ASCII

202ca 11001010 Ê

fe 254 11111110 þ

76 118 01110110 v

69 105 01101001 i

FIG. 6 – La mémoiredesordinateurs

bas�a droite de la �gure 6. Les adressessontenvoyéessousforme de signauxélectriques(par
exemple,si le bit � de l'adressevaut

�

alorson relie le contactélectriqueno. � au+5V, sinon �a
la masse).Un autrecontact,R/W, estpositionńe �a

�

si l'on souhaitelire l'adresseainsidécrite,
auquelcasle contenude l'octet �a cetteadresseseraprésentenbinairesurhuit autrescontacts.
Si R/Westpositionńe �a

�

, alorsle circuit demémoires'attendenrevanche�a cequela donńee�a
inscrire�a l'adressepréciśeesoitdéj�aprésentesurleshuit contactsci-dessus.Ceciestle principe
géńeral,il y aenfait d'autrescontacts,etd'autresconventions(parexemple,le +5V peutenfait
coderle

�

aulieu du
�

, la tensionpeutnepasêtre+5V, etc.)
Il estd'autrepart importantquetouslesoctetssontutiliséscommecodages. L'octet 0xca

peutêtrevu comme:
– l'entier positif ounul

�

�

�

�

� �

�

�

� �

�

� , commeci-dessus(ondit quec'estunentiernon
sigńe;

– ou bienl'entier comprisentre � ��� � �

�

��� et ��� �

�

�

�

� � , et égal aupréćedentmodulo
�

�

� � ��� : ceci permetde repŕesenterdesentierspositifs ou négatifs dansun certain
intervalle; seloncetteconvention,0xca vautalors �

�

� � � ��� � � � � , et l'on parled'entier
sigńeencompĺement�a deux;

– oubienle codeducaract�ere“Ê” : il s'agit d'unepureconvention,quel'on appellela table
ASCII (AmericanStandardCodefor InformationInterchange),voir la �gure 7 (source:
http://www.bbsinc.com /is o8859. ht ml ).Parexemple,lecaract�eredecode0x43
setrouvedansla ligne40, colonne3 : il s'agit duC;

– oubienl'instruction assembleurlret (“long return”)duprocesseurPentium;
– oubienencorepasmald'autrespossibilit́es.. .

Toutdépenddecequel'on fait avecl'octet enquestion: desopérationsarithmétiquessurentiers
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sigńes,surentiersnonsigńes,desopérationsdemanipulationsdechâ�nesdecaract�eres,exécuter
unprogramme,etc.

FIG. 7 – La tableASCII étendue

3.1.2 Le processeur

Le processeur(Pentiumparexemple)estunpetitautomate,dontl' étatinterneestdonńeparle
contenudesesregistres: on consid́ereraqueceuxdu Pentiumsont%eax, %ebx, %ecx, %edx,
%esi , %edi , %ebp, %esp, et%eip . Cedernierestle compteurdeprogramme.

�A tout moment,le processeurest sur le point d'exécuterune instructiondu langage ma-
chine. Il s'agit de l'instruction que l'on trouve en mémoire �a l'adressedont la valeur est le
contenudu registre%eip . Dansle casde la �gure 8, le contenudu registre%eip et l'entier
0x08048530 , et l'on trouve enmémoire�a cetteadressel'octet 0x55 , qui estle codedel'ins-
tructionpushl %ebpduPentium.
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ca fe ba be 00 42 72

00 01 02 03 04 05 06 07 08 09 0a 0b 0c 0d 0e 0f 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 1a 1b 1c 1d 1e 1f

61 76 6f 20 76 6f 75 73 20 6c 69 73 65 7a 20 6c 39 41 53 43 49 49 20 21 00

%eax %ebx %ecx %edx

%esp %ebp %esi %edi

M�moire

ProcesseurCLK

(des données)

M�moire
(des programmes)

(Les registres sont ceux de la famille Pentium)

Registres 080485304010b098

00000001

08048530

4000ae60

4010a1ec

bffffa48

401093f8 (Repère où l'on en est
dans l'exécution du programme)

55 89 83 ec 0c 57

31 32 33 34 35 36 37 38 39 3a 3b 3c 3d 3e 3f 40 41 42 43 44 45 46 47 48 49 4a 4b 4c 4d 4e 4f

56 53 8b 7d 08 bb 01 00 00 00 39 fb 7d 51 83 c4 f8 68 00 00 00 00 8b 55 0ce5 ...

push %ebp

sub $0xc,%esp
mov %esp,%ebp push %esi

push %ebx
mov $0x1,%ebx

cmp %edi,%ebx
add $0xfffffff8,%esp

mov 0xc(%ebp),%edx

push %edi

mov 0x8(%ebp),%edi

jge 0x66 <main+102>

push $0x0

8048530

00000018 %eip Compteur de programme

FIG. 8 – Le processeuret la mémoire

Le processeurestcadenće parun oscillateur, qui s'appellel' horloge, et enquelquesortebat
la mesure: �achaquetic d'horloge(�a peudechosespr�es),le processeurvachercherl'instruction
suivante,l'exécute,puisattendle prochaintic d'horloge.

Dansl'exemplede la �gure 8, au prochaintic d'horloge, le processeurva exécuterl'ins-
truction pushl %ebp, qui a pour effet d'empiler (“push”) la valeur du registre %ebp (ici
0xbffffa48 ) au sommetde la pile. Quelle pile? Eh bien, le Pentium,commebeaucoup
d'autresprocesseurs,maintientdansle registre%esp (“extendedstackpointer”) l'adressedu
sommetd'une pile. Dansl'exemple,le sommetde la pile estdoncen ce moment �a l'adresse
0x18 , et empiler%ebp a pour effet de stocker savaleur0xbffffa48 aux adresses0x17 ,
0x16 , 0x15 , 0x14 , et debougerle pointeurdepile jusqu'en0x14 . Le résultatestmontŕe en
�gure 9. Lesvaleursayantchanǵe sontenrouge. �A noterqu'apr�esl'exécutionde l'instruction,
le compteurdeprogramme%eip estincrément́e etpointeversl'instruction suivante.

L'instruction suivanteestmovl %esp, %ebp. La sémantiquede cetteinstructionestde
recopier(movl =“move”, déplacer)le contenuduregistre%espdansle registre%ebp. Au total,
lesdeuxpremi�eresinstructionsdeceprogrammeontsauvegard́ele contenupréćedentduregistre
%ebpsurla pile,puisontmisl'adressedusommetdela pile dans%ebp, pourpouvoir s'y référer
dansla suite.

La raisonde ce mouvementest que, �a l'entrée de la fonction main (voir le sourceC en
�gure 1), la pile ressemble�a ceci:

%esp %esp+4 %esp+8 %esp+12

adr.de retour argc argv

Le param�etred'entréeargc estdoncstocḱe � octetsplusloin quele sommetdepile, sur � octets
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%eax %ebx %ecx %edx

%esp %ebp %esi %edi

M�moire

ProcesseurCLK

(des donn�es)

M�moire
(des programmes)

Registres 080485314010b098

00000001

08048530

4000ae60

4010a1ec

bffffa48

401093f8

55 89 83 ec 0c 57

31 32 33 34 35 36 37 38 39 3a 3b 3c 3d 3e 3f 40 41 42 43 44 45 46 47 48 49 4a 4b 4c 4d 4e 4f

56 53 8b 7d 08 bb 01 00 00 00 39 fb 7d 51 83 c4 f8 68 00 00 00 00 8b 55 0ce5 ...

sub $0xc,%esp
mov %esp,%ebp push %esi

push %ebx
mov $0x1,%ebx

cmp %edi,%ebx
add $0xfffffff8,%esp

mov 0xc(%ebp),%edx

push %edi

mov 0x8(%ebp),%edi

jge 0x66 <main+102>

push $0x0

8048530

00000014

ca fe ba be 00 42 72

00 01 02 03 04 05 06 07 08 09 0a 0b 0c 0d 0e 0f 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 1a 1b 1c 1d 1e 1f

61 76 6f 20 76 6f 75 73 20 6c 69 73 65 48 fa ff bf 41 53 43 49 49 20 21 00

push %ebp

Empile le contenu du registre %ebp
sur la pile, dont le sommet est a
l'adresse point�e par %esp.

push %ebp

Compteur de programme

%eip

FIG. 9 – Exécutiondela premi�ereinstruction

%eax %ebx %ecx %edx

%esp %ebp %esi %edi

M�moire

ProcesseurCLK

(des donn�es)

M�moire
(des programmes)

Registres 080485334010b098

00000001

08048530

4000ae60

4010a1ec401093f8

55 89 83 ec 0c 57

31 32 33 34 35 36 37 38 39 3a 3b 3c 3d 3e 3f 40 41 42 43 44 45 46 47 48 49 4a 4b 4c 4d 4e 4f

56 53 8b 7d 08 bb 01 00 00 00 39 fb 7d 51 83 c4 f8 68 00 00 00 00 8b 55 0ce5 ...

sub $0xc,%esp
mov %esp,%ebp push %esi

push %ebx
mov $0x1,%ebx

cmp %edi,%ebx
add $0xfffffff8,%esp

mov 0xc(%ebp),%edx

push %edi

mov 0x8(%ebp),%edi

jge 0x66 <main+102>

push $0x0

8048530

00000014

ca fe ba be 00 42 72

00 01 02 03 04 05 06 07 08 09 0a 0b 0c 0d 0e 0f 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 1a 1b 1c 1d 1e 1f

61 76 6f 20 76 6f 75 73 20 6c 69 73 65 48 fa ff bf 41 53 43 49 49 20 21 00

push %ebp

D�place le contenu du registre %esp
dans le registre %ebp.

00000014

mov %esp,%ebp

Compteur de programme

%eip

FIG. 10– Exécutiondela deuxi�emeinstruction
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(32 bits), et le secondparam�etred'entréeargv eststocḱe � octetsau-del�a du pointeurdepile,
sur � octetsaussi.Les � octets�a partir du sommetdepile stockent l' adressederetour, c'est-�a-
dire la valeurdu compteurdeprogrammeo�u il faudrareprendrel'exécutionlorsquel'exécution
dela fonctionmain seratermińee.

Apr�esl'instruction pushl %ebp, la pile ressemble�a :

ancien%ebp adr.de retour

%esp

argc argv

%esp+4 %esp+8 %esp+12 %esp+16

Puis,apr�esl'instruction movl %esp, %ebp, elleestdela forme:

ancien%ebp adr.de retour

%ebp

argc argv

%ebp+4 %ebp+8 %ebp+12 %ebp+16%esp

L'instructionsubl $0xc, %esp apourbut deretirer0xc �

�

� duregistre%esp. End'autre
termes,ceciréserve

�

� octetssurla pile. Onadoncunepile dela forme:

ancien%ebp adr.de retour

%esp %ebp

argc argv

%ebp+4 %ebp+8 %ebp+12 %ebp+16

Concr�etement,la situationestcommemontŕeesur la �gure 11. Au lieu desoustraire
�

� octets,
on auraitpu enajouter �

�

� , cequi seseraitfait avecl'instruction addl $-12, %esp, ou de
facËońequivalente,addl $0xfffffff4, %esp. (Donc,quefait l'instructionaddl $0xfffffff8, %esp
unpeuplusloin dansle programme?)

L'int ér̂et de l'allocation des
�

� octetsavant %ebp estde permettrede réserver de la place
pourlestroisvariablesi , c et f dela fonctionmain , typiquement.

Lorsqu'onarrivera�a la �n dela fonctionmain , ony trouveralestrois instructions:
– movl %ebp, %esp, qui recopiele contenudu registre %ebp dansle registre %esp.

Cecia simplementpoureffet dedépilerd'un couptout cequi avait ét́e empiĺe aucoursde
la fonctionmain , et l'on revient �a la situation:

ancien%ebp adr.de retour

%esp

argc argv

%esp+4 %esp+8 %esp+12 %esp+16

– popl %ebp, l'instruction symétriquede pushl %ebp, qui dépile le sommetcourant
de la pile, et met la donńee � � bits �a l'ancien sommetdepile dansle registre%ebp. On
revient �a la situation:

%esp %esp+4 %esp+8 %esp+12

adr.de retour argc argv
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%eax %ebx %ecx %edx

%esp %ebp %esi %edi

M�moire

ProcesseurCLK

(des donn�es)

M�moire
(des programmes)

Registres 080485364010b098

00000001

08048530

4000ae60

4010a1ec401093f8

55 89 83 ec 0c 57

31 32 33 34 35 36 37 38 39 3a 3b 3c 3d 3e 3f 40 41 42 43 44 45 46 47 48 49 4a 4b 4c 4d 4e 4f

56 53 8b 7d 08 bb 01 00 00 00 39 fb 7d 51 83 c4 f8 68 00 00 00 00 8b 55 0ce5 ...

sub $0xc,%esp
mov %esp,%ebp push %esi

push %ebx
mov $0x1,%ebx

cmp %edi,%ebx
add $0xfffffff8,%esp

mov 0xc(%ebp),%edx

push %edi

mov 0x8(%ebp),%edi

jge 0x66 <main+102>

push $0x0

8048530

00000008

ca fe ba be 00 42 72

00 01 02 03 04 05 06 07 08 09 0a 0b 0c 0d 0e 0f 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 1a 1b 1c 1d 1e 1f

61 76 6f 20 76 6f 75 73 20 6c 69 73 65 48 fa ff bf 41 53 43 49 49 20 21 00

push %ebp

Soustrait 0xc (=12)
du registre %esp.

Compteur de programme

00000014

sub $0xc,%esp

%eip

FIG. 11– Exécutiondela troisi�emeinstruction

– ret , qui retourneau programmeappelant.Ceci dépile l'adresseau sommetde la pile,
et s'y branche(autrementdit, met cetteadressedansle registre %eip de compteurde
programme).

� EXERCISE 3.1
�A l'aide de ddd , exécutezen pas�a pas,avec l'instruction “Nexti”, le programmemycat de

la �gure 1. Observezbien lescontenusdesregistres.Vouspouvezaussiobserver le contenude
la pile : regardezla valeurde %esp dansla liste desregistres�a l'entréede la fonction main ,
disons0xbffff8e0 , soustrayezdisons32octets,cequi donne0xbffff9c0 , puisallezdans
le menu“Data/Memory...”, et demandez“View” “48” “hex” “words” “from : 0xbffff9c0” (rem-
placezpar l'adresseréelle calcuĺee plus haut).Déduisez-ence que fait chaqueinstruction,si
possible.Comparezavecla tabledel'annexe A.

3.1.3 Modesd'adr essageet formats d'instructions

Observonsladifférenceentrelesinstructionsmovl %esp, %ebpetsubl $0xc, %esp.
Dansle premiercas,on recopiele contenudu registre%esp dansun autreregistre: l'instruc-
tion movl recopieunedonńeesourceversunedestination. Dansle secondcas,on soustraitune
donńeesourceducontenudela destination.

Mais surtout,dansle premiercas,la sourceestun registre, �a savoir le registrede sommet
depile %esp, alorsquedansle secondcas,il s'agit d'uneconstante(dite immédiate, parceque
donńee,l �a,dansle codeexécut́e).Lesmodestypiquesd'adressagesont:

– immédiat : la constanteest donńee directement.La syntaxe correspondantedansl'as-
sembleurPentiumconsiste�a faire préćeder la constantepar le signe $. Par exemple,
movl $0x14, %eax metla constante0x14 � �

�

dansle registre%eax.
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– registre : la donńeeestdansun registre.Par exemple,movl %eax, %ebx recopiele
contenudu registre%eax dansle registre%ebx.

– absolu: ladonńeeest�al'adressedonńeedirectementdanslecode.Parexemple,movl 0x8f90ea48, %eax
recopiel'entier 32bitsstocḱeauxadresses0x8f90ea48 �a0x8f90ea4b ( � octets)dans
le registre%eax.

– indirect : la donńeeest �a l'adressequel'on trouve dansle registresṕeci� é. Par exemple,
movl (%ebx), %eax récup�ere le contenude %ebx, disons0x8f90ea48 , puis lit
l'entier 32 bits �a cetteadresse,c'est-�a-direde0x8f90ea48 �a 0x8f90ea4b ( � octets),
et le stockedansle registre%eax.

Il y a quelquesvariantesde cesmodesd'adressage.Dansle casdu modeabsolu,il arrive que
l'adressenesoit passtocḱeedirectementdansle code,maissousformed'un décalageentrela
valeurcourantede%eip (le compteurdeprogramme)et l'adressesouhait́ee: c'est l'adressage
relatif, typiquementutilisé danslesinstructionsdesaut(voir plusloin).

Le modeindirectconnaitaussiun certainnombrededéclinaisonsdeplusenplusraf�n ées.
Parexemple,movl 0x8(%ebx), %eaxajouted'abordl' offset(décalage)0x8 ��� �al'adresse
stocḱeedans%ebx avant de récuṕerer la donńeequi s'y trouve. Dansl'exempletraité en sec-
tion3.1.2,movl 0x8(%ebp), %eaxpermetainsiderécuṕererlavaleurdel'argumentargc ,
unefois leprologuepushl %ebp, movl %esp, %ebpeffectúe; demême,movl %0xc(%ebp), %eax
permetderécuṕerer(l'adresse)du tableauargv dans%eax. Le Pentiumdisposed'une profu-
siondetelsmodes.Notamment,movl (%eax, %ebx, 4), %ecx récup�eredans%ecx le
contenude la mémoireaux � octets�a partir de l'adresseobtenueenadditionnantle contenude
%eax avecle contenude%ebx multiplié par � . . .

On a illustré ci-dessusl'utilisation desmodesd'adressagedansle casde la source.La des-
tinationpeutêtreelle aussisṕeci� éeenmoderegistre,absolu,ou indirect.Elle nepeutpasêtre
donńeeenmodeimmédiat: on nepeutpasmodi�er la valeurd'uneconstante!

En géńeral, toutesles combinaisonsde modesd'adressagepour la sourceet la destination
ne sont paspossibles.En théorie, l'id éal est de se référer �a la documentationdu processeur
consid́eŕe,maiscelledu Pentiumestgigantesque.Il seraplussimpledansnotrecasdecompiler
(avec gcc ) quelquesprogrammesassembleursimples: si gcc refuse,c'est que l'instruction
n'existepas.

Touslesprocesseursdisposent,enplusdesinstructionsdedéplacement(movl parexemple)
et desinstructionsarithmétiqueset logiques(addl , subl , le et bit �a bit andl , etc.),desins-
tructionsde saut. Sur le Pentium,l'instruction jmp � dest� détournele contenudu programme
versl'adresse� dest� :

– jmp 0x8f90ea48 sebranche�a l'adresse0x8f90ea48 (adressageabsolu),autrement
dit metl'entier 0x8f90ea48 dansle registre%eip .

– jmp *%eax sebranche�a l'adressequi eststocḱeedans%eax (adressageindirect).Au-
trementdit, cecirecopie%eax dans%eip . (On noterauneirrégularit́e desyntaxe ici : on
n'écrit pasjmp (%eax) , mêmesi celaauraitét́e pluscoh́erent.)

� EXERCISE 3.2
L'instruction leal (“load effective address”)ressemble�a movl . Mais l �a o�u movl � source� ,

� dest� recopie� source� dans� dest� , leal � source� , � dest� recopiel' adresseo�ueststocḱe � source�
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dans� dest� . Donc,parexemple,leal 0x8f90ea48, %eax(adressageabsolu)estéquivalent
�a movl $0x8f90ea48, %eax (adressageimmédiat),et leal 4(%ebx), %eax met le
contenude %ebx plus � dans%eax, au lieu de lire ce qui est stocḱe �a l'adressequi vaut le
contenude%ebx plus � . Quefait leal (%eax, %esi, 4), %ebx? Pourquoilesmodes
d'adressageimmédiat et registre n'ont-ils aucunsenspour la sourcede leal ? L'instruction
jmp � source� est-elleéquivalente�amovl � source� , %eip oubien �a leal � source� , %eip ?
( �A cecipr�esquecesdeuxderni�eresinstructionsn'existentpas,caril estimpossibled'utiliser le
registre%eip commeargumentd'aucuneinstruction.. .)

Poureffectuerdestests(les if de C ou de Caml), il suf�t d'utiliser unecombinaisonde
deuxinstructions,cmpl et uneinstructionde la famille dessautsconditionnels. Par exemple,
l'instruction C

if (i==j)
a;

else b;

correspondraaucodeassembleursuivant,ensupposantquei estdansle registre%eaxet j dans
le registre%ebx :

cmpl %ebx, %eax ; comparer i (%eax) avec j (%ebx)
jne _b ; si pas égaux (not equal), aller ex écuter b,

; �a l'adresse _b.
... code de a ... ; sinon ex écuter a
jmp _suite ; puis passer �a la suite du code, apr �es le test.

_b:
... code de b ...

_suite:
... suite du code ...

Onconstatequejne branche�a l'adresse(ici _b) enargumentsi i n'estpaségal �a j , etcontinue
�a l'instruction justeapr�esle jne sinon.

A contrario,je brancherait�a l'adressedonńeeen argumentsi i était égal �a j ; jl bran-
cheraitsi i étaitstrictementinférieur(less)quej entantqu'entiersigńe, jge si plusgrandou
égal (greaterthanor equalto), jg si plusgrandstrictement(greater),jle si pluspetit ou égal
(lessthanor equalto) ; jb (below), jnb (not below), ja (above), et jna (not above) sontles
instructionscorrespondanteslorsquei et j sontdesentiersnonsignés.

� EXERCISE 3.3
L'instruction call appelleun sous-programme(en C, un sous-programme,c'est une fonc-

tion). La seuledifférenceavec l'instruction jmp , c'est quecall empiled'abordle contenude
%eip , c'est-�a-direl'adressequi estjusteapr�esl'instruction call . Donccall � dest� , alorsque
le compteurde programmevaut, disons, � , est équivalent �a pushl $ � suivi de jmp � dest� .
Symétriquement,ret seraitéquivalente�a popl %eip (si cetteinstructionexistait) : quefait
ret , concr�etement?
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� EXERCISE 3.4
Montrerquepushl � source� estéquivalente�asubl $4, %espsuivi demovl � source� , (%esp) .
Proposerun équivalentdepopl � dest� .

� EXERCISE 3.5
Supposonsque%eaxcontientl'entier � et%ebxcontientl'entier � � (ensigné) � � � � � ����� ��� �

(ennonsigńe).Noterquelebranchementjle seraprisapr�esuneinstructioncmpl %ebx, %eax.
Qu'enest-il danslescasdejg , jl , jge , ja , jna , jb , jnb ?

Encoreunefois, on rappellequeles instructionsutilesdu Pentiumsontrécapituĺeesen an-
nexeA.

3.1.4 Formalisation

Il estpossible,et mêmeparfoisutile, de donnerunedescriptionformelle de la sémantique
desinstructionsassembleur. La versionquenousdonneronsici estoutrageusementsimpli� ée
(voir la documentationIntel : la sémantiqueréelle de jmp prend �a elle seuledeux pages!),
maisessentiellement�d �ele: vousn'avezpratiquementaucunechanceenprogrammantdevous
apercevoir que la sémantiqueréelledesinstructionsestplus compliqúeequecelle que je vais
décrireici.

D'abord,on doit dé�nir la sémantiquedesmodesd'adressage.Soit 5 � l'ensembledetoutes
les adressesvalidessur le processeurconsid́eŕe : c'est l'intervalle

�

�

� �



�

�

� �

sur le Pentium.
Consid́eronspoursimpli�er la descriptiondesmodesd'adressagequelesregistresduprocesseur
ont aussidesadresses,qui sontdesconstantes%eax, %ebx, etc.,portantlesnomsdesregistres
enquestion,qui sontdeux�adeuxdistinctesethorsde 5 � . Soit

�

� l'ensembledecesconstantes.
On supposeraque

�

� contient,outre les nomsdesregistresdéj�a mentionńes au début de la
section3.1, le nom %eflags ; ceci servirapour la sémantiquede l'instruction cmpl et des
sautsconditionnels.

Unecon�guration � estuncouple ���

�

� � �

�

� �

�

, o�u �

�

� estunefonctiontotalede 5 � vers
l'ensemble

�

�

� �

�

�

���

desoctets,la mémoire, et �

�

� � estunefonctiontotalede
�

� versl'ensemble
�

�

� ��


�

�

���

desmots32bits.Notons� 
 ��
 � 
 � , o�u � , � , � , � sontdesoctets,le mot32bits � � � ��� � �

� ���

�

� � � ����
 � : c'estle nombre� � � � écritenbase256,avecle chiffre depoidsfaibleenpremier.
On noteraaussi�

�

� � � 
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�

le mot 32 bits �

�
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�
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�

� � � �
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�
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�


 �

�

� � � � �

�

:
si �

�

� estunemémoire, �

�

� � � 
 
 � � �

�

est justele mot 32 bits quel'on peut lire �a partir de
l'adresse� .

Dé�nissonsla sémantiquede � source� sousformed'une fonctionprenantunecon�guration
� enentŕeeetretournantunentier32bits

�

� source�

�����

� , qui estceluiquel'on trouve �a l'endroit
sṕeci� é par � :

���

�

�����

���

�

��� �

�
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Danscederniercas,la plage
�

�

�

��� �

�

� �

�

pourl'of fset � estarbitraire,et particuli�ereauproces-
seur. (Ici, c'est la plageutiliséeparle Pentium.)

� EXERCISE 3.6
Supposons5 � �

�

�

� � 


�

�

� �

. La notation�

�

� ����


 � � �

�

n'a biensûr aucunsenssi �

�

� 


�

� � .
D'apr�esvous,quelleestla sémantiquedel'adressageabsolu�a l'adresse� lorsque� vaut � 


�

� � ,
��


�

� � , ��


�

�

�

?Corrigerdemêmela sémantiquedel'adressageindirect.
� EXERCISE 3.7

Il y a en fait desinstructionsqui lisentnon pasdesentiers32 bits, maisseulement16 bits ou
seulement8 bits. Écrirelessémantiquescorrespondantes

� �

���

���

et
� �

�

���

.

De même,on peutdé�nir la sémantiquede � dest� sousforme d'une fonction prenantune
con�guration � en entŕee,un mot 32 bits � , et retournantla con�guration

�

� dest�
�

�

�

� �

�

���

�
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�

� � � � � � �

�

� �

�

� �

�

adressageindirect,si ���

�

�

�

��� �

�

� �

�

� �'�

�

�

On noteici �

�

�

�

��


 � � ��� �	�

�

l'unique mémoire �

�

� � telle que �

�

� ��� ��
 
 � � �

�

�	� et
�

�

�
�

� �

�

� �

�

� � �

�

pourtout � �05 �

� �

��� � � �

�

. Demême,�

�

� �

�

� � � �

�

estl'unique fonction
de

�

� vers
�

�

� �



�

�

���

qui �a � associe� et �a tout �
�

�

�

�

�

� � � associe�

�

� � � �
�

�

.
� EXERCISE 3.8

Corrigerla sémantique
� �

�

�

, dansl'esprit del'exercice3.6.

On auraaussiparfoisbesoind'une troisi�emefonction
� �����

qui retournel'adresseo�u
� � ���

effectueunelectureet
� �

�

�

effectueuneécriture,dansles caso�u cesopérationsde lectureet
d'écritures'effectuentenmémoire:

�

�

�
���

� �

�

��� �

�

� �

�

� � adressageabsolu,si ���05 �

�

��� �

�

�����

� �

�

��� �

�

� �

�

� �

�

� � � �

�

� �

adressageindirect,si ���

�

�

�

��� �

�

� �

�

� �'�

�

�

Ceci estutilisé dansl'instruction leal (voir annexe A), maissurtoutdansles instructionsde
saut,jmp etautres.

Onpeutmaintenantdé�nir la sémantiquedesinstructionsassembleur. Le point importantest
qu'un programmeassembleurdécrit un syst�emedetransitions, c'est-�a-direun triplet �
	 ���

�

, o�u
	 estun ensembledit d' états, et � �
	

�

	 estla relationdetransition. (Cen'est rien d'autre
qu'un grapheorient́e.)L'intuition sous-jacente�a un syst�emedetransitionsestqu'il s'agit d'une
machine: �a toutmoment,la machineestdansun état �'��	 , et peutsedéplacer(auprochaintic
d'horloge)dansun état � � ��	 tel que � � � � �

�

��� , et continuerainsi.
Ici, l'ensembledesétats	 serajustel'ensembledetouteslescon�gurations � . Le syst�eme

detransitionsestdoncparticuli�erementgigantesque!
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� EXERCISE 3.9
Combieny a-t-il decon�gurationsdansle Pentium,ensupposantque

�

� estdecardinal10 (8
registresdecalcul,plus%eip et %eflags ) ? Comparezaunombred' électronsdansl'univers
multiplié parla taille del'universenangstr̈oms,multiplié parla duŕeedevie del'universenpi-
cosecondes.. . multiplié essentiellementparn'importequelleconstantequevoustrouverezdans
un livre dephysique.Quelestle nombrele plusgrand?

Il estbiensûr horsdequestiond' énuḿerertouslesétats,etpourchacun,� , l'ensembledes� �

telsque � � � � �

�

� � . Pourdécrirela relationdetransition � du syst�eme,nousallonsenpro�ter
pourutiliserunformalismequenousreverronsdansla suite,celuidesémantiqueopérationnelle.

Formellement,unesémantiqueopérationnelleestunensembleder�eglespermettantdedériver
desjugements. Danscelle qui nousintéresseici, nousutiliseronsdesjugementsde la forme

� �

�

� � , o�u � et � � sontdeuxcon�gurations.Lesr�eglessontdela forme
�

� 
 
 


�

� � � � �

�

et expriment que l'on peut déduirele jugement
�

�a partir desjugements
�

� , . . .,
�

� , d�esque
la condition ��� � � estvéri� ée.

�

� , . . .,
�

� et ����� � sont les prémissesde la r�egle,et
�

estsa
conclusion.

Unedenospremi�eresr�egles,ici, seracellequi donnela sémantiquedel'instruction movl :

� � ���

�

��� �

�

� �

�

2

� � � �

�

� � � %eip
�

2

�

�

� � � � 
 
 � � ��� �

� �

� “movl � source� , � dest� ” 2

� � �

�

� dest�
�

�

�

� �

�

�

�

� source�

� ���

� �

� �

�

%eip � � � � ���

�

� �

�

�

�

Cetter�eglen'a aucunjugementen prémisse,justeunecondition,conjonctionde quatrecondi-
tionsatomiques.Parconvention,la notation“ � instr� ” repŕesentela suited'octetscorrespondant�a
l'instructionassembleur� instr� , et �

�

� � � � 


 � � ��� �

���

dénotelasuited'octets�

�

� � � �

�

� �

�

� � � � �

���

� 
 
 
 � �

�

� � � � �����

���

. Touteslessuitesd'octetsnerepŕesententpasnécessairementdesins-
tructionslégales.En fait, lesensemblesd'instructionsdesprocesseursformenttoujoursun code
pré�x e; cecisigni�e que,étantdonńeuneadresse� � donńee,il y aauplusuneinstructionlégale
repŕesent́eeparunesuited'instructionscommencËant�a l'adresse� � . Cecidétermineenparticulier
defacËonuniquela largeur � del'instruction,qui estunentiervalantaumoins

�

.
La r�egleci-dessuss'appliquedoncsi l'instruction stocḱee�a l'adresse� � , qui estreṕeŕeepar

le contenu�

�

� � � %eip
�

du registre%eip , estunerecopiemovl � source� , � dest� . Danscecas,
�

� source�

� ���

� �

�

récup�erele mot 32 bits stocḱe �a l'adresse� source� , l'appel �a
�

� dest�
�

�

�

� �

�

le
stocke �al'adresse� dest� . L'opération
 
 


�

%eip � � � � ���

�

apoureffet demodi�er lacon�guration
ainsiobtenueenchangeantle contenu%eip pour l'avancer� octetsplus loin, c'est-�a-diresur
l'instruction suivante.Rappelonsque �

�

��� �	�

�

estla fonctionqui �a � associe� , et �a tout � �� �

associe� ���

�

.
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�A noterqu'on auraaussipu écrirela r�egleci-dessussousla formepluscompacte:

� � � �

�

� � � %eip
�

2

�

�

� � � � 
 
 � ����� �

���

� “movl � source� , � dest� ”

���

�

� � �

�

� �

�

�

�

�

� dest�
�

�

�

� �

�

��� �

�

� �

�

�

�

� source�

�����

���

�

� � �

�

� �

� �

�

%eip � � � � � �

�

La sémantiquede l'instruction cmpl mérite quelquesexplications préliminaires: cmpl
� source� , � dest� compare� dest� avec � source� (dansle sensinversequel'on imaginerait),et cal-
culediversindicateursbooĺeens.Intuitivement,cmpl � source� , � dest� calculesi � source� � � dest� ,
si � source�

�

� dest� , si � source�

�

� dest� ( � source� et � dest� étantvuscommeentierssigńes,oubien
commeentiersnonsigńes),etc.Il collectionneensuitetouscesrésultatsbooĺeensdansle registre
%eflags .

Formellement,assimilonsles booĺeensvrai et faux aux entiers
�

et
�

respectivement.Soit
�

� �

�

�

�

� l'ensembledesbooĺeens.Si � estunefonctionde �

�

�

�

� 
 
 
 � �

�

� dans
�

, l' indicatrice
���

est l'ensembledes � tels que � � �

�

�

�

. Pourtoutepartie � de � , soit
�

�

�

l'entier �

�

(

�

�

� :
enparticulier

�

��� �

estun mot 32 bits.Par exemple,si � estla fonctionqui associe
�

exactement
�a � et �a � , alors

���

� � � � � � et
�

���
�

� ��
 � ��� � � � : c'est le nombrequi, écrit en binaire,
vaut

� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �

���

� � �

, c'est-�a-direqui a exactementsesbits � et �

positionńes�a
�

(encomptant�apartir de
�

, dela droiteversla gauche).
Cecodagepermetdestockerjusqu'�a32résultatsbooĺeensdecomparaisons.Essentiellement,

cmpl � source� , � dest� calculetouslesrésultatsdecomparaisonspossibles,correspondant�a tous
les branchementsconditionnelspossibles: égalité, inégalitésstrictesou non,en sigńe ou non.
Il stocke l'ensemblede booĺeenscorrespondantsousforme d'un entier dans%eflags . Les
branchementsconditionnelsn'aurantplusensuitequ' �atesterle bit correspondantdansle registre
%eflags .

Bizarrement(pourdesraisonśelectroniquesethistoriquesplusquelogiques),cmpl � source� ,
� dest� calculeenfait d'autresconditionsbooĺeennes.Soit � unentierrelatif quelconque(enpar-
ticulier, pasnécessairementrepŕesentablesur32bits).Ondit que � déborde32bitsennonsigńe
si et seulementsi �

�

�

ou �

�

�



� . On dit que � déborde 32 bits en sigńe si �

�

� �



� ou
�

�

�



� . Cesconditionsreviennent�a dire que � n'est pasrepŕesentableexactementsousforme
d'un entiernonsigńe,resp.sigńe,sur32bits.L'instructiondecomparaisoncmp � source� , � dest�
calcule � dest� � � source� , tantensigńequ'ennonsigńe,etcalculelesconditionsbooĺeennescor-
respondantautestd' égalitédurésultatavec

�

, autestdenégativité,dedébordement,etderetenue
(testsi la différenceestplusgrandeque ��


�

�

�

).
Formellement,soient�

�

� � � ZF � SF � OF� CF� unensembledeconstantesenti�eresdistinctes
deux�a deuxentre

�

et �

�

. (Lesnomsdecesconstantessigni�ent “zero �ag”, “sign �ag”, “over-
�o w �ag”, “carry �ag”.) Le résultatde l'instruction cmp � source� , � dest� consistera�a mettre

�

���
�

dansle registre%eflags , pour unecertainefonction � �C�

�

���

�

quenousdécrivons
ci-dessous.Notonsque

� � ���

retourneun entiernon sigńe. Soit � ���

�

le booĺeen
�

si � déborde
en sigńe,

�

sinon.Soit ��� �

�

le bit de signede � , c'est-�a-dire le booĺeen
�

si et seulementsi
�
	���
���


� estdansl'intervalle
�

��


�

� ��


�

�

; autrementdit si le 32�emebit (le dernierrepŕesentable
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sur32bits)de � vaut
�

.

� � � �

�

� � � %eip
�

2

�

�

� � � � 
 
 � � ��� �

���

� “cmpl � source� , � dest� ” 2

	 �

�

� dest�
�����

� �

�

��� �

�

� �

�

�

�

� source�

�����

���

�

��� �

�

� �

�

2

� � � ZF �� �7	 �

�

�

� SF �� � �7	

�

� OF �� � �7	

�

� CF �� �6	

�

�

�

�

���

�

� � �

�

� �

�

�

�

� �

�

� � �

�

� �

�

%eflags � �

�

��� �

� %eip � � � � ���

� �

Ondiraquele �a g ZF estmissi et seulementsi � � ZF
�

estvrai dansla dé�nition ci-dessus,etde
mêmeaveclesautres�ags SF, OF, CF. Doncle �ag ZF estmissi etseulementsi 	 vaut

�

, c'est-�a-
diresi etseulementsi � source� � � dest� . Cecipermettranotammentdetesterl' égalité de � source�

avec � dest� . Le �ag CFpermet,lui, detestersi � dest� �

� source� (ennonsigné).L'utilisation des
autres�ags estunpeupluscompliqúee,etestlaisśeeenexercice.

� EXERCISE 3.10
Pour tout entier � 32 bits non sigńe, c'est-�a-dire entre

�

et ��


�

�

�

, soit �

�

l'entier � vu
commeentier sigńe : par dé�nition, �

�

� � si
�

� �

�

��


� , �

�

� � � � 


� si ��


�

�

�

�

��


� . Notezque �

�

� � modulo ��


� . Montrezque � dest� �

� source� en sigńe, autrement
dit

�

� dest�
� ���

���

�

� � �

�

� �

�

�

�

�

� source�

� ���

� �

�

� � �

�

� �

�

�

si et seulementsi un exactement
des �ags SF et OF est mis dansla r�egle ci-dessus,autrementdit si et seulementsi, posant

	 �

�

� dest�
�����

���

�

� � �

�

� �

�

�

�

� source�

�����

���

�

� � �

�

� �

�

commeci-dessus,� �7	

�

�

�

et � �7	

�

�

�

,
ou bien � �7	

�

�

�

et � �6	

�

�

�

. (N'hésitezpas�a faireuneanalysedétailléede touslescaspos-
sibles!)

La sémantiqueprécisedes instructionsde sautconditionneldépenddonc uniquementdu
contenuduregistre%eflags . Unenouveaut́eestqu'il y adeuxr�eglespourdécrirelasémantique
dessautsconditionnels,unepour le caso�u l'instruction prendle branchement,unepour le cas
o�u ellenele prendpas:

� � � �

�

� � � %eip
�

2

�

�

� � � � 
 
 � � ��� �

���

� “je � dest� ” 2

�

���
�

� �

�

� � � %eflags
�

2

� � ZF
�

�

�

2

� � � �

�

� dest�
�����

���

�

� � �

�

� �

�

���

�

� � �

�

� �

�

�

�

� �

�

��� �

�

� �

�

%eip � � � �

�

���

� � � �

�

� � � %eip
�

2

�

�

� � � � 


 � � � � �

���

� “je � dest� ” 2

�

���
�

� �

�

� � � %eflags
�

2

��� ZF
�

�

�

���

�

��� �

�

� �

�

�

�

���

�

��� �

�

� �

�

%eip � � � �����

���

� EXERCISE 3.11
Écrirelesr�eglesdesémantiqueopérationnellepourlesautresinstructionsdebranchementjne ,
ja , jna , jb , jnb , jge , jl , jg , jle , ainsiquepourjmp . Dansle casdejge etjl , ons'aidera
del'exercice3.10.

3.2 La sÂemantiquedÂenotationnelle(demini-Caml)

Dansla traditiondececoursd'alternerconsid́erationspratiquesetthéoriques,revenonsmain-
tenant�aunlangagedeplushautniveau: mini-Caml,quenousavonsdéj�aprésent́eensection2.2.
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Nousallonsen�n dé�nir la fonctiondesémantiquequi �a toutprogrammemini-Camlassocieune
valeurdansundomaine

�

�

�

�adé�nir , et dontje parlaisdéj�a ensection1.1.
Un desbutsdecetteconstructionseradepermettrededé�nir destraducteurs(compilateurs)

d'un langageversunautre,enl'occurrencemini-Camlversl'assembleur, etdedémontrer qu'ils
sontcorrects.Intuitivement,supposonsquel'on a unefonction de sémantiquedénotationnelle

� ���������

qui �a tout programmemini-Caml 	���

����� associesavaleur
�

	

���������

�

�

�

�

, et une
fonction de sémantiquedénotationnelle

� � �����

qui �a tout programmeassembleur� �������

associesavaleur
�

�

� �����

�

�

�

�

, un compilateur� estunefonctionde 
�� ��� dans�!��� , et il est
correctsi et seulementsi, intuitivement,le diagrammesuivantcommute:


�� ��� "

//

# $�%'&)(+*

$$II
III

III
III

�����

# $ &-,.(

��
�

�

�

(1)

(La réalit́e serapluscomplexe.. . notammentparcequela sémantiquedel'assembleurquenous
avonsdécriteensection3.1.4n'estpasunesémantiquedénotationnelle.)

Danscettesection,nousallonsexaminerunedé�nition possiblede la sémantiquede mini-
Caml.Le but decettedé�nition estdecomprendrelesprogrammesmini-Camldansun espritle
plusprochedesintuitionsmath́ematiques.Notamment,nousvoudronsvoir lestermes

�����

�3�

�

commedevéritablesfonctionsmath́ematiques.

3.2.1 Domaines,le mod�ele
���

dePlotkin

Rappelonsquela syntaxe demini-Camlestdonńeeen�gure 4. Un domaine
�

�

�

contenant
touteslesvaleurspossiblesdesprogrammesmini-Camldoit enparticulierdonnerunesémantique
aux fonctions

�����

���

�

, et donccontenirtoutes,ou du moinssuf�sammentde fonctionsde
�

�

�

vers
�

�

�

. On esttent́e dedemanderque
�

�

�

contienne
�

�

�

�

�

�

�

, l'espacedetoutesles
fonctionsde

�

�

�

dans
�

�

�

.
Or ici, onaunpremierprobl�eme,énonćeaucorollaire6 du théor�emedeCantor:

Proposition 5 (Cantor) Soit � un ensemblequelconque. Il n'existe pasd'injection de
�

���

�

dans� .

DÂemonstration. Supposons� �

�

���

�

� � injective. On peutalorsconstruire� � � �

�

���

�

telle que � � � �75

� �

� 5 pourtout 5 �

�

���

�

. Il suf�t deprendre� � �

�

� 5 si � � � �75

�

(cequi est
biendé�ni car � estinjective), et � � �

�

��# parexemplesi � n'est pasdansl'image de � . Posons
5 � l'ensembledes � � � telsque � n'est pasdans� � �

�

. Posons� � � � �65 �

�

. Si � � estdans5 � ,
alorspardé�nition de 5 � , � � n'estpasdans� � � �

�

. Or � � � �

�

� � � � �75 �

� �

� 5 � , donc � � n'estpas
dans5 � , contradiction.Donc � � n'est pasdans5 � . C'est-�a-direque � � n'est pasun � ��� tel
que � n'estpasdans� � �

�

. Donc � � estdans� � � �

�

� � � � �65 �

� �

��5 � , contradictionencore. ��

Corollair e 6 Soit
�

�

�

un ensemble, et supposonsqu'il existeune injection / de
�

�

�

�

�

�

�

dans
�

�

�

. Alors
�

�

�

estunsingleton.
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DÂemonstration. D'abord
�

�

�

estnon vide, car / appliqúe �a la fonction identit́e de
�

�

�

dans
�

�

�

, estdans
�

�

�

.
Supposonsque

�

�

�

contientau moinsdeux éléments,et soit donc � et � deux éléments
distinctsde

�

�

�

. Pour tout 5 �

�

�

�

�

�

�

, on peut dé�nir une fonction de
�

�

�

dans
�

�

�

par
���

� �

�

� � si ����5 , ���

� �

�

� � sinon.La fonction � �

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

qui �a 5��

�

�

�

�

�

�

associe/ �

���

�

estalorsuneinjection,cequi estimpossibleparla proposition5. ��

En particulier
�

�

�

�

�

�

�

ne peut pasêtre inclus dans
�

�

�

, l'inclusion étantune injection.
On setrouve alorsdevant unesituationbête : le seulmod�ele qui ait un sensestcelui qui n'a
qu'unevaleur, qui seraitla valeurdetouslesprogrammes.Il n'y auraitalorsaucunmoyendeles
distinguer.

Heureusement,si au lieu dedemanderque
�

�

�

soit justeun ensemble,on demandequece
soit un cpo(voir section1.2.3),et queles fonctionsde

�

�

�

dans
�

�

�

soientcontinues(ausens
deScott),onva réussir�a évitercedilemme.L'utilisation descpodansle cadredela sémantique
dénotationnellea de plus unejusti�cation philosophiquecoh́erente: unevaleur � dansun cpo
estun “calcul partiel”, c'est-�a-direunedonńeequi donneuneindicationsurcequ'on cherche�a
calculer, mais�a laquelleil peutmanquerencoredesportions.Plusl'on grimpedansle cpo,plus
la valeurdevientprécise,jusqu'�aatteindrela valeur�nale duprogramme,qui estle supdetoutes
lesvaleurspartielles.C'estd'ailleursparcetteintuition queDanaScottenestvenu�a inventerles
cpodanslesanńees1960–1970.

� EXERCISE 3.12
Il semblenatureldeconsid́erer, seloncetteintuition,qu'unevaleurtotale, c'est-�a-direcompl�etement
calcuĺee,soitpardé�nition unélémentmaximald'un cpo.Montrer, enutilisantl'axiomeduchoix
que,pourtoutcpo �

�

�

�

�
�

�

, pourtout ���

�

�

�

, il existeaumoinsunevaleurtotaleau-dessusde
� .

Notons
�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

l'espacedetouteslesfonctionscontinuesde
�

�

�

dans
�

�

�

� , muni de
l'ordre point �a point : ��� � si et seulementsi � � �

�

� � ���

�

pour tout ���

�

�

�

. Nousallons
remplacerl'exigenceque

�

�

�

contienne
�

�

�

�

�

�

�

(l'espacede toutesles fonctionsde
�

�

�

dans
�

�

�

) par le fait qu'il doive contenirseulement
�

�

�

�

�

�

�

�

�

. Cecicorrespond�a uneautre
intuition deScott,qui estquetouteslesfonctionscalculablessontcontinues.

D'autrepart,nouspouvonsdemanderque
�

�

�

necontienne
�

�

�

�

�

�

�

�

�

qu' �aisomorphisme
pr�es; dansles cpo,un isomorphismeestunefonction continue,bijective, et d'inversecontinu.
Notons �

�

la relationd'isomorphismeentrecpo.Il estfaciledevoir quele fait que
�

�

�

contienne
�

�

�

�

�

�

�

�

�

�a isomorphismepr�es est équivalent �a demanderl'existencede deux fonctions
continues� �

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

et � �

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

tellesque ��� � soit l'identit é sur
�

�

�

�

�

�

�

�

�

. (Ondit alorsque
�

�

�

�

�

�

�

�

�

estun rétract de
�

�

�

.)
L'une desréussitesdeScottestd'avoir démontŕe :

ThÂeor�eme7 (Scott) Soit
�

�

�

� un cpo quelconque. Alors il existeun cpo
�

�

�

tel que
�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

et contenant
�

�

�

� (�a isomorphismepr�es).

La constructionestunpeucompliqúee,et je lui préféreraiuneconstructionmoinsgéńerale,mais
plus simple, le mod�ele

���

de GordonPlotkin. Notre but, rappelons-le,est de fournir un cpo
non-trivial contenantsonespacedefonctionscontinues.
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Consid́eronsl'ensemble
� �

despartiesde � . (La notation
�

estuneautreécriturepour � ,
mais le nom traditionnelde ce mod�ele est

���

, pas
�

� �

�

.) Muni de l'ordre d'inclusion � , il
formeun ordrepartiel.. . et mêmeun treillis complet.C'estdonc,enparticulier, un cpo.Cecpo
estexactementle cpo

�

�

�

quenouscherchons.

0

1

2
m+n=0

m+n=1

m+n=2

m+n=3

m+n=4

m+n=5

3
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5
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8

9

10

11

12

13

14

15

16

17

18

19

20

FIG. 12 – Codagedespairesd'entiers

Laconstructiondumod�ele
���

estfondéesurquelquesremarques.D'abord,onpeutrepŕesenter
toutepaire1

� � � �

�

d'entiersparun entier ����� � � , parexempleparla formule:

� ��� � � �

��� � �

�

� � � � �

���

�

� �

La valeurde � � � � � enfonctionde � enabscisse,etde � enordonńee,estdonńeeen�gure 12.
Ensuite,on peutrepŕesentertout ensemble�ni �

� � � � � 
 
 
 � ��� � d'entiersparle nombrebi-
naire

�

�

�

�
�

�

&��

�

�

��� . (Oui,nousavonsdéj�avucecodageensection3.1.4!) Réciproquement,tout
entier � peutêtreécrit enbinaire,et repŕesentel'ensemble�ni ��� detouslesentiers� telsque
le bit numéro � de � est�a

�

: voir la �gure 13,o�u l'on aécrit l'ensemble�

�

� � � � � � � � �

�

�

� sousla
formedunombrebinaire

� �

�

�

� �

� �

�

�

�

, soit
�

� �

�

endécimal— autrementdit,
�

�

�

� � � � � � � � �

�

�

�

�

�

�

� �

�

et �

����� � � �

�

� � � � � � � � �

�

�

� .

012345678910

111111{1, 3, 4, 7, 9, 10} = 0 0 0 0 0 = 1690

FIG. 13– Codagedesensembles�nis

� EXERCISE 3.13
Trouveruneformulepour ����	�


�

� ����� � � �� � etpour ��� 	�


�

� � ��� � � �� � .

L'astuceprincipaledansla constructionde
���

estquela continuit́edesfonctionsde
���

dans
���

permetdelesrepŕesentercommelimitesd'objets�nis :

1Ondit coupleenfrancËais,maisªpairºenanglais.Pourvoushabituerauvocabulaireinformatique,j'ai choiside
conserver l'anglicisme,qui estplususueldansle vocabulairecourant.
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Lemme8 Pour toute fonction � de
���

dans
���

, � est continuesi et seulementsi pour tout
�

�

���

, � �

�

�

estl'union detousles �����

�

, � partie �nie de � .

DÂemonstration. Seulementsi : supposons� continue,et soit � un ensemblenon vide. L'en-
sembledesparties�nies de � estdirigé,et sonsup(l'union deseséléments)est � . Donc � �

�

�

est
le sup(l'union) detousles � ���

�

, � partie�nie de � .
Si : supposonsque ���

�

�

�

�

������� �	�

�

�����

�

, pourtoutepartie � de � . Soit �

�

&

�

&)(+* unefamille
dirigéedepartiesde � . Le supdes���

�

&

�

estl'union des� ���

�

, lorsque� parcourtlesparties�nies
d'aumoinsun �

& , alorsque � �

�

&)(�*

�

&

�

estl'union des� ���

�

lorsque� parcourtlesparties�nies de
�

&-(+*

�

& . Clairementtoutepartie�nie d'un �

& estaussiunepartie�nie de
�

&)(�*

�

& . Réciproquement,
si � estunepartie�nie de

�

&)(�*

�

& , alors � estunepartie�nie d'une union �nie detels �

& : pour
chaque����� , posons�

&�
 un �

& tel que ���

�

& , alors � estinclusdans
�

�

( �

�

&�
 . Comme �

�

&

�

&)(�*

estdirigée,tout union �nie de �

& estinclus dansun ��� , /���
 , doncsi � estunepartie�nie de
�

&-(+*

�

& , alors � estunepartie�nie d'au moinsun ��� . Donc � estcontinue. ��

L'id éeestalorsquetoutefonctioncontinueestdé�nie parsesvaleurssurlesensembles�nis,
et quelesensembles�nis sontcodablespardesentiers.Ondé�nit donc:

� �

�

���

�

���

�

�

���

� �� � � � � � � � ��� � �

� �

�

�

et soninverse�agauche:

� �

���

�

�

���

�

���

�

�

�� ��� �� � � � � ��� � �ni ����� �

�

�

�

� � � �

�

�

�

ThÂeor�eme9 Lesfonctions� et � sontbiendé�nies, continues,et � � � estl'identit é sur
�

���

�

���

�

.

DÂemonstration. Il estclair que � estbiendé�nie ; � l'est �aconditionque � �

�

�

soitbiencontinue
pour tout � . Or, si � est le supd'une famille dirigée � �

&

�

&)(�* , autrementdit � �

�

&)(+* �

& , alors
� �

�

�

� �

�

� � ��� � ��� � �ni �

�

&)(�*
�

&

� �

�

�

�

� � ���

�

� ; ceci vaut exactement� ��� � ��� � �


���� � �ni � �

&

� �

�

�

�

� � � �

�

� �

�

&)(�*

� �

�

�

���

&

�

, parun argumentsimilaire �a la deuxi�emepartie
dela démonstrationdu lemme8.

Que � soit continuesigni�e que,si � est le supd'une famille dirigée �

�

&

�

&)(�* , alors le sup
de la famille de fonctions � � �� � � � � ��� � �ni � ��� �

�

�

�

� � ���

�

&

�

�

&)(�* , c'est-�a-dire la
fonction qui �a � associe� ��� � ��� � ��
���� � �ni � ��� �

�

�

�

� � ���

�

&

� (on rappelleque
l'ordre sur

�

���

�

� �

�

estl'ordre point �a point) doit êtreexactementla fonctionqui �a � associe
� ��� � ��� � �ni � ��� �

�

�

�

� � ���

�

� . Mais ceci est évident,parceque les quanti�cateurs
existentielscommutent.

La continuit́ede � revient �adireque,si � �

�

�

�

(�* estunefamilledirigéedefonctionscontinues,
alors � �

!

�

(+*
�

�

�

�
!

�

(+*
� � �

�

�

, c'est-�a-dire � � ��� � ��� � �

�

�

(�*
�

�

�

� �

�

� �

�

�

(+*
� � � � � � � � �

�

�

�

� �

�

� , ce qui est évidentpuisqueles deux côtés de l' égalité valent � ����� � ����� / ��
�� � �

�

�

�

� �

�

� .
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Finalement,véri�ons que � � � estl'identité sur
�

���

�

� �

�

. Soit � unefonctioncontinuede
���

vers
���

:

� � � � �

� �

� �

�

� � ����� ��� � �ni � ��� �

�

�

�

� � � � � � �

�

�

� � ����� ��� � �ni � ��� ��� � ���

�

�

�

�

� �ni ���

� ���

�

Maiscecivautexactement� � �

�

, parle lemme8. ��

� EXERCISE 3.14
Un élément�ni (aussidit compact) d'un cpo

�

�

�

estun élément � tel que,pour toutepartie
dirigée � telle que ! �

�

� , alorsil existeun élément� de � tel que �

�

� . Montrerqueles
éléments�nis de

� �

sontpréciśementlesparties�nies de � (ausensusueldumot “�ni”).
� EXERCISE 3.15

Notons,danstout cpo
�

�

�

, � � � � ���

�

�

�

� �

�

� � . Montrer que � � est ouvert dansla
topologiede Scottsi et seulementsi � estun élément�ni de

�

�

�

. La topologieengendŕe par
les � � , � �ni dans

�

�

�

, estdoncunetopologiemoins�ne quela topologiedeScott.Montrer,
en consid́eronsle cpo �

�

�

�

���

�
�

�

, quecettetopologieesten géńeral strictementmoins�ne ; on
commenceraparsedemanderquelssontleséléments�nis de �

�

�

�

���

�
�

�

.
� EXERCISE 3.16

Un cpoestdit algébriquesi etseulementsi tout élémentestsupd'unefamilledirigéed'éléments
�nis. Montrerque

���

estun cpoalgébrique.Montrerque,danstout cpoalgébrique,la topolo-
gie de Scottestexactementcelle qui estengendŕeepar les ��� , � �ni. Le cpo �

�

�

�

���

�
�

�

est-il
algébrique?
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4 LecËon 4

Nouscontinuonsaujourd'huinosefforts dansle but de décrireunesémantiqueaussinatu-
relle quepossibledemini-Caml.NouscommencËonsparpoursuivre la lecËon 3, endonnantune
sémantiquedénotationnelledemini-Camlensection4.1.Nousverronsunesémantiquedéj�aplus
concr�eteensection5.1,avec laquellenousferonsle lien. Cettederni�ereserauneétapedansle
processusqui nouspermettradedé�nir un compilateurpourmini-Caml.

4.1 SÂemantiquedÂenotationnelledemini-Caml

Nousallonsdé�nir unefonction
� �

� �����

qui prenduneexpressionou un programmemini-
Camlenentŕee,et retournesavaleur. Supposonsque

�

�

�

estun cpocontenant
�

�

�

�

�

�

�

�

�

, �a
isomorphismepr�es,parexemple

���

.
Uneexpressionmini-Camldépenddevariables,et l'on nepeutpasdéciderde la valeurdes

variablescommecËa,ex abrupto.La fonction
� � �������

vadoncprendreunargumentsuppĺementaire,
unenvironnement� ��� � � �

�

� � �

�

�

�

, o�u
�

� � estl'ensembledetouteslesvariables.L'en-
vironnementdit, pourchaquevariable� , quelleestla valeur� � �

�

quenouslui donnons.La valeur
d'une expression,par exemplex+1 , serainterpŕet́eedansun tel environnement: si � � x

�

� � ,
alorsintuitivementla valeur

���

� �

�
�������

� dex+1 danscetenvironnementsera� .
Uneexpressionmini-Caml dépendausside l' étatcourantde la mémoire.. . Oh, pasencore

la mémoireausenso�u nousl'avonsvueensection3.1.1,maisquelquechosedeplusabstraitet
enmêmetempsdeprochedansl'esprit. Le but seradedonnerunesémantiqueauxexpressions
portantsurlesréférences,�

���

�

, �

�

,
�

� � � .
Donnons-nousunensemble5 � � � �ni oudénombrablequelconque.Onappelleraconvention-

nellementlesélémentsde 5 � � � lesadresses, et cecidevrait vousrappelerla section3.1.1.Mais
ici, nousallonsêtremoinsconcrets: nousnestockeronspasdesoctets�a chaqueadresse,mais
desvaleursquelconquesdenotrecpo

�

�

�

. Deplus,nousallonsconsid́ererqu'il peutexisterdes
adressesinutilisées,ausenso�u rien n'y eststocḱe.Unemémoire seradoncici unefonctionpar-
tielle de 5 � � � vers

�

�

�

. Mieux, on va mêmedemanderquelesmémoires� soientles éléments
del'ensemble

�

�

� ��5 � � � �

�

&

�

�

�

�

desfonctionsdedomaine�ni de 5 � � � vers
�

�

�

. Ceci
repŕesenteraqu'on nepeutstockerqu'unequantit́e �nie d'information �a toutmoment.

Au total, la sémantiqued'uneexpressionmini-Caml
�

dansun environnement����� � � et
unemémoire � �

�

�

� seraun élément
�

�

�
� �����

��� de
�

�

�

� �

�

�

: unepaire ��� � �

�

�

formée
dela mémoireapr�esl'exécutiondel'expression,etdela valeur

�

retourńee.
� EXERCISE 4.1

Montrerque,si
�

�

�

estuncpo,alors � � � et
�

�

� aussi,pourl'ordre point �apoint.

4.1.1 Quel genre decponousfaut-il ?

Au vu desconstructionsdemini-Caml,onn'aurapasbesoind'un domaine
�

�

�

qui contienne
�

�

�

�

�

�

�

�

�

(pourlesfonctions),maisquelquechoseressemblant�a
�

�

�

�

� �

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

: lesfonctionsmini-Camldémarrentelles-m̂emesdansunecertainemémoire,et retournent
unenouvellemémoire.Ceneserapassuf�sant. D'abord,il sepeutqu'unetelle fonctionboucle,
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etneretournejamais.Pourrepŕesentercecomportement,onvaconsid́ererqu'unefonctionmini-
Caml n'a paspour valeurunefonction continuede

�

�

�

� �

�

�

vers
�

�

�

� �

�

�

, maisvers
�

�

�

�

� �

�

�

���

, o�u 5

�

dénotele cpo 5 avecunnouvel élément% ajout́een-dessousdetousles
élémentsde 5 :

DÂe�nition 4 (Rel�evement) Pour toutcpo 5 , soit 5

�

le cpouniondisjointede 5 etde � % � , avec
��� � si et seulementsi ����% ou � �4�/� 5 et ��� � dans 5 .

Vu sousl'angle math́ematique,
�

�

�

�

� �

�

�

�

�

�

�

� �

�

�

�

estbien un cpo, mais il n'est
en géńeral paspoint́e. Or le corollaire 3 demande�a ce que l'on se placedansun cpo pointé
pourgarantirl'existencedepoints�x es,etnousauronsbesoindetelspoints�x espourdé�nir la
sémantiquede la construction

���

�

�

�	�

� �

�����

���

�

�.�

. Le cpo
�

�

�

�

���

�

�

� �

�

�

�

�

�

�

�

��� �

, lui, est point́e, et nousl'utiliserons commedomainesémantiquedesfonctionsmini-
Caml.

� EXERCISE 4.2
Montrerque

�

�

�

�

� �

�

�

� �

�

�

�

� �

�

�

��� �

a unpluspetit élément.Lequelest-ce?
� EXERCISE 4.3

Soit 5 unsous-cpode
���

, c'est-�a-direunsous-ensemblede
���

qui, munidel'ordre ( � ) de
���

,
estuncpo.Montrerquel'ensembleformé,d'unepart,despartiesdela forme �

�

�

�

� � �

�

� �3� � �

avec ���05 , d'autrepartdel'ensemblevide,estunsous-cpode
���

isomorphe�a 5

�

.
� EXERCISE 4.4

Soient5 et � deuxsous-cpode
� �

. Montrerque � �

�

5 � �

���

, l'imagepar � ducpo
�

5 � �

�

, est
unsous-cpode

� �

isomorphe�a
�

5 � �

�

; � et � ont ét́e introduitesensection3.2.1.Indication:
surtoutn'utilisez pasla dé�nition de � et de � , justeleurspropríet́esdecontinuit́e et le fait que

� � � estl'identité.

Ensuite,mini-Caml permetde raisonnersur desréférences.Intuitivement,la valeurd'une
référenceserauneadresse,dans5 � � � . Nousaimerionsdoncpouvoir consid́ererque

�

�

�

contient
5 � � � , mais

�

�

�

estun cpoet 5 � � � un ensemblesansstructured'ordre particuli�ere.On utilise
alorsl'astucesuivante:

Lemme10 Pour tout ensemble� , � munidel' égalit́e commeordre partiel estun cpo.On dit
qu'un tel cpoestplat.

Autrementdit, 5 � � � vu commecpo plat estun cpo dont tous les élémentssontdeux �a deux
incomparables.Ceci correspondbien �a l'intuition de Scottqueles élémentsd'un cpo sontdes
valeurspartielles: dansuncpoplat, toutevaleuresttotale.

� EXERCISE 4.5
Rappelonsque 5 � � � est�ni ou dénombrable.Montrerque 5 � � � estisomorphe�a un sous-cpo

de
� �

. Montrerque
�

� �

�

�

�

� , � , � sontisomorphes�adessous-cpode
���

.

Mini-Caml permetausside raisonnersur des � -uplets.On a doncbesoind'une notion de
produitcart́esiendecpo:
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Lemme11 Pour touscpo 5 � , . . ., 5 � , le produit 5 �

�


 
 


�

5 � est l'ensembledes � -uplets
� � � � 
 
 
 � ���

�

, � � �05 � , . . ., ��� �35 � , avecl'or drecomposantepar composante:

� � � � 
 
 
 � � �

�

� � �

�

�

� 
 
 
 � �

�

�

�

ssi � � � �

�

�

et 
 
 
 et � � � �

�

�

Il s'agit d'un cpo.De plus, les projections	

&

� 5 �

�


 
 


�

5 �0� 5

& sontcontinues.En�n, si
��� � � � 5 � , . . ., � � � � � 5 � sontdesfonctionscontinues,alors la fonctionqui �a � � �

associe� ��� � �

�

� 
 
 
 � ��� � �

� �

estcontinue.

� EXERCISE 4.6
Démontrerle lemme11.

� EXERCISE 4.7
Soient 5 � , . . ., 5 � dessous-cpode

���

. Posons� � �

�

, � � � � � , et pour �

�

� , � � � � 
 
 
 � � � � �

� � � � � � � � 
 
 
 � � � � � . Montrer que � � � � � 
 
 
 � � � ��� � �3� 5 � � 
 
 
 � ��� � 5 � � estun sous-cpode
� �

isomorphe�a 5 �

�


 
 


�

5 � .

De mêmequel'on disposedesproduits,on a aussilessommes,c'est-�a-direl' équivalentdes
unionsdisjointes:

Lemme12 Soit �75

&

�

&)(�* unefamille decpo.Leur somme, ou coproduit �
&)(�*

5

& estl'ensemble
descouples� � � �

�

o�u � � 
 et � �05

& , avecl'or dresommedé�ni par :

� � � �

�

� � �

�

� �

�

�

ssi ��� �

� et � � �

� dans 5

&

Il s'agit d'un cpo.Deplus,lesinjections�

&

� 5

&

� �

�

(+*
5

� sontcontinues.En�n, si �

&

� 5

&

� �

sontunefamille defonctionscontinuesde 5

& dansun cpo � , alors la fonctionde �
&)(+*

5

& dans
� qui �a � � � �

�

associe�

&

� �

�

estcontinue.

� EXERCISE 4.8
Démontrerle lemme12.

� EXERCISE 4.9
Soit 
 unensembled'entiers.Soit �75

&

�

&)(�* unefamilledesous-cpode
���

. Montrerque � � � � � ��� � �


 � � �05

&

� estunsous-cpode
� �

isomorphe�a �
&)(�*

5

& .
� EXERCISE 4.10

Géńeraliserle lemme11 et l'exercice4.7 auxcasdeproduitsin�nis decpo indexéspar 
 . En
quoi cecidiff �ere-t-il (ounon)d'un espacedefonctionscontinuesde 
 versuncertaincpo?

Avec le produit et la somme,on peut dé�nir le cpo
�

�

���

des listes (ou mots, ou suites)
d'élémentsde

�

�

�

:
�

�

�

�

�

&)(��

�

�

�
�


 
 


� �

�

�

� ��� 	

&�

�
�

�

On peutaussidé�nir les sommes�nies 5 � � 
 
 
 � 5 � , qui ne sontautresque �
&)(�*

5

& , avec

 � �

�

� 
 
 
 � � � .
Nousavonsbesoind'un domaine

�

�

�

qui contienne:
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–
�

�

�

� �

�

�

� �

�

�

�

� �

�

�

���

pourrepŕesenterlesfonctions;
– 5 � � � pourlesréférences;
–

�

�

���

pourles � -uplets;
– � pourlesentiers;
–

�

pourlesbooĺeens.
De plus,on souhaitepouvoir faire la différenceentrefonctions,références,� -uplets,etc.Nous
seronsdoncintéresśe parla sommedetouscescpo.

Danslessectionsqui suivent,noussupposeronsdoncque
�

�

�

estun cpotel que, �a isomor-
phismepr�es:

�

�

���

�

�

�

�

� �

�

�

� �

�

�

�

� �

�

�

��� �

(2)

� 5 � � �

�

�

�

�

�

� �

�

�

� EXERCISE 4.11
En utilisant les exercices4.3, 4.4, 4.5, 4.7, 4.9, montrerque

�

�

�

�

���

est une solution �a
l'in égalité ci-dessus.

4.1.2 SÂemantiquedÂenotationnelledesexpressions

Le probl�emedu domainedesvaleurs
�

�

�

étantrégĺe, passons�a la sémantiquedesexpres-
sions.Nousallonsdé�nir la quantit́e

�

�

���������

� � � �

�

�

�

� �

�

�

���

parrécurrencestructurelle
surl'expression

�

, c'est-�a-direque
�

�

�
� �����

� � seradé�nie enfonctiondedonńees
�

�

�
� �����

� � ,
o�u � estunesous-expressiondirectede

�

.
Les espritsattentifsaurontau passageremarqúe quele résultatde

�

�

�
�������

� � n'est �nale-
mentpasdans

�

�

�

� �

�

�

, maisdans�

�

�

�

� �

�

�

� �

: il esteneffet possibleque,enprésence
de

���

�

�

�	�

, l' évaluationde
�

neterminepas.
Ceciétantdit, la sémantiquedesvariablesestimmédiate:

�

�

�
�������

��� � ����� � � �

� �

(3)

Unevariablea eneffet pourvaleurcequel'environnementdit, et la mémoireestinchanǵee.
Pour la sémantiquedesfonctionset de leursapplications,on utilise le fait que(�a isomor-

phismepr�es),
�

�

�

�

� �

�

�

� �

�

�

�

� �

�

�

��� �

estunsous-cpode
�

�

�

:
�

�

�

�
�������

� � �

� �

� �

�

�

�

�
�������

���

�

�

si
�

�

�

�

�

�

� �

�

�

� �

�

�

�

� �

�

�

��� �

� (4)

o�u ���

�

�

�
�

�

� �

�

�

�

�
�������

� ��� ��%

et
�

�

�
�������

� �

�

���%

�

� �

�

% sinon
�A�����

� �

�

�
�������

� � �

� �

�

� � �

�
�

(5)

o�u
�

estdé�ne par
�

���

� �

�

�

�

�

�

�

�

�������

� �

�

� ��

�

���

�

� �

�
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En d'autrestermes,pourcalculerla valeurde
�

� dansl'environnement� , et enpartantde la
mémoire

�

, on calculela valeur
�

�

� �������

� � de
�

. Cecipeutvaloir % (pasmoyend'obtenir la
valeurde

�

entantquefonction),auquelcasla valeurde
�

� est % denouveau.Ou bienceci
vautun couple ��� � �

� �

formé d'une nouvelle mémoireapr�esl' évaluationde
�

, et d'une valeur
�

. Si
�

n'estpasunefonction,c'est-�a-direpasun élémentde
�

�

�

�

� �

�

�

� �

�

�

�

� �

�

�

��� �

,
encoreunefois la valeurde

�

est % (l'ind é�ni). Sinon,onappliquela fonction
�

�a la valeurde � ,
si pasindé�nie. La sémantiquede

�����

� �

�

devrait êtreplusdéchiffrable.Notezcependant
quela mémoire� nechangepaslorsdel'exécutionde

�����

�/�

�

: le coupleretourńeest ��� �

� �

,
avecle même� qu'enparam�etre.Mais la valeur

�

elle-mêmeestunefonctionqui prendral' état
courantdela mémoireaumomento�u onl'appliquera,etpourraretournerunenouvellemémoire.

� EXERCISE 4.12
Intuitivement,dansquelordrela dé�nition de

�

�

�

� � �����

� � force-t-ellel' évaluationde
�

� ?
� EXERCISE 4.13

Montrerquelescôtésdroitsdeséquations4 et 5 sontbiendé�nis. Notezenparticulierqueles
injectionscanoniquessonttoutescontinues.Véri�ez soigneusementenparticulierquela fonction

�

del' équation5 estbiencontinue,ensupposantque
�

�

�
� �����

� � � � estunefonctioncontinueen
� � ��� � � pourtout � � �

�

�

� .

La constructionsuivantedemini-Camlestle
���

� :

�8���

�

���

�

� �

�

�
�������

� � �

�

�

�
�������

� �

�

� ��

�

� �

�

� (6)

si � �

�

�

�

�

�

�

�

�

�������

� � ���%

� % sinon

� EXERCISE 4.14
Lesconstructions

���

�

� �

�

� �

� et �

�����

��� �

�

�

sont-elleśequivalentes? On dira que
deuxexpressions

�

et � sont équivalentessi et seulementsi
�

�

�
�������

� � �

�

�

�
� �����

� � pour
tout � ��� � � et � �

�

�

� .

Abordonsmaintenantles références,ce pour quoi nousavonsintroduit les mémoires.Pour
ceci:

DÂe�nition 5 (StratÂegied'allocation mÂemoire) Unestrat́egied'allocationmémoireestunefonc-
tion �

� �

� � del'ensemble
�

�

&

� �75 � � �

�

desensembles�nis d'adressesvers 5 � � �

�

, telleque�

� �

� � ���

�

��

� pour toutepartie �nie � de 5 � � � .

Fixons-nousdansla suiteunestrat́egied'allocationmémoire �

� �

� � .
Ennotant � le � -upletvide (dans

�

�

�
�

�

�

�

�

) :

�

�

���

�

�

�������

� � � � �

�

�

� ��

�

�

� �

�

(7)

o�u � �

�

�

�

�

�

�

�

�
�������

� � ���% � � � �

� �

� � � 
 � 	 �

�

�

���%

� % sinon
�

�

�

�
�������

� � � � �

�

� �

�

� �

� �

si � � 
���	 �

�

� o�u ���

�

� �

�

�

�

�

�
�������

� � ���% (8)
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� % sinon
�

�

� � �

� �������

� � � � �

� �

�

� ��

�

�

� �

�

si � � 
 � 	 �

� � (9)

o�u � �

�

� �

�

�

�

�

� �������

� � ���% � ���

� �

�

�

�

�

�

�

� � �����

���

�

���%

� % sinon

L'effet de �

� �

�

estdoncdecalculer
�

, puisd'alloueruneadressenonencoreutilisée � , c'est-
�a-direhorsdu domainede le mémoirecourante� � (si c'est possible,c'est-�a-diresi la strat́egie
retourneautrechoseque % ), etmet �a jour la mémoiredesortequel'on trouve la valeur

�

de
�

�a l'adresse� .
Lesopérationssurles � -upletssontmaintenantfaciles.Notons

�

� � 
 
 
 �

�

� le � -uplet(le mot)
formé descomposantes

�

� , . . .,
�

� . Nousn'utiliseronspasla notation �

�

� � 
 
 
 �

�

�

�

, qui pourrait
prêter�a confusionavecla syntaxe �

�

� � 
 
 
 �

�

�

�

des� -upletsdansle langagemini-Caml.
�

�

�

� � 
 
 
 �

�

�

�

� �������

��� � ��� � �

�

� � 
 
 
 �

�

�

�

(10)

o�u � � � � � etpourtout � �

�

� � � ���

���

&

�

�

&

�

�

�

�

&

� �������

� �

&

�

� ���%

� % sinon
�

��� 	�


&

�

���������

��� � ���

�

�

�

&

�

(11)

si � �

�

�

�

� � 
 
 
 �

�

&

� 
 
 


�

�

�

�

�
�������

� � ���%

� % sinon

Rappelonsque
�

� �

�

�

�

� . La sémantiquedesautresconstructionsessentiellesde mini-
Caml,la séquenceet la conditionnelle,estimmédiateelleaussi:

�

�

�

�

�
�������

��� �

�

�

�
� �����

���

� (12)

o�u ���

�

�

�

�

�

�

�

�
� �����

� ��� ��%

� % sinon
���
�

�

�

�:� �

�

�,�����

�

���������

��� �

�

�

��� �����

���

� (13)

o�u ���

�

�

���

�

�

�

�
� �����

����� ��%

�

�

�

�

�������

� �

� �

o�u ���

� �

�

�

�

�

�

�

�

�������

��� ���%

�

� �

�

% sinon

Nousne donneronspasla sémantiquedesautresinstructions,qui sedé�nissentau caspar
cas,or nousn'avons pasdé�ni préciśementde quellesautresinstructionsnousdisposonsen
mini-Caml(voir lestroispetitspointsdansla lignedesopérationsarithmétiquesen�gure 4).Les
constructionsessentiellesont ét́e vuesci-dessus,detoutefacËon.

Ensupposantquetouteslesconstructionsdemini-Camlont ét́edécrites(c'est-�a-direenigno-
rantlesconstructionsarithmétiques,passoucidesimplicité),onpeutmontrer:

ThÂeor�eme13 (BonnedÂe�nition, continuit Âe) Leséquations(3)–(13)sontunedé�nition valide
de la fonction

� �
�������

� 
������

�

� � �

� �

�

� � �

�

�

�

� �

�

�

���

. De plus,
�

�

�
� �����

��� est
continueen � ��� � � et � �

�

�

� .
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DÂemonstration. Lesdeuxrésultats,bonnedé�nition etcontinuit́e,sedémontrentsimultańement,
parrécurrencestructurellesur

�

. �A noterqu'onabesoindela continuit́ede
�

�

� �������

neserait-ce
quepourmontrerquele côtédroit del' équation(5) dé�nissantla sémantiquede

�����

� �

�

est
biendé�ni, sansparlerdecontinuit́e. ��

� EXERCISE 4.15
Montrer qu'une fonction � de �

� �

dans 
 , o�u � ,
�

, 
 sont descpo, est continuesi et
seulementsi elle estcontinueenchaqueargumentsépaŕement.Autrementdit, � estcontinuede

�

� �

vers 
 si etseulementsi, pourtout ����� , la fonction � �� � ��� �4�

�

estcontinuede
�

vers

 , et pour tout � �

�

, la fonction � �� � � � �4�

�

estcontinuede � vers 
 . (On rappellequece
n'estpasle caspourlesfonctionsd'un produitdedeuxespacestopologiquesquelconquesdans
unautre.)

� EXERCISE 4.16
Démontrezformellementle théor�eme13. On pourras'aiderde l'exercice4.15pour le casde

l' équation(5).

4.1.3 SÂemantiquedÂenotationnelledesprogrammes

Nousavonsdonńela sémantiquedesexpressions,il reste�adonnercelledesprogrammes.Les
programmesmini-Caml sont justedeslistesde dé�nitions, récursives(

���

�

�

���

� �

�����

� �

�

� �

) ounon(
���

�

� �

�

� �

).
La sémantiqued'unetelledé�nition � seraunedonńee

�

�

�����

���

�������

� � dans � � � �

� �

�

�

���

. En
effet, soit la dé�nition échoue(n'a aucunsens),et

�

�

�
���

���

�������

� � vaudra % , par exemple,si
�

ne
terminepasdans

���

�

� �

�

� �

, soit la dé�nition retourneun nouvel environnement� , enrichi
de la dé�nition du symbole � ou � , ainsi qu'unenouvelle mémoireau caso�u le calcul l'aurait
modi� ée.

Posons��� � �

�

�

�

�

���

�

�

� �

�

�

�

���

�

�

��� �

. On rappelleque ��� � estun cpopointé
(exercice4.2).Par le corollaire3, toutefonctioncontinue � de ��� � dans ��� � a un plus petit
point �x e,notons-le

�

��� �A�

�

(“least�x edpoint”). La dé�nition suivanteestdonclégitime:
�8���

�

�

�	�

� �

�����

� �

�

� � �
���

�	�

�������

� � � � �

�

� ��

�

��� �A�

� �

� �

�

(14)

o�u � �-��� � � ��� � est la fonction qui �a
�

� ��� � associel'unique
�

� tel que ��� �

�

�

�

�

�A�����

�/�

�

� � �
�������

���

�

� ��

�
���

� :
�

� estpar constructionun élémentde ��� � . De plus, � est
continueparl'exercice4.16.

Le casdu
���

� estplussimple,maispermetdechangerla mémoire:
�8���

�

���

�

�.� �
���

�	�

�������

� � � ���

�

� ��

�

�

� �

�

�

(15)

o�u ���

�

�

�

�

�

�

�

���������

� � ���%

� % sinon

Finalement,unprogramméetantuneséquencedetellesdé�nitions, on pose:
�

�

�
���

���

�������

��� � ����� �

�

(16)
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�

� � � �

�
���

���

�������

��� �

�

� �

� � �����

�

�

�

� (17)

o�u ���

�

� �

�

�

�

�

� �

� �������

� ��� ��%

� % sinon
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5 LecËon 5

5.1 SÂemantiqueopÂerationnellegrandspasdemini-Caml

Toutceciestbeletbon,etmoduloquelquesconcessions�al'informatique(l'usagedemémoires,
la manieobsessionnelledevouloir despoints�x esdetoutefonctionquel'on puisseécriredans
le langage)ona réussi�adé�nir unesémantiqueaugoût math́ematiquedemini-Caml.

Mais ce n'est pastout : il faudraexécuterles programmesmini-Caml, et pour ceci nous
cherchons�a lestraduireenassembleur, langagequela machinecomprend.

Nousallonsfairececiparétapes.Lapremi�ereétapevaêtrededé�nir unenouvellesémantique
du langagemini-Caml,plusprochedela machine,et nousmontreronsqu'il existeunefonction
de traductionde la préćedenteversla nouvelle, qui estcorrecteau senso�u un diagrammeres-
semblant�a (1) commute.

Nousallonsaussienpro�ter pourintroduireunenouvelleformedesémantique,diteopérationnelle,
commecelledel'assembleurensection3.1.4,maisunpeuplusriche. �A premi�erevue,il n'y aura
pasgrandedifférence.Unesémantiqueopérationnellepermetdedériver desjugements�a l'aide
d'un ensemblebiendé�ni der �egles. Ici, nousutiliseronsdesjugementsdela forme

� � �

�
�

�

�

�

�

�

qui signi�ent quedansl'environnement� ��� � � , enpartantdelamémoire� �

�

�

� , l'exécution
de

�

peutterminerenretournant� � �

�

�

� commenouvel étatdela mémoire,et la valeur
�

.
Ceciest �a rapprocherdel'af �rmation ���

�
�

�

�

�

�

�

�
�������

� � , et, jusqu'ici, nousdironsquec'est
affaire de goût de préférer l'une ou l'autre présentation.Une premi�ere différence,cependant,
c'estquela sémantiquedénotationnelléetaitparessencedéterministe:

�

a exactementuneva-
leur dansun environnementet unemémoiredonńes.Unesémantiqueopérationnellepermetde
direque

�

s'évalue,defacËonnon-d́eterministe,�a unevaleur
�

� ou �a uneautrevaleur
�

� .

5.1.1 Clôtures

L'essentielde la nouvelle sémantique,cependant,est que nousallons tenterde rendrela
notiondefonctionplusconcr�ete.Dansla sémantiquedela section3.2, la valeurd'une fonction
estunevraiefonctionmath́ematique.Mais cecineserepŕesentepassurun ordinateur! Comme
on l'a vu, la notionla plusprochequel'on ait enassembleurestla notiond'adressed'exécution
d'un morceaudecode.

Nousallonsdoncdonnerunenouvellesémantiquedemini-Camldanslaquellela valeurd'une
fonction

�����

� �

�

sera,�a peudechosespr�es,uneadressedansun morceaudecode.Comme
nousn'en sommespasencoreréellement�a compiler en assembleur, nousallons estimerque
l'expressionsyntaxique

�����

� �

�

estelle-mêmeunsymbolerepŕesentantl'adressed'un code
�aexécuter, et la valeurde

�����

�/�

�

seratoutsimplementl'expressionsyntaxique
� ���

� �

�

elle-même.(Cecinécessitedechangerle domaine
�

�

�

desvaleursdesortequ'il contienneune
copieisomorphedel'ensembledesprogrammesdu langage.)

Ceci,malheureusement,nefonctionnepas.Consid́eronsl'exemple:
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letrec f = fun x ->
let g = fun y -> x+y
in g;;

let a = f 3 4;;

Seloncetteexplication,la valeurdeg dansla dé�nition def serajustel'expressionsyntaxique
fun y -> x+y . Mais alors,quevauta ? Ce seraitla valeurde (fun y -> x+y) 4, soit
x+4 , oui, maispourquellevaleurdex ? La sémantiquedela section3.2dit �a la placeque,dans
la mesureo�u f estappeĺeeavec l'argument � , elle retournela fonction qui �a � associe� ��� ,
puis cettefonction est appliqúee �a � , retournant� . Donc il ne suf�t pasde retournerle code
fun y -> x+y , il faut aussiretournerun environnementqui nousinforme quece codedoit
êtrecomprisavecy valant � .

Un coupleformé d'une expressionde la forme
�����

���

�

et d'un environnement� est
traditionnellementappeĺe uneclôture. En pratique,on nesaitpasrepŕesenterun environnement
complet,qui associeunevaleur�a chaquevariabledans

�

� � , un ensemblein�ni. Heureusement,
on n'a besoinquedesvariablesqui apparaissentlibresdans

�����

���

�

. (Encoreunefois, on
ignorelesinstructionsarithmétiquesici.)

DÂe�nition 6 (Variables libr es) L'ensemble��� �

�

�

desvariableslibres d'une expressionmini-
Caml

�

estdé�ni par récurrencestructurellesur
�

par :

��� � �

�

��� ��� �

�

�

�

����� �

�

�

�

��� ���

�

��� �

�����

� �

�

�

����� �

�

�

�

� � �

��� �

���

�

���

�

� �

�

�

����� �

�

�

�

����� ���

�

�

� � �

�

��� � �

���

�

�

����� �

�

�

��� � �

�

�

����� �

�

�

��� �

�

� � �

�

����� �

�

�

�

��� ���

�

��� � ����	�


&

�

�

����� �

�

�

��� � �

�

� � 
 
 
 �

�

�

� �

����� �

�

�

�

�


 
 


�

��� �

�

�

�

��� �

�

�

�

�

����� �

�

�

�

��� ���

�

��� �

�
�

�

�

�:� �

�

�,� ���

�

�

����� �

�

�

�

��� ���

�

�

��� � �

�

� EXERCISE 5.1
Montrer que la sémantiquedénotationnelled'une expressionmini-Caml ne dépendque des

valeursdesesvariableslibres.Autrementdit, pourtoutexpression
�

mini-Caml,montrerquesi
� et � � sontdeuxenvironnementstelsque� � �

�

� � � � �

�

pourtout ������� �

�

�

, alors
�

�

�
�������

� � �

�

�

�
�������

� � � .

Par l'exercice5.1,on peutsecontenterd'apparierunefonctionsyntaxiqueavecun environ-
nement�ni , c'est-�a-direunefonction � partielledesvariablesverslesvaleurs,dedomaine�ni.
Onenvient �adé�nir lesvaleursdesfonctionssousformedeclôtures:

DÂe�nition 7 (Clôture simple) Uneclôturesimpleestun triplet ��� �

�

��� � , o�u � �

�

� � ,
�

est
uneexpressionmini-Caml,et ���

�

� � �

�

&

�

�

�

�

� estun environnement�ni tel que ��� �

�

�

�

� � � � 
���		� . Onnotera �

�

����
 l'ensembledetouteslesclôturessimples.

Cettedé�nition est�acompĺeterparunedé�nition del'ensemble
�

�

�

� desvaleursquenousutili-
seronsdansla dé�nition denotrenouvelle sémantique.Pourlesdifférencierde l'ensemble

�

�

�

desvaleursquenousutilisionsjusqu'ici, nousappellerons
�

�

�

� l'ensembledesvaleursconcr�etes,
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et
�

�

�

celuidesvaleursabstraites. Si la valeurabstraited'unefonctionestunefonctioncontinue,
la valeurconcr�etede la mêmefonction serauneclôture: les valeursconcr�etesne sontpasles
valeursabstraites,et

�

�

�

� nepeutdoncpasêtrele mêmeensembleque
�

�

�

.
Avant de dé�nit l'espacedesvaleursconcr�etes,nousdevonsprévoir de pouvoir dé�nir des

fonctionsrécursives,c'est-�a-direcellesdé�nies par
���

�

�

�	�

(quenousverronsensection5.1.4).
Or, si l'environnement� envoiele symboledefonction � versla clôture � � �

�

� � � � , le corps
�

de
la clôturenepeutpasfaireréférence�a � , c'est-�a-dire�ala mêmeclôture.(Dansdesréalisationsin-
formatiquespratiques,onpeuts'arrangerpourque � � fasse“pointer” le symbole� versla clôture

��� �

�

��� � � , créantainsiun cycle. Ceciseraitmaladroit�a réaliserdansla description,encoretr�es
math́ematique,quenousnousappr̂etons�aeffectuer.) Nousdé�nissonsdonc:

DÂe�nition 8 (Clôture r Âecursive) Une clôture récursive estun quadruplet
��� �

� ��� � �

�

� � � , o�u
� � ���

�

� � ,
�

estuneexpressionmini-Caml,et � �

�

� � �

�

&

�

�

�

�

� estun environnement�ni
tel que ��� �

�

�

�

� � � � � � 
 ��		� . On notera �

�

���

�

l'ensembledetouteslesclôturesrécursives.

L'id éeestque
�:� �

� ��� � �

�

� � � dénotela fonctionqui �a � associe
�

, étantentenduquedansle
calculde

�

, touteréférence�a � dénotecettemêmefonction.Onnoteraque �

�

���

�

et �

�

����
 sont
disjoints.

DÂe�nition 9 (Valeursconcr�etes) L'ensembledesclôturesest �

�

��� � �

�

����


�

�

�

���

�

.
L'ensemble

�

�

�

� desvaleursconcr�etesestle pluspetit ensembletel que

�

�

�

�

�

�

�

��� � 5 � � � �

�

�

�

�

�

� � �

�

(18)

o�u
�

�

�

�

�

dénotentl'ensembledessuites�nies d' élémentsde
�

�

�

� , et � estla sommedisjointe
usuelle.

Il fautbienremarquerqu'ici
�

�

�

� et �

�

��� sontdesensembles, pasdescpo.Il setrouve eneffet
quel'in égalité (18)aunepluspetitesolutionentantqu'ensemble:

� EXERCISE 5.2
Soit

�

�

�

� l'ensembledetouslesarbres�nis construitscommesuit.Un sommetd'un tel arbreest
étiquet́e par l'un dessymbolesCLOS ��� �

�

�

�

� � � 
 
 
 � � �

� �

ou FIXCLOS � � � � �

�

�

�

� � � 
 
 
 � � �

� �

(o�u ���

�

� � ,
�

estuneexpressionmini-Caml, � � , . . ., � � sont� variablesdistinctesetcontenant
aumoinstouteslesvariableslibresde

�

saufpossiblement� , et possiblement� dansle second
cas),ADDR� �

�

(o�u � ��5 � � � ), SUITE, Z ���

�

(o�u ��� � ), ou B ���

�

(o�u � �

�

). Un sommet
étiquet́e CLOS ��� �

�

�

�

� � � 
 
 
 � � �

���

, resp.FIXCLOS � ��� � �

�

�

�

� � � 
 
 
 � � �

� �

a � �ls : si ces� �ls
repŕesententdeséléments��� � 
 
 
 � � � de

�

�

�

� , alors l'arbre a ce sommetrepŕesentela clôture
��� �

�

� � � � �� � � � 
 
 
 � � � �� � � � � , resp.
�:� �

� ��� � �

�

� � � � �� � � � 
 
 
 � � � �� � � � � . Un sommet
étiquet́eSUITE aunesuite�nie quelconquede�ls. Lesautressommetsn'ont pasde�ls. Montrer
que

�

�

�

� obéit �a l' équation(18),moduloun isomorphismefacile �a trouver.

La nouvelle sémantiquequenousdé�nissonspour mini-Caml sedémarquede celle de la
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section3.2essentiellementencequi concernelesfonctions,etondé�nira donc:

��� 
 � 		�

�

�

� �

�

� � �

�

�

�

� � � ���

�

� � �

� �

�

� � �

clôturesimple
� 	�� �

��� �

�

�

� �

�

� � � � �

�

�

�

� � ���

�

� �

�

� ��

�

�

� � � �

� �

�

�

� � � � �

�

�

�65 � �

�

� � �

� �

�

�

�

� � �

�

�

�

�A��� �

�

� � �

�

�����

� �

�

�

� � � � �

�

� � �

� ��� 	

clôturesimple

�A cepoint,il estbondedigérerunpeucesdé�nitions. Nouslescommentonsensection5.1.2.
Nousdevronsencoretraiterdesfonctionsdé�nies par

���

�

�

�	�

, pourlesquellesnousavonsintro-
duit lesclôturesrécursives: nousreléguonscecas�a la section5.1.4.

5.1.2 Appel gauche-droite, par valeur, par nÂecessitÂe,par r ÂefÂerence

Contrairement�a la sémantiqueopérationnellequenousavonsdé�nie pourl'assembleur(sec-
tion 3.1.4),la r�egle �65 � �

�

notammenta desprémisses.Ceci signi�e que,pour évaluerl'appli-
cation

�

� dansun environnement�ni � , en partantd'une mémoire � (conclusion),il suf�t
de:

– évaluer
�

dans � enpartantde � , et si le résultatexisteet donneunenouvelle mémoire
� � , et unevaleurqui estuneclôture ��� �

�

��� � � � , alors:
– évaluerl'argument� dans � enpartantdecettederni�eremémoire � � ; si le résultatexiste

et fournit unetroisi�ememémoire�
� � , etunevaleur

�

, alors:
– évaluerle corps

�

� dela clôturedansl'environnement�ni �
� dela clôture,modi� édetelle

sorteque � vaille la valeur
�

del'argument.
Si cettederni�ereétaperéussitet fournit unederni�eremémoire � � � � et unevaleur

�

� , alors � � � ���

�

estle résultatdel' évaluationde
�

� .
Onadoncdé�ni uner�egled'évaluationdela gauchevers la droite : d'abord

�

estévaluéen
uneclôture,ensuitesonargumentestcalcuĺe.Onauraitaussibienpucalculerdela droiteversla
gauche.Peudelangagesle font. UneexceptionnotableestCaml.

� EXERCISE 5.3
Écrireuner�egled'applicationmodi� éeo�u l'argument� seraitévalué avantla fonction

�

.

Une autrecaract́eristiquede la r�egle �75 � �

�

estqu'elle fonctionneen appelpar valeur : la
valeur

�

del'argument� estcalcuĺeeavantd'êtrepasśeeaucorps
�

� dela fonction.D'autres
langages,dits paresseux, commeMirandaou Haskell, utilisent la notiond'appelpar nécessit́e,
o�u l'argument � n'est tout simplementpas évalué, et est pasśe tel quel �a

�

� . En appelpar
nécessit́e, c'est l'analoguede la r�egle �

�

� �

�

qui cherchera�a effectivementcalculerla valeur
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desvariables.L'avantageestquel'argument� neseraévalué quesi le corps
�

� dela fonction
requierteffectivementla valeurdela variable� poureffectuersoncalcul.

Le langageC fonctionne,commeCaml ou mini-Caml, en appelpar valeur. Mais d'autres
langagesencoreutilisentl' appelpar réf́erence. Parexemple,enC++,onpeutécrire:

int f (int &x)
{

x = x+1;
return x+2;

}

La caract́eristiqueessentielleici estla déclarationint &x, qui déclarequele param�etreentierx
estpasśenonpasparvaleurcommed'habitude(onauraitjusteécrit int x), maisparréférence.
Autrementdit, si l'on écrit :

int n = 3;
int m = f (n);

aulieu decalculern � � , d'appelerf enrecopiantl'entier � dansunenouvellevariablex propre
�a f , puis de retournerle résultat � et de le stocker dansm, commecelasepasseraiten appel
parvaleur, ici l'appel f (n) va passerdirectementl'adresseden aucodedef , desortequela
variablex def soit exactementaumêmeendroitquela variablen. Cecia commeconśequence
quel'instruction x = x+1; dela premi�ereligneducodedef vaenfait incrémenterl'entier n.

On auraitpu écrirele mêmecodeenC pur, c'est-�a-direenappelparvaleur, enutilisant les
pointeurs:

int f (int *xp)
{

*xp = *xp+1;
return *xp+2;

}

int n = 3;
int m = f (&n);

A noterquel'opération&n récup�erel'adressedela variablen enmémoire(on pourracomparer
avec l'instruction leal , cf. section3.1.4),et *xp récup�erele contenude l'adresse(pointeur)
stocḱeedansxp (oncompareraavecle moded'adressageindirectdel'assembleur).

5.1.3 Autr esr �egles

Le restedesconstructionsde mini-Caml recËoit uneśemantiquesanssurprise,inspiréedes
r�eglesdela sémantiquedénotationnelledela section4.1.2.La constructionlet sedécritcomme
en(6) :

� � �

�
�

�

�

�

�
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�
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� ��

�

�

� �

�

�

�

�

�

� �

�

�

�

�

�

�

�

�

� � �

�

���

�

� �

�

� �

�

�

�

� �

�

�

�
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En utilisant unestrat́egied'allocation mémoire �

� �

� � , on obtient les analoguesde (7), (8),
(9). Il est �a noterquedansla sémantiqueopérationnelledecettesection,noussupposeronsim-
plicitementque � , � � , . . . varientparmi l'ensemble

�

�

� � desmémoiresconcr�etes, �a savoir des
fonctionspartiellesdedomaine�ni de 5 � � � vers

�

�

�

� .

� � �

� �

�

�

�

�

�

� � �

� �

� � � 
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�
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�
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� � �

� �

�

�

�

� � � � 
���	 �

�

� �

�

� � �

�

�

�

�

�

�

� �

�

� �

�

� � �

� �

�

�

�

� � � � �

�

�

�

�

�

� �

�

�

� � 
 ��	 �

� �

�4� �

�

�

� �

�

� ��

�

�

� �

� EXERCISE 5.4
Traduirelesr�egles(10),(11),(12),(13)ensémantiqueopérationnelle.Les � -uplets�

�

� � 
 
 
 �

�

�

�

sont-ilsévaluésdegauche�adroite,dedroite �agauche,oudansunautreordreencore?Pourquoi?

5.1.4 SÂemantiqueopÂerationnelledesprogrammes

Commedansla sémantiquedénotationnelle,nousdevons donnerla sémantiquedespro-
grammes.Pourceci,nousdé�nirons unenouvelle formedejugement

� � �

�

�

�

�

�

� �

�

exprimantquel' évaluationde la ou les déclarations� en partantd'un environnement�ni � et
d'une mémoire � produit le nouvel environnement�ni �

� et la nouvelle mémoire �
� . Le casdu

���

� estsimple,etestsimilaire �a la r�egle(15) :

� � �

�
�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

� �

�

� � �

�

���

�

���

�

� �

�

�

�

� ��

�

�

� �

�

Le casdu letrec estbienentendupluscompliqúe.Notonsqueletrec estla seuleconstruc-
tion de mini-Caml permettantd' écriredesboucles(récursion,while ). Si la nouveaut́e de la
sémantiquequenousécrivonsétait lesclôturesdansle casdesexpressions,dansle casdespro-
grammes,ceserale traitementdesdé�nitions récursives.C'estla raisonpourlaquellenousavons
introduit lesclôturesrécursivesendé�nition 8 :

�

�

�

� �

�

�

� �

�

� � �

�

���

�

�

�	�

� �

� ���

�/�

�

�.�

�

�

�

� ��

�:� �

� � � � �

�

� � �

� ��� 	

clôturerécursive

�

� �

�A partpour l'utilisation d'une clôturerécursive, cetter�egleseraitpratiquementla combinaison
d'une applicationde �

�

�

�

� �

�

et de �1��� �

�

. Il nousreste�a dé�nir commentl'on évaluel'appli-
cationd'uneclôturerécursive �a un argument.C'est la r�egle �1� � ��5 � �

�

ci-dessous; rappelonsen
effet quela r�egle �75 � �

�

netraitait queducasdel'applicationd'uneclôturesimple.
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� � �

� �

�

� � �

clôturerécursive
� 	�� �

�:� �

� � � � �

�

�

� �

�

� � � � �

�

�

�

� � � �

�

� �

�

� ��

�:� �

� � � � �

�

� � � � �

�

�

� ��

�

�

� � � �

� �

�

�

� � � � �

�

�

�A��� � 5 ���

�

� � �

� �

�

�

�

� � �

�

�

�

Notonsque la différenceavec la r�egle �75 � �

�

est que,pour évaluer
�

� , on se placedansun
environnement�ni danslequel � est li é �a la clôture récursive

��� �

� � � � �

�

� � � � � , de nouveau.
Nousillustreronsenpassantl'usagedecetter�egledansla suite.

5.1.5 Arbr esdedÂerivations,r Âecurrencesur lesdÂerivations

Soit � unensembleder�egles,parexemple,l'ensembledesr�eglesdé�nies danscettelecËon5.

DÂe�nition 10 (DÂerivation) Pour toutjugement
�

, l'ensemble�

�

� �����

�

�

detouteslesdérivations
de

�

�a partir de � estpar dé�nition le pluspetit ensembletel que, pour touteinstanceder �egle
deconclusion

�

:
�

� 
 
 


�

�

�

�

�

�

pour toutesdérivations	 � de
�

� , . . ., 	 � de
�

� �a partir de � , alors

�

�

�

	 �

�

� 
 
 


�

�

�

	 �

�

�

�

�

�

�

(19)

estunedérivationde
�

�a partir de � .
L'ensemble�

�

� ���

�

desdérivations �a partir de � est l'union sur tousles jugements
�

de
�

�

� �����

�

�

.

Une instanced'une r�egle est, informellement,ce que l'on obtient �a partir de l' énonće d'une
r�egleenremplacËantchaqueḿeta-variable( � , � ,

�

, etc.)par lesobjetscorrespondants(ici, une
mémoire,un environnement�ni, un terme,etc.).La dé�nition 10 dé�nit lesdérivationscomme
desarbres�nis : la dérivation �

�

�

�

selit commel'arbre dont la racineest étiquet́eepar le ju-
gement

�

, et ayant � �ls qui sont desarbres 	 � , . . ., 	 � de racinesétiquet́eespar
�

� , . . .,
�

�

respectivement.(Noteauxinformaticiens: cesarbressontécrits�a l'envers,avecla racineenbas.
Noteauxautres: cesarbressontécrits�a l'endroit, avecla racineenbas.)

On omettrasouventdedire “ �a partir de � ” lorsquele contexte dé�nira � clairement.Ici, �

seral'ensembledesr�eglesécritesensection5.1.
Voici parexempleunedérivationdu fait que

�����

� � � s'évalue�a uneclôturesimpledans
unenvironnementvideetunemémoirevide :

�1��� �

�

�

�

�

�

�

�

�����

� � �

�

�

�

� � � � � �

�

�

�
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Cettedérivation ne consistequ'en l'application d'une instancede la r�egle �A��� �

�

. C'est une
dérivationcompl�ete,car �1��� �

�

n'a aucuneprémisse.Engéńeral,lespremi�eresr�eglesappliqúees
dansunedérivation(cellesqui sonttoutenhaut)sontdesr�eglessansprémisses.Enl'occurrence,
les r�eglessansprémissessont �

�

� �

�

, �1��� �

�

, �

�

�

� �

�

�

� �

�

. Ce sont donc les seulesr�eglesqui
permettentdedémarrerunedérivation.

Un peuplus compliqúe, voici unedérivation montrantque,si l'on part d'une mémoireo�u
l'entier

�

eststocḱe �a l'adresse� � , d'un environnement�ni envoyant � vers � et � vers � � , et
quel'on évaluel'expression

���

�

� � � �

� �

����� � �

�

�

�

:

�������	�


 �
� ��������� ���

���

�


��

�

����

�

�

����
��

�

����

�

� �

� ��!"�


 �
� ��������� ���

���

�


��

�

����

�

�

!����#
��

�

����

�

�$�

���%���	�


 �
� ��������� �&�

�

�

'

����

�

�


��

�

����

�

�

���#
��

�

����

�

� �

�

�������	�


 �
� �&���(�)� �&�

�

�

'

����

�

�


��

�

����

�

�

�
��
��

�

����

�

� �

��*"+%�


 �
� ��������� ���

�

�

'

����

�

�


��

�

����

�

�

�,*"+-�
�#
��

�

����

�

�/.

�������	�


 �
� ��������� ���

�

�

'

����

�

�


��

�

��&�

�

�

'

�#
��

�

����

�

�$�

��01�


 �
� ��������� ���

�

�

'

����

�

�2
��

�

����

�

�

�3�,*4+-�50

'

�6��
��

�

��&�

�

�7�

�98;:=<(�


 �>� �&������� ���

���

�2
��

�

����

�

�@?�A	B

'

+C!���D$EF�3�,*4+-�50

'

�6��
��

�

��&�

�

�7�

On a ici utilisé uner�egle �

�

�

nondé�nie explicitement(voir exercice5.4).A noterquechaque
r�egles'appliquebien,ausenso�u lesconditionsdebord sontvéri� ées.La conditiondebordde
la r�egle �

�

� �

�

estquela variable�a évaluerestdansle domainedel'environnement�ni �agauche
du symboleth�ese(

�

). Nousn'avonspasinclus lesconditionsdeborddansl' écrituredesr�egles
ci-dessus,parmanquedeplace.Par exemple,on auraitformellementdû écrire � � 
 � 	

�

� ��

� � � �� ���

�

enhautdel'instancela plus �agauchede �

�

� �

�

.
Le fait quelesdérivationssoientdesarbres�nis, ou de facËonéquivalenteque �

�

� � �

�

soit
dé�ni commel'ensemblele pluspetit véri�ant lesconditionsdela dé�nition 10,estcaract́eriśe
parl'existencedeprincipesderécurrence.

Le principede démonstrationpar récurrencestructurelle sur les dérivationsestle suivant :
pourmontrerqu'unepropríet́e � estvraiedetouteslesdérivations,il suf�t devéri�er que,pour
chaquer�egle

�

� 
 
 


�

�

�

�

�

�

de � , si toutedérivationde
�

� , . . .,
�

� véri�e � , alors

�

�

�

	 �

�

� 
 
 


�

�

�

	 �

�

�

�

�

�

�

67



véri�e � . Les casde basede la récurrencesontceuxdesr�egles
�

pour lesquelles� �

�

. Les
autressontlescasderécurrence.Voici unexempled'applicationdeceprincipe.

ThÂeor�eme14 (DÂeterminisme) La sémantiqueopérationnellede mini-Caml est déterministe,
c'est-�a-dire que, pour tout environnement�ni � , pour toutemémoire concr�ete � , pour touteex-
pression

�

mini-Caml,il existeauplusunemémoireconcr�ete � � etunevaleurconcr�ete
�

telles
que � � �

� �

�

� � �

�

soit dérivable. (On dit qu'un jugementestdérivablesi et seulements'il
enexisteunedérivation.)

DÂemonstration. Soient	 � et 	 � deuxdérivationsdérivantdesjugementsdela formedemand́ee,
autrementdit

�

�

�

	 �

� � �

� �

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

	 �

� � �

� �

�

�

�

�

�

�

�

Nousallonsmontrerque	 � � 	 � , cequi implique � �

�

� � �

�

et
�

� �

�

� . Ceciseferaparrécurrence
structurellesur 	 � . Il y a autantdecasqueder�eglesqui ont pu êtreappliqúeespourconclure	 �

(nousne traiteronsquele casdesr�eglesdé�nies explicitementdanscecours,�a l'exclusiondes
r�eglesde l'exercice5.4 et de la r�egle �1��� � 5 � �

�

�a venir; nouslaissonsen exercicele soin de
véri�er quele théor�emerestevrai si onajoutecesr�egles,ouaubesoindelescorriger).

�

�

� �

�

La dérivation 	 � seterminepar �

�

� �

�

, c'est-�a-direestdela forme

� � �

�

�

�

��� � � �

�

avec ��� 
 ��	 � . En particulier,
�

vaut � . La seuler�egleapplicablepourconclure	 � est
donc �

�

� �

�

aussi,etdonc 	 � estexactement	 � . Enparticulier � �

�

� �	� � �

�

,
�

� � � ���

�

�

�

� .

�75 � �

�

C'est le casle pluscompliqúe; 	 � estdela forme:

�

�

�

	
�

�

� � �

�
�

�

�

�

�

�

� ��� � �

�

�

�

���

�

�

�

�

�

�

	
� �

�

� � �

�

�

�

�

�

�

� �

�

�

�

�

�

�

�

	
� � �

�

�

�

�

�

� � ��

�

�

�

� �

� �

�

�
�

�

�

�

� � �

�

�

�

�

�

�75 � �

�

� � �

�
�

� �

�

�

� � �

�

�

�

�

�

Enparticulier,
�

�

�

� � , et la seuler�egleapplicableen�n de 	 � estdoncencore�65 � �

�

.
Autrementdit, 	 � estdela forme:

�

�

�

	 �

�

� � �

�
�

�

�

�

�

�

� ��� � �

�

�

�

���

�

�

�

�

�

�

	 � �

�

� � �

�

�

�

�

�

�

� �

�

�

�

�

�

�

�

	 � � �

�

�

�

�

�

� � ��

�

�

�

� �

� �

�

�
�

�

�

�

� � �

�

�

�

�

�

�75 � �

�

� � �

�
�

� �

�

�

� � �

�

�

�

�

�

L'hypoth�esede récurrenceappliqúee �a 	 �

�

et 	 �

�

nouspermetde déduireque 	 �

�

� 	 �

�

,
en particulier � �

�

� � �

�

, � ��� � � ,
�

�

�

�

�

�

�

, � �

�

� � �

�

. Comme � �

�

� � �

�

, l'h ypoth�ese
de récurrenceest applicable�a 	 � �

�

et �a 	 � �

�

, donc 	 � �

�

� 	 � �

�

. En particulier, � � �

�

� � � �

�

et

68



�

� �

�

� . Il s'ensuitque � �

�

�

� � ��

�

�

�

� � �

�

�

� � ��

�

�

�

, et commede plus � � �

�

� � � �

�

, on
peutappliquerl'hypoth�esede récurrenceunetroisi�emefois et conclure 	 � � �

�

��	 � � �

�

. Ceci
impliqueenparticulier � � � �

�

� � � � �

�

et
�

�

�

�

�

�

�

. Cesderniersrésultatsplus les trois égalités
	 �

�

� 	 �

�

, 	 � �

�

� 	 � �

�

, et 	 � � �

�

� 	 � � �

�

impliquentque 	 � � 	 � .

�1��� �

�

Le casde �A��� �

�

estsimilaire �acelui de �

�

� �

�

.

Autr es Les cas �

�

�

�

�

, �

�

�

�

�

, � �

�

, �1� �

�

sontsimilairesau cas �75 ���

�

. �A noterquedansle cas
�

�

�

�

�

, toutdépenddu fait que �

� �

� � estunefonctiond'allocation: le théor�emeseraitfaux
si onavait décid́e (commeil estl'usage!) quela nouvelleadresse� étaituneadressequel-
conquehorsdudomainede � � . Il n'y auraitalorsaucuneraisonquelesdeuxmémoiresque

	 � et 	 � produisentsoientidentiques.(Point technique: ellesseraitidentiques�a permuta-
tion desadressespr�es,cependant.) ��

5.1.6 R�eglesdÂerivÂees

Nousavonsdit audébut dececoursquel'on pouvait coderla bouclewhile enCaML au
moyendu

���

�

�

�	�

, ausenso�u while (b) e pouvait secodersousla formeboucle () , o�u
l'on adé�ni :

letrec boucle x =
if b

then (e; boucle ())
else ();;

Unefois évaluéecettederni�eredé�nition parla r�egle �

�

�

� �

�

�

�.�

�

, l'environnement�ni courant���

lie boucle �alaclôturerécursive
��� �

� boucle � x � if b then (e; boucle x) else () � � � � ,
pouruncertainenvironnement�ni � � , et coincideavec � � surtouteslesautresvariables.

Dé�nissonswhile (b) e commeétantl'expressionboucle () . Si b s'évalue �a faux,
c'est-�a-diresi l'on disposed'une dérivation 	 de ���

�

x �� �

�

� �

�

b �

�
�

�

�

, la seuledérivation
d'un jugementdela forme � � � �

�

boucle �

�

�


 
 
 est:

�������	�

�

�

���

�

boucle
��� �

�

D����

boucle
�

x
�

if b
then (e; boucle ())

else ()
�

�

�
	

�������

�

�

���

�

�9� ��� �/.

�

�

�
�

�

�

���

�

b
���

�

���

�(�9�(�

�

�

���

�

�

�9� ���

�

�/.

�����

�

�

�

�

���

�

if b
then (e; boucle ())

else ()
���

�

�1.

������������� �

�

�

���

�

boucle
��� ���

�

�1.

(20)
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Encoreunefois, nousn'avonspasdé�ni les r�egles � �

� �

et � 
 � �

�

(voir exercice5.4; noussup-
posonsquelesr�egles � 
�� �

�

et � 
�� �

�

dé�nissantla sémantiqueopérationnelledu if évaluentla
branchethen si la conditionbooĺeennes'évalue�a

�

, la brancheelse si la conditionbooĺeenne
s'évalue�a

�

, etqu'il n'y aaucuner�egleapplicabledanslesautrescas).Nousavonsutilisé le nom
� � pourl'environnement�ni � �

�

boucle ��

�:� �

� boucle � x � if b then (e; boucle x)
else () � � � �

�

�

x �� �

�

. Notonsquecetteexpressionsesimpli�e en � � � � �

�

x �� �

�

.
Si b s'évalue �a vrai, c'est-�a-diresi l'on disposed'une dérivation 	 de ���

�

x �� �

�

� �

�

b �

� � �

�

, la seuledérivationd'un jugementdela forme � � � �

�

boucle �

�

�


 
 
 estla suivante,o�u
nécessairementl'on disposed'unedérivation 	 � d'un jugementdela forme � � � � �

�

e �

� � � �

�

�

etd'unedérivation 	 � � d'un jugementdela forme � � � � � �

�

boucle �

�

�

� � � � �

�

:

�������	�

�

�

���

�

boucle
��� �

�

D����

boucle
�

x
�

if b
then (e;

boucle ())
else ()

�

�

�
	

�������

�

�

���

�

�9� ��� �/.

�

�

� �

�

�

���

�

b
���

�

�7�

�

�

�
�

�

�

�

���

�

�

e
���

� �

�1�

�

�

�

�
�

� �

�

�

���

� �

�

boucle
���6���

� � �

�1�

�������

�

�

���

�

�

(e; boucle ())
���

�

� �

� �
�

�

�

�

�

���

�

if b
then (e;

boucle ())
else ()

���

�

� �

� ����� � ��� �

�

�

���

�

boucle
�9�6���

�

� �

(21)

Il estdoncéquivalentdedé�nir la sémantiquedewhile (b) e parlesdeuxr�egles:

� � � �

�

b �

�

�

�

�

�

���

�

�

�

�

�

��� � �

�

while (b) e �

�

�

� �

et
� � � �

�

b �

� ���

�

� � � � �

�

e �

� � � �

�

� � � � � � �

�

while (b) e �

� � �

�

�

���

�

�

�

�

�

� � � �

�

while (b) e �

�

�

�

�

(Techniquement,ceci supposeque � � � ��� . Nousréglonscepoint techniqueplusbas,voir les
exercices5.5,5.6.)La démonstrationdel' équivalenceproc�edecommesuit.D'abord,la direction
facile : si l'on a utilisé la r�egle �

���

�

�

�

�

�

ou �

���

�

�

�

�

�

, on peut remplacerl'instancede l'une
ou l'autre r�eglepar le morceaude dérivation (20) ou (21) respectivement.Dansl'autre direc-
tion, on a vu quetoutedérivation d'un jugementde la forme ��� � �

�

boucle �

�

�


 
 
 était
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nécessairementdela forme(20) ou (21) (parexemple,il estfaciledevoir quela derni�erer�egle
appliqúeeestnécessairement�A��� � 5 � �

�

, et l'on continuede la mêmefacËon, en construisantla
formedesderni�eresr�eglesappliqúeesdepuisle basdela dérivation); et l'on peutalorsrempla-
cerune�n dedérivationdeforme(20)paruneinstancede �

���

�

�

�

�

�

, et une�n dedérivationde
forme(21)paruneinstancede �

���

�

�

�

�

�

.
La r�egle �

���

�

�

�

�

�

exprimequesib vautfaux,alorsonsortdela boucletoutdesuite,avecune
mémoirerésultantdel' évaluationduseulbooĺeenb. La r�egle �

���

�

�

�

�

�

peutsemblerparadoxale,
vu quepourévaluerwhile (b) e (enconclusion),la troisi�emeprémissedemande�aévaluer.. .
while (b) e. Mais notonsquecettetroisi�emeprémissedemande�a évaluerwhile (b) e
�a partir d'une mémoire � � � différentede la mémoire � de départ; notamment� � � estle résultat
desmises�a jour dela mémoireeffectúeeslors del' évaluationdeb et dee (danscetordre).Ce
sont,au passage,les r�eglesclassiquesde sémantiqueopérationnelledesboucleswhile dans
les langagesimpératifs commeC. On a donc en particulier montŕe (modulo quelquespoints
techniquesdedétail) quela bouclewhile (b) e pouvait secodervia un

���

�

�

�	�

, ausenso�u
la sémantiqueopérationnelleestpréserv́ee.

La r�egle �

���

�

�

�

�

�

illustre un point important: dansunedérivation, il n'est pasnécessaire
que les prémissesportentsur destermes�a évaluerplus petits queceuxde la conclusion.On
obtiendraunedérivationbien formée �a partir du momento�u la r�egle �

���

�

�

�

�

�

n'est appliqúee
qu'un nombre�ni defois, c'est-�a-diresi et seulementsi la bouclewhile (b) e termine.

� EXERCISE 5.5
Démontrerque,si � n'estpaslibre dans

�

, alorson peutdériver �

�

� ��

�

�

�

� �

�
�

�

� � �

�

si
et seulementsi on peutdériver � � �

�
�

�

� � �

�

. Indication: étantdonńe unedérivation 	 de
l'un desdeuxjugements,construireunedérivation de l'autre par récurrencestructurellesur 	 .
Faitesbienapparâ�tre o�u vousavezutilisé l'hypoth�eseselonlaquelle � n'est paslibre dans

�

;
enparticulier, dansle casdequeller�eglececiest-il important?

Un langageayantla propríet́edel'exercice5.5,c'est-�a-direo�u la sémantiquedetouteexpres-
sion

�

nedépendquedesvaleursdesvariableslibresdans
�

, estappeĺe un langage�a liaison
lexicale. C'est le casde Caml, de C, de Pascal,de Java. Ce n'est pasle casde la plupartdes
langagesdela familleLisp : enprenantl'exempled'Emacs-Lisp,le programme

(setq x 2) ; définition de x comme valant 2,
(defun f (y) (+ x y)) ; on définit f comme la fonction

; qui ajoute x �a son argument,
(defun g (x) (f x)) ; apparemment g est juste f...
(g 3) ; et pourtant (g 3) retourne 6?

alorsquel' équivalentCaml:

let x=2;;
let f = fun y -> x+y;;
let g = fun x -> f x;;
g 3;;
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retourne5, conforḿementaux sémantiquesprésent́eesici. La raisonpour laquelle(g 3) re-
tourne6 enEmacs-Lispestquef estdé�nie commela fonctionqui �a � associe� � � , avec � la
valeurcouranteau momentdel'appel def dex : or l'appel deg surl'argument3 a li é (tempo-
rairement)x �a � , changeantainsi la sémantiquedef du mêmecoup.Dansun langage�a liaison
lexicale,la différenceestque � seraitla valeuraumomentdela dé�nition def .

� EXERCISE 5.6
Enutilisantl'exercice5.5,montrezformellementl' équivalenceentreladé�nition dewhile (b) e
commeuneabŕeviationde boucle () , danstout environnementliant boucle �a la clôture
récursive

�:� �

� boucle � x � if b then (e; boucle x) else () � � � � ; et la dé�nition de
while (b) e via lesr�egles�

���

�

�

�

�

�

et �

���

�

�

�

�

�

. Cecinécessitedeshypoth�esessuppĺementaires,
�a savoir quex nedoit êtrelibre ni dansb ni danse. Donnezun contre-exemple�a l' équivalence
si x estlibre danse.

5.1.7 Corr ectionde la sÂemantiqueconcr�etepar rapport �a l'abstraite

Nousavonsmaintenantdeuxsémantiques,l'une dénotationnelle,l'autre opérationnelle,de
mini-Caml, et il seraitnécessairede montrerqu'elles sont équivalentes.Nousavions sugǵeŕe
qu'unetelle propríet́e decorrectionseraitmat́erialiśeeparun diagrammedela forme(1), c'est-
�a-diredefacËonabstraiteundiagramedela forme


�� ���
"

//

# $�% &-( *

$$II
III

III
III

I �����

# $
&-,.(

��
�

Outrele fait quenousnedisposonspas(encore?)d'unefonction
� �

�����

, nousdevonsrévisernos
ambitionspour la raisonquenosdeuxsémantiquesn'évaluentpasles expressionsmini-Caml
dansle mêmedomainedevaleurs! C'estunphénom�enegéńeral: nonseulementuncompilateur
traduit desprogrammes(mini-Caml versassembleurdansl'exempledu diagramme1), maisil
supposeaussiunchangementdereprésentationdesvaleurs.La propríet́edecorrectionquenous
chercherons�a montrerestdoncplutôt undiagrammecommutatifdela forme:



�����
"

//

# $�%'&)(+*

��

�����

# $ &), (

��
�

�

�

�

oo

(22)

o�u � estunefonctiond'abstraction, qui �a tout élémentconcret,de
�

� , associesarepŕesentation
auniveauabstrait,c'est-�a-diredans

�

.
Cesconsid́erationssontessentiellementuneaffaire de style,et ne sontpasfondamentales,

commele sugg�erel'exercicesuivant.
� EXERCISE 5.7

En changeantau besoinla dé�nition de
� �

�����

, pourquoile diagramme(1) contient-il le dia-
gramme(22)commecasparticulier?Endé�nissant � defacËonad́equate,pourquoile diagramme
(22)contient-il le diagramme(1) commecasparticulier?
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Dansle casqui nousoccupedela correctiondela sémantiqueopérationnelledemini-Caml
parrapport�asasémantiquedénotationnelle,onpourraitdoncpenserqu'il suf�rait demontrerla
commutativité d'un diagrammedela forme


�� ��� "

//

# $�% &-( *

��


���� �

# $�%'&)(+* �

��
�

�

�

�

oo

(23)

Le fait quela sémantiqueconcr�ete(dedroite)nesoit pasécriteenstyledénotationneln'est pas
unprobl�eme.Il suf�t dela dé�nir par:

�

�

�

� �����

�

� �	� � ���

�

�

�

�

� � � �

� �

�

�

�

�

�

�

Notezque,parle théor�eme14, l'ensembleducôté droit aauplusun élément.Il enaexactement
un si et seulementsi l' évaluationde

�

terminedansl'environnement�ni � , en partantde la
mémoireconcr�ete � .

La fonctiondecompilation� estaussitr�essimple: onn'a pasdutoutmodi� é lesprogrammes,
c'est la fonctionidentit́e de 
�� ��� dans
���� � .

La vraiedif�cult é estdetrouver la fonctiond'abstraction� qui doit relier valeursconcr�etes
(dans

�

�

�

� ) auxvaleursabstraitescorrespondantes(dans
�

�

�

).

DÂe�nition 11 Soit � � �

�

�

�

���

�

�

�

la fonctiondé�nie commesuit.
– � � � �

�

� � si � �05 � � � � � �

�

;
– � � � ��� � 
 
 
 � � �

�

� � � � ���

�

� 
 
 
 � � � � � �

�

;
– � � ��� �

�

� � � �

�

, o�u
�

estl'unique fonctioncontinuede
�

�

�

�
�

�

�

dans �

�

�

�

�
�

�

�

� �

telle que
�

��� �

�

�

�

�

�

�
�������

���

�

� ��

�

� �

� , et o�u � estn'importe quelenvironnementtel
que, pour tout � � � � �

�

�

�

� � � , � ���

�

� � � � � ���

� �

; (remarquezbien la différencede
typographieentre � et � ;)

– � � �

�:� �

� ��� � �

�

� � �

�

�

�

��� �A�

�

, o�u � estla fonctioncontinuede ��� � �

�

�

�

�

� �

�

�

�

�

�

�

�

� �

�

�

��� �

dans ��� � qui �a tout
�

� ��� � associel'unique
�

� � ��� � tel que
� � �

�

�

�

�

�A�����

�/�

�

� � �
�������

���

�

� ��

�
� �

� , o�u � estn'importe quel environnementtel
que, pour tout ��� � � �

�

�

�

� � � � � , � ���

�

� � � � � ���

� �

(remarquezbien la différencede
typographieentre � et � ).

Cettedé�nition estcorrecte.Notamment,lesdeuxdernierscasnedépendentpasdequelenvi-
ronnement� estréellementchoisi,pourvuqu'il associe�a chaquevariable � dans��� �

�

�

�

� � � ,
resp.��� �

�

�

�

� � � � � , la valeur � � � � ���

� �

: c'estuneconśequencedel'exercice5.1.Lespropríet́es
decontinuit́e nécessaires�avéri�er sontconśequencesdu théor�eme13.

Intuitivement,cettedé�nition de � � dit quetouteadresse,toutentier, toutbooĺeenserepŕesente
lui-même(premiercas),qu'un � -upletrepŕesentele � -upletsdecequesescomposantesrepŕesentent
(deuxi�emecas),en�n qu'uneclôturesimpleou récursive repŕesentela fonctioncontinuedécrite
parla fonction

� �
�������

desémantiquedénotationnelle.Onrappelleque
�

��� estl'opérateurdeplus
petit point �x e.
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Le diagramme(23)n'estcependantpasle bon.Si l'on s'entient �ala lettre,le domaine
�

dans
lequel

� � � �����

prendsesvaleursn'estpas
�

�

�

, mais
�

� � �

� �

�

�
� �

�

�

�

� �

�

�

� � �

. Demême,
�

� devrait êtrel'ensembledetouteslesfonctionsde � � � �

� �

�

� � vers
�

� �

�

�

� �

� �

�

�

�

�

, o�u
� � � � estl'ensembledesenvironnements�nis (�a valeursdans

�

�

�

� ),
�

�

� � estl'ensembledes
mémoiresconcr�etes,et

�

� � �

�

dénotel'ensembledespartiesde cardinalau plus un de � . Or
trouver unefonctiond'abstraction� convenablede

�

� � � � � �

� �

�

� � �

�

� �

�

�

� �

� �

�

�

�

�

vers
�

�

�

� � �

� �

�

��� �

�

�

�

� �

�

�

��� �

nesemblepasunetâchefacile.
Onvacourt-circuiterla dif�cult é enchangeantl' énonće dudiagrammedecorrection:

DÂe�nition 12 (Correction forte) On dira quela sémantique
� �

�������

� estcorrectepar rapport �a
la sémantique

� � �������

, pour le compilateur� � 
�� ��� � 
�� ��� , si et seulementsi :
– pour touteexpressionmini-Caml

�

,
– pour tout environnement�ni � tel que ��� �

�

�

� 
 ��	 � , et tout environnement� tel que
� ���

�

� � � � � ���

� �

pour tout variable �/����� �

�

�

,
– pour toute mémoire concr�ete � , pour toute mémoire

�

� telles que 
 � 	 � � 
 ��	

�

� et
�

��� �

�

� � � � ��� �

� �

pour tout � � 
���	 � ,
alors :

– oubien
�

� �

�

�

�
�������

�

� � � # et
�

�

�
�������

�

�

�	��% (non-terminaison);
– ou bien

�

� �

�

�

�
�������

�

� � estdela forme � � �
�

� �

�

� ,
�

�

�
�������

��� estdela forme �

�

�
�

�

�

�

���% ,
�

� � � � �

�

, 
 � 	 � � � 
 ��	

�

� � et
�

� ��� �

�

� � � � � ��� �

� �

pour tout � � 
 ��	 � � .

Bien sûr, ou bien
�

� �

�

�

�
� �����

�

� � � # ou bien
�

� �

�

�

�
�������

�

� � est de la forme � ��� ��� �

�

� .
La correctionsigni�e doncque,dansle premiercas,o�u

�

ne terminepasdansla sémantique
concr�ete,alors

�

ne “termine pas” non plus dansla sémantiqueabstraite(sa valeur est % ) ;
et dansle secondcas,o�u

�

calculeunemémoireet unevaleurconcr�etesdansla sémantique
concr�ete, alors ce que

�

calculedansla sémantiqueabstraiteest la mémoireabstraiteet la
valeurabstraitecorrespondantes.

D'un point de vue technique,la secondepropríet́e sedémontrepar récurrencestructurelle
sur les dérivations.En effet, dire que

�

� �

�

�

�

� �����

�

� � estde la forme � � �
�

� �

�

� , c'est dire que
l'on a unedérivation 	 de � � �

�

� �

�

�

�

�
�

� � , sur laquelleon peuteffectuerunerécurrence
structurellepour montrer que

�

�

�
�������

� � est de la forme �

�

� ���

�

�

�� % , avec
�

� � � � �

�

,

 ��	 � � � 
 � 	

�

� � et
�

� ��� �

�

� � � � � ��� �

� �

pour tout ��� 
 ��	 � � . C'est ce que nousferons
dansle théor�eme15ci-dessous.

La premi�ere propríet́e, qui énoncela préservation de la terminaison,peut se reformuler
commesuit, parcontrapośee: si

�

�

�
�������

�

�

� �� % , alorsil existeunedérivationd'un jugement
� �

�
�

�

�
�

� � pourunecertainemémoireconcr�ete �
� et unecertainevaleurconcr�ete � . Intui-

tivement,on pourraitconstruirecettedérivation �a partir du bas,en regardantla valeurabstraite
de

�

�a chaqueétapepour déduirequellevaleurconcr�etepourrait lui correspondre,maisceci
ne fonctionnepas: il nousfautmontrerqueceprocessusdeconstructiondedérivationproduit
unedérivation,c'est-�a-direun arbre�ni ; autrementdit, quela constructiondela dérivation�nit
pars'arrêter. Or il n'y aucuneraisonquececiseproduise.Mais je n'ai aucuncontre-exemple,ni
aucunepreuvepourl'instant.

Onaentout casle résultat,plusfaible:
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ThÂeor�eme15 (Correction faible) La sémantique
� � �������

� estfaiblementcorrectepar rapport �a
la sémantique

� � �������

pour le compilateur
�


 � 
�� ��� � 
�� ��� : pour touteexpression
�

,
si

�

� �

�

�

� � �����

�

� � � � ��� � � �

�

� , c'est-�a-dire s'il existeunedérivation 	 de � � �

� �

�

� ��� � ,
alors

�

�

�

�������

�

�

� estde la forme �

�

� � �

�

�

�� % , avec
�

��� � � �

�

, 
 ��	 � � � 
 ��	

�

� � et
�

� � � �

�

�

� � ��� � � �

� �

pour tout � � 
 ��	 � � .

DÂemonstration. La démonstrationest extrêmementlongue,fastidieuse,ennuyeuse.Nousne
traiteronsquequelques-unsdescassaillantsdela récurrencestructurellesurla dérivation 	 .

Les seulscasles plus importantssontceuxo�u 	 seterminepar la r�egle �1��� �

�

, �65 � �

�

ou
�1� � ��5 � �

�

.
– Dansle casde �A��� �

�

, ondoit véri�er que � � � � �

�

� � � estla fonctionqui �a ��� � � �

�

�

associe
�

�

� �������

���

�

� ��

�

���

� � � (voir équation(5)). Rappelonsque � ���

�

� � � � � ���

� �

pour tout
� � ��� �

�

�

�

� � � : cerésultatestdoncexactementla dé�nition de � � ��� �

�

��� � .
– Dansle casde �75 � �

�

, 	 seterminepar

�

�

�

	 �

� � �

�
�

�

�

�

�

� � � �

�

�

� �

�

�

�

�

�

	 � �

� � �

�

�

�

�

�

� �

�

�

�

�

�

	 � � �

�

�

�

� ��

�

�

� �

� �

�
�

�

�

�

� � �

�

�

�

�65 � �

�

� � �

�
�

� �

�

�

� � �

�

�

�

Parhypoth�esederécurrence
�

�

�

�
� �����

�

�

� estdela forme �

�

� � �

�
�

, o�u : (a) 
 ��	 � � � 
 ��	

�

� �

et
�

�
�

� �

�

� � � � �
�

� �

� �

pourtout � � 
���	 �
� ; et (b) la fonction

�

� � � ��� �

�

�
� �

�
� estdé�nie

par
�

�

�

� � ���

�

�

�

�

�

�

�

�
� �����

��� � �

�

� ��

�

�

��� �

� � � , o�u � � � estn'importequelenvironnementtel que
pourtout �/����� �

�

�

�

�

� � � , � ���

�

� � � � �
�

���

� �

.
Parhypoth�esederécurrenceencore,

�

�

�
� �����

�

�

� � estdela forme �

�

� � � �

�

�

�

, o�u : (c) 
 ��	 � � � �


 ��	

�

� � � et
�

� � � � �

�

� � � ��� � ��� �

� �

pourtout � � 
 ��	 � � � ; et (d) � � �

�

�

�

�

�

.
Posons� � � n'importe quel environnementtel quepour tout ��� ��� �

�

�

�

�

� � � , � � � ���

�

�

� � � �
�

���

� �

. L'environnement�
� �

�

� ��

�

�

�

esttel quepour tout ��� �

�

�

�

, �
� �

�

� ��

�

�

�

���

�

�

� � � �
�

�

� ��

�

�

���

� �

, enutilisant(d). On peutdoncappliquerl'hypoth�esederécurrenceune
troisi�emefois, et conclureque

�

�

�

�
� �����

� � � �

�

� ��

�

�

��� �

� � � estde la forme �

�

� � � ���

�

�

�

�

, o�u : (e)

 ��	 � � � � � 
 ��	

�

� � � � et
�

� � � ��� �

�

��� � � � � � ��� �

� �

pour tout �0� 
���	 � � � � ; et (f) � � �

�

�

�

�

�

�

� .
Pardé�nition de

�

, �

�

� � � � �

�

�

�

�

est
�

�

�

� � ���

�

�

�

�

�

�

�

�

�
�������

�

�

� �

�

. Onconclutparl' équation(4),
(e)et (f).

– Le caso�u 	 seterminepar �A��� � 5 � �

�

esttr�essimilaire,etestlaisśe enexerciceaulecteur.
��
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A Guide de r ÂefÂerencerapide de l'assembleurPentium

Lescourageuxpourrontconsulterhttp://www.intel.com/d esi gn/i nt arc h/ te ch inf o/
pentium/instsum.htm pour une descriptioncompl�ete du jeu d'instruction du Pentium.
Nousn'auronsbesoindansle coursquedecequi estdécrit danscetteannexe.

Lesregistres: %eax %ebx %ecx %edx %esi %edi %ebp %esp.
Ils contiennenttousun entierde 32 bits (4 octets),qui peutaussiêtrevu commeuneadresse.
Le registre%esp estsṕecial,et pointesur le sommetdepile ; il estmodi� é par les instructions
pushl , popl , call , ret notamment.

Il y a aussid'autresregistresque l'on ne peut pasmanipulerdirectement.(L'instruction
info registers sousgdb ouddd vouslesmontrera.)Le plusimportantest%eip , le comp-
teurdeprogramme: il contientenpermanencel'adressedela prochaineinstruction�a exécuter.

– addl
�

source� ,
�

dest� . . . . . . . . . . . . . . .
�

dest� =
�

dest� +
�

source� (addition)
Ex : addl $1, %eax ajoute

�

auregistre%eax.
Ex : addl $4, %esp dépileun élémentde4 octetsdela pile.
Ex : addl %eax, (%ebx, %edi, 4) ajoutelecontenude%eax �alacasemémoire�al'adresse
%ebx ����� %edi . (Imaginezque%ebx estl'adressededébut d'un tableaua, %edi estun index
i , cecistocke%eax dansa[i] .)

– andl
�

source� ,
�

dest� . . . . . . . . . . . . . .
�

dest� =
�

dest� &
�

source� (etbit Áabit)
– call

�

dest� . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .appeldeproćedureÁa l'adresse
�

dest�
Équivalent �a pushl $

�

, o�u
�

est l'adressejusteapr�esl'instruction call (l'adressede retour),
suivi dejmp

�

dest	 .
Ex : call printf appellela fonctionprintf .
Ex : call *%eax (appelindirect) appellela fonction dont l'adresseestdansle registre%eax.
Noterqu'il y auneirrégularit́edansla syntaxe,on écrit call *%eax etnoncall (%eax) .

– cltd . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . conversion32bits � 64bits
Convertit le nombre32 bits dans%eax en un nombresur 64 bits stocḱe �a cheval entre%edx et
%eax.
Note: %eax n'estpasmodi®́e; %edx estmis �a

�

si %eax estpositif ou nul, �a �

�

sinon.
�A utilisernotammentavantl'instruction idivl .

– cmpl
�

source� ,
�

dest� . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .comparaison
Compareles valeursde

�

source	 et
�

dest	 . Utile justeavantun sautconditionnel(je , jge , etc.).
�A noterquela comparaisonestfaite dansle sensinversede celui qu'on attendrait.Par exemple,
cmp

�

source	 ,
�

dest	 suivi d'un jge (ªjump if greaterthanor equaltoº), va effectuerle sautsi
�

dest	
	
�

source	 : oncompare
�

dest	 �a
�

source	 , etnonle contraire.

– idivl
�

dest� . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .divisionentiÁereet reste
Divise le nombre64 bits stocḱe en %edx et %eax (cf. cltd ) par le nombre32 bits

�

dest	 . Re-
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tournele quotienten%eax, le resteen%edx.

– imull
�

source� ,
�

dest� . multiplie
�

dest� par
�

source� , résultatdans
�

dest�
– jmp

�

dest� . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .sautinconditionnel: %eip �

�

dest�
– je

�

dest� . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . sautconditionnel
Saute�al'adresse

�

dest	 si la comparaisonpréćedente(cf. cmp) aconcluque
�

dest	
+ �

source	 , conti-
nueavecle ¯ot normaldu programmesinon.

– jg
�

dest� . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . sautconditionnel
Saute�al'adresse

�

dest	 si la comparaisonpréćedente(cf. cmp) aconcluque
�

dest	 �

�

source	 , conti-
nueavecle ¯ot normaldu programmesinon.

– jge
�

dest� . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . sautconditionnel
Saute�al'adresse

�

dest	 si la comparaisonpréćedente(cf. cmp) aconcluque
�

dest	 	

�

source	 , conti-
nueavecle ¯ot normaldu programmesinon.

– jl
�

dest� . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . sautconditionnel
Saute�al'adresse

�

dest	 si la comparaisonpréćedente(cf. cmp) aconcluque
�

dest	��
�

source	 , conti-
nueavecle ¯ot normaldu programmesinon.

– jle
�

dest� . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . sautconditionnel
Saute�al'adresse

�

dest	 si la comparaisonpréćedente(cf. cmp) aconcluque
�

dest	��
�

source	 , conti-
nueavecle ¯ot normaldu programmesinon.

– leal
�

source� ,
�

dest� . . . . . . . . . . . . . . . . . . . chargementd'adresseeffective
Au lieu dechargerle contenude

�

source	 dans
�

dest	 , chargel' adressede
�

source	 .
ÉquivalentC :

�

dest	 =&
�

source	 .

– movl
�

source� ,
�

dest� . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . transfert
Met le contenude

�

source	 dans
�

dest	 . ÉquivalentC :
�

dest	 =
�

source	 .
Ex : movl %esp, %ebpsauvegardele pointeurdepile %esp dansle registre%ebp.
Ex : movl %eax, 12(%ebp) stocke le contenude%eax danslesquatreoctetscommenc¸ant �a
%ebp �

�=�

.
Ex : movl (%ebx, %edi, 4), %eax lit le contenudela casemémoire�a l'adresse%ebx �

��� %edi , et le metdans%eax. (Imaginezque%ebx estl'adressededébut d'un tableaua, %edi
estun index i , cecistockea[i] dans%eax.)

– negl
�

dest� . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
�

dest� =-
�

dest� (oppośe)
– notl

�

dest� . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
�

dest� =˜
�

dest� (nonbit Áabit)
– orl

�

source� ,
�

dest� . . . . . . . . . . . . . .
�

dest� =
�

dest� |
�

source� (oubit Áabit)
– popl

�

dest� . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . dépilement
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Dépileunentier32bitsdela pile et le stockeen
�

dest	 .
Équivalent�amovl (%esp),

�

dest	 suivi deaddl $4, %esp.
Ex : popl %ebprécup�ereuneanciennevaleurde%ebpsauvegard́eesurla pile, typiquement,par
pushl .

– pushl
�

source� . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .empilement
Empilel'entier 32bits

�

source	 ausommetdela pile.
Équivalent�amovl

�

source	 , -4(%esp) suivi desubl $4, %esp.
Ex : pushl %ebpsauvegardela valeurde%ebp, qui serarechargéeplustardparpopl .
Ex : pushl

�

source	 permetaussid'empilerlesargumentssuccessifsd'unefonction.(Note: pour
appelerunefonctionC commeprintf parexemple,il fautempilerlesargumentsencommenc¸ant
parcelui dedroite.)

– ret . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . retourdeprocédure
Dépile une adressede retour

�

, et s'y branche.Lorsquela pile est remisedansl' état �a l'entrée
d'une proćedure

�

, cecia poureffet deretournerde
�

et decontinuerl'exécutiondela proćedure
appelante.
Équivalent �a popl %eip ... si cetteinstructionexistait (il n'y a pasdemoded'adressagepermet-
tantdemanipuler%eip directement).

– subl
�

source� ,
�

dest� . . . . . . . . . . . .
�

dest� =
�

dest� -
�

source� (soustraction)
Ex : subl $1, %eax retire

�

du registre%eax.
Ex : subl $4, %esp allouedela placepourun nouvel élémentde4 octetsdansla pile.

– xorl
�

source� ,
�

dest� . . . . .
�

dest� =
�

dest� Ã
�

source� (ouexclusif bit Áabit)
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