Guillaume Genestier 10 avril 2019

TD10 - Complétude du calcul des séquents du premier ordre

Exercice 1. Mise en forme prénexe

Question 1. Montrer ’équivalence logique entre (3x.¢) V ¢ et sa forme prénexe.

Exercice 2. Théoréme de Lowenheim-Skolem ascendant

Soit F, P un langage fini ou dénombrable. Soit 7" un ensemble de formules de ce langage et x un
ensemble infini quelconque.

Question 2. Montrer que si 7 a un modéle infini, elle a un modeéle de cardinal supérieur & celui de k.

Exercice 3. Autour de la preuve de complétude

On s’intéresse au séquent F I
Définition 1 (Sous-formule). On définit sf(¢) par induction sur ¢ :
Sf(P(t1y ... 1)) ={P(t1,...,tn)} sfhxx)={*x}Usf(y)Usf(x) si*est A, Vou=
sf(=) ={v}Usf(¥) sf(Qu.yp) ={Qu v} U{sf({z—t})[t € T(F,X)}si Qest JouV
Un choix de la forme (p) est une sous-formule de T, s’il existe ¢ € T telle que p € sf(¢).
Un choix de la forme (3z.p, t) est une sous-formule de T', s’il existe ¢ € I telle que Jz.p € sf (o).

Question 3. Montrer que dans la preuve de complétude du calcul des séquents, on peut restreindre
la suite de choix s & ne contenir que des sous-formules de I'.

Question 4. On s’intéresse au cas oit F = {a;(0)|i € {1,...n}} et I' est clos, sous forme prénexe et
sans quantificateur universel.

Montrer que 'on peut restreindre les couples (3x.9, t) apparaissant dans la suite de choix s au cas
out € T(F), c’est-a-dire au cas ou ¢ est 'un des a;.

Exercice 4. Nécessaire contraction
On considére F = {s(1)} et P = {P(1)}.
Question 5. Donner dans LK; une preuve de - Jz.(P(z) = P(s(x))).

Question 6. Montrer qu’il n’existe pas de preuve sans contraction de ce séquent.

Question 7. On se donne F = {a(0),s(1)} et P = {P(1)}.
Trouver une famille de formules (¢ )ren telle que pour tout k, ¢ est valide et toute preuve de
F ¢ contient au moins k contractions.



Exercice 5. Modéle de 1’égalité

On enrichit la syntaxe de la logique du premier ordre par un symbole = que 'on interpréte par
M, o Fu=uvssi ([u]oom, [V]om) € {(z,2)|z € M}.
On enrichit le calcul des séquents par les deux régles :

T{z—v}FA{z— v}
= =L
Fi=t Nf{e—ulb,u=vk A{z— u}

Question 8. Montrer que ces deux régles sont correctes.

Question 9. Montrer que ’on peut dériver tous les axiomes de 1’égalité dans ce calcul.
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