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Chapitre 1

Introduction

Mes travaux de recherche portent sur la v�eri�cation par model checking
et la logique temporelle. Aujourd'hui, une des principaleslimites du model
checking est l'explosion combinatoire de l'ensemble des �etats : le mod�ele re-
pr�esentant un syst�eme complexe est souvent gigantesque.Cette complexit�e a
suscit�e le d�eveloppement de structures de donn�ees e�caces comme les BDD,
ou d'heuristiques particuli�eres, \�a la vol�ee" ou symbol iques. . . L'analyse de
complexit�e permet, elle, de mesurer �nement ces di�cult�e s et de comparer
les mod�eles.

La v�eri�cation temporis�ee, o�u l'on s'int�eresse aux con traintes quantita-
tives sur l'�ecoulement du temps, pose des probl�emes de complexit�e suppl�e-
mentaires. Plusieurs de mes travaux abordent ces questionset forment un
ensemble coh�erent, \�a la recherche de mod�eles temporis�es et e�caces". C'est
ce �l que j'ai suivi pour la r�edaction de ce m�emoire d'habil itation �a diriger
des recherches.

La question que nous abordons ici est donc le coût induit parla prise en
consid�eration de contraintes temps r�eel dans le model checking temporis�e.
Pour cela, nous consid�erons plusieurs types de mod�ele allant des simples
structures de Kripke avec dur�ees enti�eres jusqu'aux automates temporis�es.
A chaque fois, on cherche �a isoler des variantes ou sous-classes de ces mod�eles
a�n de trouver des algorithmes e�caces pour la v�eri�cation .

Le m�emoire est organis�e comme suit :

Chapitre 2 : Dans cette partie, on d�e�nit les syst�emes de transitions tem-
poris�es (STT) qui permettront de d�e�nir les s�emantiques des di��e rents
mod�eles de ce m�emoire. Ensuite on rappelle les d�e�nitions des logiques
temporelles temporis�ees et on donne leur s�emantique sur les STT. Le
chapitre se termine par des rappels de r�esultats classiques sur la com-
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plexit�e du model checking non temporis�e qui seront utilis�es comme
points de comparaison pour �evaluer ceux du cas temporis�e.Je men-
tionne aussi quelques contributions personnelles dans ce domaine.

Chapitre 3 : Cette partie porte sur les extensions des structures de Kripke
avec des dur�ees enti�eres. Plusieurs s�emantiques sont propos�ees (en
terme de STT) et di��erents r�esultats de complexit�e pour l es logiques
temporelles temporis�ees sont pr�esent�es. Une extensionprobabiliste est
aussi rapidement expos�ee.

Chapitre 4 : Ce chapitre porte sur les automates temporis�es (le domaine
de temps est R+ ). Nous en rappelons la s�emantique, ainsi que des
constructions (par ex. le graphe des r�egions) et des r�esultats de com-
plexit�e classiques. Ensuite nous exposons des r�esultatspour les logiques
modales temporis�ees, les automates temporis�es �a une ou deux horloges
et les compositions parall�eles. Le model checking compositionnel est
aussi pr�esent�e �a la �n du chapitre.

L'annexe A contient un survol de mes autres travaux en dehorsde la
probl�ematique de la complexit�e de la v�eri�cation tempor is�ee.

J'ai men�e ces recherches avec d'autres coll�egues. Pour lechapitre 3, j'ai
travaill�e avec Nicolas Markey (LSV), Philippe Schnoebelen (LSV), Jeremy
Sproston (Univ. de Turin) et Mathieu Turuani (LORIA) ([LST0 3, LMS02a,
LMS05, LS05]).

Les recherches pr�esent�ees dans le chapitre 4 ont �et�e r�ealis�ees en col-
laboration avec Luca Aceto (Univ. d'Aalborg), Franck Cassez (IRCCyN),
Kim G. Larsen (Univ. d'Aalborg), Nicolas Markey et Philippe Schnoebelen
([AL02, LMS04, LS00b, LL95, LL98, CL00]).

Le chapitre 2 et l'annexe A contiennent des r�esultats obtenus avec Houda
Bel Mokadem (LSV), B�eatrice B�erard (LAMSADE), Patricia B ouyer (LSV),
Franck Cassez (IRCCyN), St�ephane Demri (LSV), Kim G. Larsen (Univ.
d'Aalborg), Nicolas Markey et Philippe Schnoebelen ([LMS01, LLW95, LS00a,
LMS02b, DLS02, LS97, BBBL05, BCL05]).

Dans ce document, mes contributions sont signal�ees par un encadrement
comme celui-ci.
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Chapitre 2

Syst�emes de transitions,
logiques temporelles et
model checking

2.1 Introduction

L'objectif de cette partie est d'introduire les syst�emes de transitions tem-
poris�es (STT) qui nous serviront comme mod�ele de base pour d�e�nir l es
s�emantiques des syst�emes temporis�es. Dans un deuxi�emetemps, nous pr�e-
sentons les di��erentes logiques temporelles et modales pour �enoncer des pro-
pri�et�es temps-r�eel ainsi que plusieurs �equivalences observationnelles. En�n,
nous rappelons une s�erie de r�esultats sur la complexit�e du model checking
non temporis�e.

2.2 Syst�emes de transitions temporis�es

On suppose donn�es un domaine de tempsT (qui sera par la suite N,
Q+ ou R+ ), un alphabet �, un symbole particulier � 62� pour �etiqueter les
transitions de temps et un ensemble de propositions atomiques Prop pour
les �etats. Un syst�eme de transitions temporis�e (STT) est un quadruplet
T = hS; sinit ; ! ; l i o�u

{ S est un ensemble (�eventuellement in�ni) d'�etats,
{ sinit est l'�etat initial,
{ ! � S � T � (� [ f � g) � S est une relation de transition avec dur�ee

et �etiquette,
{ l : S ! 2Prop �etiquette chaque �etat par des propositions atomiques.
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On note les transitions (s1; t; a; s2) 2 ! par s1
t;a
�! s2. Une telle transition

contient donc une dur�ee t et une action a. Le symbole� est utilis�e pour les
(pures) transitions de temps, | on les notes plus simplement s t�! s0. On
parlera aussi de(pures) transitions d'action lorsque le temps associ�et est
nul | on les note s a�! s0.

Une ex�ecution d'un STT est une s�equence in�nie de transiti ons � =

s0
t0 ;a0��! s1

t1 ;a1��! s2 : : : On note Exec(s) les ex�ecutions issues des. Lorsque T
est discret, une telle ex�ecution contient les �etats s0, s1, : : : Lorsque T est
dense, une transition de temps de dur�eet d�ecrit une �evolution continue (une
trajectoire). Dans ce cas, une ex�ecution contiendra les �etats s0, s1, . . . mais
�egalement les �etats situ�es �a une dur�ee 0 � t � t i �a partir de si (par une

transition si
t�! ). Cet ensemble d'�etats est in�ni d�es qu'il existe une dur�eet i

strictement positive.
Nous supposons que les transitions de temps sont d�eterministes :s t�! s0

et s t�! s00 impliquent s0 = s00. Lorsque le temps est dense, nous aurons
d'autres propri�et�es sur les ex�ecutions (additivit�e te mporelle et variabilit�e
�nie).

Que l'on consid�ere un domaine de temps dense ou discret, nous retrou-
vons les notions classiques de pr�e�xe, su�xe et sous-ex�ecutions pour les
ex�ecutions de T . �A tout pr�e�xe �ni � de � (on le note � 2 Pref(� ) ou
� = � � � 0 avec� 0 un su�xe de � ), on peut associer un mot �ni de � � et une
dur�ee, not�ee Time(� ), d�e�nie comme la somme des dur�ees des transitions
de � . En�n, on notera s < � s0 le fait qu'un �etat s pr�ec�ede strictement s0 le
long de� , c'est-�a-dire qu'il existe une sous-ex�ecution � de � , non r�eduite �a s,
menant de s �a s0, on le notera aussis �7�! s0.

Propri�et�es des ex�ecutions. En g�en�eral, on impose des conditions par-
ticuli�eres sur les ex�ecutions d'un STT. On peut, par exemple, exiger que le
temps diverge, i.e. que pour toute dur�ee d, il existe un pr�e�xe �ni � de �
tel que Time(� ) � d. On parle aussi d'ex�ecutionsnon-Z�enon . Cela n�ecessite
que la relation de transition soit totale. Il peut aussi être int�eressant d'impo-
ser que toute ex�ecution contienne un nombre in�ni de transitions �etiquet�ees
par un symbole di��erent de � (i.e. des ex�ecutions sans un su�xe contenant
exclusivement des transitions de temps). Dans le reste du document nous
supposerons donc que la d�e�nition des ex�ecutions int�egre des contraintes
de ce type, nous les pr�eciserons pour chacun des di��erentsmod�eles �etudi�es.
Notons que cela ne change pas les r�esultats de complexit�e pour le model
checking. Nous renvoyons notamment �a [HNSY94] pour une discussion pr�e-
cise sur les propri�et�es des ex�ecutions des syst�emes temps-r�eel (pour le temps
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dense) et leur importance du point de vue s�emantique.

STT �a petit pas. On appelle STT �a petit pas les STT dont les dur�ees
associ�ees aux transitions appartiennent �a l'ensemblef 0; 1g. Cette classe nous
int�eresse pour caract�eriser certains mod�eles temporis�es dans le cadre du
temps discret. Nous verrons dans le chapitre 3 qu'elle donnelieu �a une s�erie
de propri�et�es particuli�eres pour le model checking.

Composition parall�ele. Lorsqu'on mod�elise un syst�eme complexe, il est
important de disposer de m�ecanismes de composition : on d�e�nit des com-
posants, on les met en parall�ele, on les synchronise, etc. De nombreuses
solutions existent, la plus utilis�ee est sans doute la composition parall�ele
avec une table de synchronisation. On peut d�e�nir ce genre de construction
pour les STT, l'id�ee est alors d'exiger en plus que les transitions synchro-
nis�ees aient la même dur�ees (on suppose toujours un tempsglobal). Nous
verrons ces di��erents aspects pour les deux familles de mod�eles pr�esent�ees
dans ce document.

2.3 �Enoncer des propri�et�es temps-r�eel

�Etant donn�e un syst�eme temporis�e dont le comportement est d�e�ni sous
la forme d'un STT, nous souhaitons disposer d'un langage de sp�eci�cation
pour �enoncer des propri�et�es temps-r�eel. Par exemple, on peut vouloir �enoncer
la propri�et�e suivante :

\L'alarme se d�eclenche au plus 3 secondes apr�esl'apparition d'un probl�eme"
(2.1)

Pour cela on peut utiliser des extensions des formalismes desp�eci�cation
classiques ; l'objectif de cette section est de pr�esenter plusieurs approches
possibles. Nous �etudions notamment le cas des logiques temporelles (ou mo-
dales) quantitatives ou temporis�ees. Nous �evoquons aussi les �equivalences
comportementales (simulation ou bisimulation).

Accessibilit�e. Avant de consid�erer ces di��erents probl�emes, nous rappe-
lons le probl�eme de l'accessibilit�e. C'est le probl�eme de v�eri�cation le plus
connu et le plus utilis�e en pratique, tous les model checkers permettent de
le traiter. Il s'agit, �etant donn�e un | ou une composition p arall�ele de |
syst�eme(s) temporis�e(s) S et un �etat de contrôle q, de d�ecider s'il existe une
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ex�ecution de S menant �a une con�guration o�u l'�etat de contrôle courant
est q. �A la place d'un �etat q, on peut aussi consid�erer un ensemble d'�etats
de contrôle. L'accessibilit�e ne concerne donc pas �a proprement parler une
propri�et�e quantitative mais il est parfois possible de mo di�er simplement
le mod�ele a�n de ramener la v�eri�cation d'une propri�et�e temporis�ee simple
(par exemple l'accessibilit�e en temps born�e par une constante) �a un probl�eme
d'accessibilit�e.

Selon que l'on utilise des logiques temporelles ou des logiques modales, on
s'int�eresse soit aux propositions atomiques �etiquetant les �etats (en oubliant
les �etiquettes des transitions), soit uniquement �a l'�et iquetage des transitions.

2.3.1 Logiques temporelles quantitatives

Pour int�egrer des contraintes quantitatives dans les logiques temporelles,
on peut soit ajouter des contraintes aux modalit�es classiques, soit ajouter des
horloges | des horloges de formule| et des op�erateurs pour les manipuler.

Modalit�es avec contraintes quantitatives. L'id�ee est de compl�eter
l'op�erateur temporel Until ( U) avec une contrainte de la forme� c avec
�2 f = ; <; � ; � ; > g et c 2 N. La formule ' U<c  est vraie pour une ex�e-
cution � ssi il existe un �etat s, situ�e �a moins de c unit�es de temps de l'�etat
initial, et v�eri�ant  et tel que tous les �etats pr�ec�edents le long de � v�e-
ri�ent � . Il est aussi possible d'associer un intervalle [a; b] �a un op�erateur
Until. Cette approche pour �etendre les logiques temporelles est assez clas-
sique [KVdR83, Koy90]. Pour CTL , elle a �et�e propos�ee pour le temps dis-
cret [EMSS92] et pour le temps dense [ACD93]. Formellement on d�e�nit la
logique TCTL de la mani�ere suivante :

D�e�nition 1 (Syntaxe de TCTL [ACD93, EMSS92]) Les formules de
TCTL sont d�ecrites par la grammaire suivante :

';  ::= P1 j P2 j : : : j : ' j ' ^  j E' U� c  j A' U� c  

avec � 2 f <; � ; = ; � ; > g, c 2 N et 8i , Pi 2 Prop.

La taille d'une formule est d�e�nie de mani�ere classique en supposant
que les constantes num�eriques sont cod�ees en binaire. Ainsi nous avons
jE' U� c  j = j' j + j j + dlog(c + 1) e.

On d�e�nit aussi les abr�eviations courantes suivantes : > ; ? ; ' _  ; ' )
 ; : : : Nous utilisons la modalit�e U pour U� 0 . En�n, les contraintes \ � c"
peuvent aussi s'utiliser dans les abr�eviations deCTL , nous avons donc :
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{ EF� c ' (def= E> U� c ' ) pour exprimer l'accessibilit�e de ' dans un d�elai
v�eri�ant � c.

{ AF� c ' (def= A> U� c ' ) pour �enoncer l'in�evitabilit�e de ' dans un d�elai
v�eri�ant � c.

{ EG� c le dual de AF� c .
{ AG� c le dual de EF� c .
La propri�et�e 2.1 �enonc�ee ci-dessus s'�ecrit alors :

AG
�

probl�eme ) AF� 3 alarme
�

La s�emantique des formules deTCTL est d�e�nie sur un �etat d'un syst�eme
de transition temporis�e :

D�e�nition 2 (S�emantique de TCTL ) Les clauses suivantes d�e�nissent
la valeur de v�erit�e des formules de TCTL sur un �etat s d'un STT T =
hS; sinit ; ! ; l i , not�e s j= ' . Le cas des op�erateurs bool�eens est omis.

s j= E' U� c  ssi 9 � 2 Exec(s) avec� = � � � 0et s �7�! s0t.q.
Time(� ) � c ; s0 j=  et 8 s00< � s0; s00j= '

s j= A' U� c  ssi 8� 2 Exec(s); 9� 2 Pref(� ) t.q. s �7�! s0;
Time(� ) � c; s0 j=  et 8 s00< � s0; s00j= '

On peut noter que l'op�erateur Next ( EX) de CTL n'est pas pr�esent dans
cette d�e�nition de TCTL : en e�et la notion de successeur imm�ediat n'est pas
d�e�nie lorsque l'on consid�ere un mod�ele de temps dense. On peut n�eanmoins
ajouter cet op�erateur lorsque l'on s'int�eresse au temps discret.

Autres logiques temporelles quantitatives. On peut aussi �etendre les
logiques de temps lin�eaire et obtenir TLTL (not�ee L(U� c ) en suivant les
notations de [Eme90] pour les logiques temporelles classiques) ouTLTL � ;� .
La propri�et�e 2.1 s'�ecrit alors \ G(probl�eme ) F� 3 alarme)". Parmi les lo-
giques temporelles temporis�ees de temps lin�eaire, on peut notamment ci-
ter MTL [Koy90, AH93] qui associe des intervalles �a la modalit�eU (et qui
contient parfois l'op�erateur du pass�e Since), ainsi que MITL [AFH96] une
restriction de MTL o�u les intervalles ne sont pas r�eduits �a une unique valeur
(i.e. la modalit�e U= c n'est pas permise).

Horloges de formule. Une autre m�ethode pour int�egrer des aspects
quantitatifs dans les logiques temporelles consiste �a ajouter des horloges
de formules [AH94] (on noteH l'ensemble de ces horloges) qui augmentent
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de mani�ere synchrone avec le temps, un op�erateur de remise�a z�ero ( in ) et
des contraintes simplesx � c ou x � y � c avec x; y 2 H . La remise �a z�ero
suivie, plus tard, d'une contrainte x � c permet ainsi de mesurer le d�elai
s�eparant deux �etats du syst�eme. Formellement, on d�e�ni t TCTL h par :

D�e�nition 3 (Syntaxe de TCTL h [Alu91]) Les formules de TCTLh sont
d�ecrites par la grammaire suivante :

';  ::= P1 j P2 j : : : j : ' j ' ^  j E' U j A' U 

j x in ' j x � c j x � y � c

avec � 2 f <; � ; = ; � ; > g, c 2 N, x; y 2 H et Pi 2 Prop

La s�emantique des formules deTCTL h est d�e�nie sur un �etat d'un STT
et une valuation v (v : H ! T) pour les horloges deH . �Etant donn�ee une
valuation v et d 2 T, on note v + d la valuation qui associe la valeurv(x) + d
�a chaque hologex 2 H et v[y  0] d�esigne la valuation qui associe �ay la
valeur 0 et laisse les autres horloges inchang�ees par rapport �a v.

D�e�nition 4 (S�emantique de TCTL h) Les clauses suivantes d�e�nissent
la valeur de v�erit�e des formules de TCTLh sur un �etat s d'un STT T =
hS; sinit ; ! ; l i et une valuation v : H ! T, not�e s; v j= ' :

s; v j= x � c ssi v(x) � c
s; v j= x � y � c ssi v(x) � v(y) � c
s; v j= x in ' ssi s; v[x  0] j= '
s; v j= E' U ssi 9 � 2 Exec(s) avec� = � � � 0et s �7�! s0t.q.

s0; v + Time(� ) j=  et 8 s00< � s0; t.q. � = � 0� � 00et

s � 0

7�! s00; on a s00; v + Time(� 0) j= '
s; v j= A' U ssi 8 � 2 Exec(s) 9� 2 Pref(� ) t.q. s �7�! s0;

s0; v + Time(� ) j=  et 8 s00< � s0; t.q. s � 0

7�! s00;
s00; v + Time(� 0) j= '

La propri�et�e 2.1 s'�ecrit comme suit :

AG
�

probl�eme )
�

x in
�

AF(x � 3 ^ alarme)
�� �

L'op�erateur in remet l'horloge x �a z�ero lorsque l'on rencontre un �etat v�eri-
�ant probl�eme , et il su�t donc de v�eri�er que x � 3 lorsqu'on rencontre un
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�etat v�eri�ant alarme pour s'assurer que le d�elai s�eparant ces deux positions
est bien inf�erieur �a 3.

Clairement, l'utilisation des horloges de formules permetd'exprimer tous
les op�erateurs deTCTL . On a l'�equivalence suivante lorsque' et  sont des
formules deTCTL 1 :

E' U� c  � x in E' U( ^ x � c)

La logique TCTL h permet d'exprimer des propri�et�es tr�es �nes et �etait
r�eput�ee être plus expressive que TCTL dans le temps dense [ACD93], ce
r�esultat a �et�e r�ecemment prouv�e [BCM05] : L'argument r epose sur le fait
que la formule suivante n'a pas d'�equivalent enTCTL :

x in EF
�

P1 ^ x < 1 ^ EG(x < 1 ) : P2)
�

Cette formule �enonce le fait qu'il est possible d'atteindre un �etat v�eri�ant
P1 en moins de 1 unit�e de temps, �a partir duquel il y a une ex�ecution o�u il
n'y a pas d'�etat v�eri�ant P2 avant que x ne valle 1.

On peut aussi utiliser des freeze variablesau lieu des horloges : une
telle variable peut être instanci�ee avec la date associ�ee �a l'�etat courant, puis
on peut comparer la di��erence entre ces variables et un entier. Ces deux
approches (freeze variablesou horloges de formule) sont �equivalentes.

L'ajout d'horloges peut aussi se faire dans des logiques de temps lin�eaire.
Il existe notamment la logique TPTL [AH94] qui contient aussi des op�era-
teurs du pass�e. En conservant nos notations, on peut d�e�nir TLTL h .

Nous renvoyons �a [AH92, ACD93, AH93, HNSY94] pour une pr�esenta-
tion d�etaill�ee de plusieurs logiques temporelles quantitatives.

2.3.2 Logiques modales temporis�ees

Les logiques modales peuvent aussi être �etendues pour exprimer des pro-
pri�et�es temps-r�eel. Dans ce cadre, nous nous int�eressons aux �etiquettes des
transitions plutôt qu'aux propositions atomiques sur ces�etats 2.

Comme dans le cadre classique, par exemple dans la logique d'Hennessy
et Milner [HM85], nous allons d�e�nir des modalit�es sur les transitions du
STT. On distingue la quanti�cation existentielle, de la for me hai ' (\il est

1 ' et  peuvent aussi être des formules deTCTL h si elles ne contiennent pas d'occur-
rence de l'horloge x hors de la port�ee d'un op�erateur in .

2Ajouter des propositions atomiques dans ces logiques ne changerait aucun r�esultat
mentionn�e dans ce document.
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possible de faire une transitiona puis de v�eri�er ' "), et la quanti�cation
universelle, [a] ' (\apr�es toute transition �etiquet�ee par a, ' est v�eri��e").
Nous utilisons aussi des op�erateurs de point �xe pour �enoncer des propri�et�es
portant sur des comportements non born�es [Lar90]. Nous renvoyons �a l'ou-
vrage de C. Stirling [Sti01] pour une pr�esentation compl�ete de ces logiques
modales dans le cas non temporis�e.

Les aspects quantitatifs, pour mesurer les d�elais s�eparant les actions du
syst�eme �etudi�e, sont trait�es �a l'aide d'horloges de fo rmule comme dans le cas
de TCTL h . Nous obtenons ainsi la logique modaleL �;� :

D�e�nition 5 (Syntaxe de L �;� ) Soient H un ensemble �ni d'horloges de
formules et Id un ensemble de variables de point �xe. Les formules de L�;�

sont d�ecrites par la grammaire suivante :

';  ::= ' ^  j ' _  j h� i ' j [� ] ' j max(X; ' ) j min(X; ' ) j X j

x � c j x � y � c j x in '

o�u � 2 � [ f � g, x; y 2 H et X 2 Id. On se restreint aux formules
closeso�u toute occurrence d'une variable X 2 Id apparâ�t dans la port�ee
d'un op�erateur de point �xe min(X; ' ) ou max(X; ' ).

Les formules > , ? ou g ) ' (si g est une combinaison bool�eenne de
contraintes d'horloges) font clairement partie deL �;� .

Les formules deL �;� sont interpr�et�ees sur des �etats �etendus (s; v) d'un
syst�eme de transitions temporis�e T = hS; sinit ; ! ; l i : s est un �etat de S et v
est une valuation pour H .

Comme pour le cas non temporis�e, les op�erateurs de point �xe permettent
d'�enoncer des propri�et�es faisant intervenir un nombre a rbitrairement grand
de transitions, ce qui est le cas de la plupart des propri�et�es qui nous int�e-
ressent. Un �etat �etendu v�eri�e max(X; ' ) (resp. min(X; ' )) ssi il appartient
�a la plus grande (resp. la plus petite) solution de l'�equat ion X = ' sur le
treillis complet des ensembles de con�gurations �etendues. Chaque modalit�e
de L �;� peut être vue comme un op�erateur sur un ensemble d'�etats,l'absence
de n�egation dans la d�e�nition de L �;� permet de garantir leur monotonicit�e
et assure l'existence des points �xes.

Pour d�e�nir formellement la s�emantique de L �;� , nous utilisons des fonc-
tions associant aux variables deId des ensembles d'�etats �etendus deS, une
telle fonction est appel�ee un environnement. Soit " un environnement et W
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[[g]]"
def= f (s; v) j v j= gg

[[h� i ' ]]"
def= f (s; v) j 9 s0: s

t;�
�! s0 et (s0; v + t) 2 [[' ]]" g

[[[� ] ' ]]"
def= f (s; v) j 8 s0: s

t;�
�! s0 ) (s0; v + t) 2 [[' ]]" g

[[H 0 in ' ]]"
def= f (s; v) j (s; v[H 0  0]) 2 [[' ]]" g

[[X ]]"
def= "(X )

[[min(X; ' )]]"
def=

T
f W j [[' ]]" [X 7! W ] � W g

[[max(X; ' )]]"
def=

S
f W j W � [[' ]]" [X 7! W ]g :

Tab. 2.1 { S�emantique de L �;�

un ensemble d'�etats �etendus deT, nous notons" [W=X ] l'environnement qui
associe �a X l'ensembleW et �equivaut �a " pour toute autre variable de Id.
Le tableau 2.1 d�e�nit la s�emantique des principales modalit�es de L �;� : on
associe �a une formule (�eventuellement non close)' et un environnement "
l'ensemble (not�e [[' ]]" ) des �etats v�eri�ant ' sous la condition que toute va-
riable X de Id est v�eri��ee par les �etats de "(X ). Clairement si ' est une
formule close, alors [[' ]]" ne d�epend pas de" .

La logique L �;� permet d'exprimer des propri�et�es tr�es �nes sur le com-
portement des syst�emes grâce �a un contrôle pr�ecis des actions le long des
ex�ecutions. Bien sûr une contrepartie de cette expressivit�e r�eside dans le
caract�ere moins naturel et moins lisible des formules obtenues. Notons aussi
que le point de vue local impos�e par les modalit�es de base fait qu'il n'est pas
possible d'�enoncer toutes les propri�et�es de TCTL (voir [HMP94] pour une
discussion pr�ecise sur ces questions).

Voici quelques exemples de formules deL �;� :

{ La formule AG' de CTL (\toujours ' ") s'exprimera par :

max
�

X; ' ^
^

a2 �

[a] X ^ [� ] X
�

i.e. elle correspond les �etats v�eri�ant ' et �a partir desquels toute tran-
sition d'action et toute transition de temps conduit �a un �e tat de X .
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{ La formule EF< 10  s'exprimera, lorsqu'on ne fait pas d'hypoth�ese
particuli�ere sur les ex�ecutions, avec la formule suivante :

z in min
�

X; ( ^ z < 10) _
� _

a2 �

hai X _ h� i X
� �

Autres logiques temporis�ees avec point �xe. Dans la litt�erature, il
existe d'autres logiques modales temporis�ees que l'on peut d�e�nir comme
des fragments deL �;� :

{ L � est une logique introduite dans [LLW95], elle correspond �aL �;� pri-
v�ee de l'op�erateur de plus petit point �xe. Dans [LLW95], n ous avons
montr�e qu'�etant donn�e un automate temporis�e A, il est possible de
construire une formule ' A caract�erisant exactement le comportement
de A vis-�a-vis de la bisimulation forte temporis�ee (voir sect ion 2.3.3),
i.e. que tout automate v�eri�ant ' A est fortement bisimilaire �a A. Un
semi-algorithme pour d�ecider la satisfaisabilit�e des formules de L � y
est pr�esent�e. Dans [LL95, LL98] nous avons propos�e un algorithme de
model checking compositionnel pourL � (voir section 4.7).

{ Trois logiques Ls (\Logic for Safety"), SBLL (Safety and Bounded Live-
ness Logic") andL 8S ont �et�e d�e�nies (voir [LPY95, ABL98, ABBL98])
pour exprimer des propri�et�es de suret�e et de vivacit�e bo rn�ee. On peut
les voir comme des fragments deL �;� . Trois restrictions sont alors
faites : la disjonction est limit�ee au cas o�u l'un des deux termes est
une contrainte d'horloges (i.e. �a des formules du type \g _ ' " avec
g 2 C(H )), il n'y a pas de modalit�e h� i , ni de modalit�e hai sauf lors-
qu'elle est suivie de> . Une caract�eristique de ces logiques est qu'il
est possible, �a partir de toute formule ' , de construire un automate
de test B ' tel que la v�eri�cation A j= ' se ram�ene �a un probl�eme
d'accessibilit�e dans la composition parall�ele (AjB ' ) [ABBL03].

{ Dans [HMP94], un � -calcul temporis�e, T � a �et�e d�e�ni pour exprimer
des propri�et�es sur les automates temporis�es. Une di��er ence par rapport
�a L �;� est le fait qu'il contienne un op�erateur de succession (. ) au lieu
des quanti�cateurs h� i et [� ]. Cet op�erateur est tr�es puissant et permet
d'exprimer de nombreuses propri�et�es. Cet article contient de plus une
discussion sur la s�emantique de ces logiques sur les syst�emes temporis�es
(par exemple sur les ex�ecutions non-Z�enon), et sur la comparaison
d'expressivit�e avec TCTL .
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2.3.3 Bisimulation, simulation

Les �equivalences comportementales permettent de comparer des sys-
t�emes temporis�es. Ici nous nous contentons de mentionnerle cas de la bisi-
mulation forte temporis�ee. Deux �etats s1 et s2 sont fortement bisimilaires,
s1 � s2, ssi :

{ l (s1) = l(s2)

{ pour toute transition s1
a;t
�! s0

1, il existe une transition s2
a;t
�! s0

2 avec
s0

1 � s0
2.

{ pour toute transition s2
a;t
�! s0

2, il existe une transition s1
a;t
�! s0

1 avec
s0

1 � s0
2.

Une autre notion de bisimulation est utilis�ee dans le cas des automates
temporis�es, il s'agit de la bisimulation de temps abstrait (not�ee � ta ), o�u il
n'est plus requis que les dur�ees d'attentes soient les mêmes pour les deux
composants ; il s'agit d'une bisimulation plus faible que� .

2.4 Complexit�e du model checking non-temporis�e

Dans cette section, nous rappelons bri�evement (et partiellement) les r�e-
sultats de complexit�e pour le model checking non temporis�e. Cela nous per-
met d'introduire quelques techniques classiques et sert depoint de compa-
raison dans les chapitres suivants. Bien sûr ces r�esultats portent sur la v�eri-
�cation de propri�et�es non temporis�ees exprim�ees sous l a forme de questions
d'accessibilit�e, de formules de logiques temporelles ou de � -calcul proposi-
tionnel.

Nous commen�cons par ceux portant sur un mod�ele d�ecrit sous la forme
d'une seule structure de Kripke S (on parle aussi desyst�emes plats), puis
nous consid�erons le cas du model checking dessyst�emes non-plats o�u le
syst�eme �a v�eri�er est d�ecrit, en g�en�eral, par une comp osition parall�ele de
structures de Kripke.

Nous distinguons la complexit�e g�en�erale (en fonction de jSj et j� j), la
complexit�e en programme (en fonction dejSj uniquement, j� j est alors sup-
pos�ee être constante) et la complexit�e en formule (en fonction de j� j uni-
quement, jSj est suppos�ee être constante).

2.4.1 Model checking sur une structure de Kripke

Probl�emes d'accessibilit�e. L'accessibilit�e d'un �etat de contrôle dans
une structure de Kripke est un probl�eme NLOGSPACE-complet (voir par
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exemple [Pap94]). Ce r�esultat vaut aussi pour le test de vacuit�e du langage
d'un automate de B•uchi [VW94].

Logiques temporelles de temps lin�eaire. Le model checking pour la
logique LTL (i.e. L (X; U) pour laquelle les formules sont construites �a partir
des op�erateurs X et U) est PSPACE-complet [SC85]. En fait, cette com-
plexit�e provient essentiellement de la formule �a v�eri�e r : la complexit�e en
programme est NLOGSPACE-complet tandis que la complexit�een formule
est PSPACE-complet ; les algorithmes courants sont en tempsO(jSj � 2j � j ).
Le model checking deLTL est un probl�eme tr�es �etudi�e car LTL est, avec
CTL , la logique temporelle la plus connue et la plus utilis�ee dans le domaine
de la v�eri�cation. Les algorithmes de model checking proc�edent de la ma-
ni�ere suivante : d'abord ils construisent un automate A : � reconnaissant les
mod�eles de: �, puis il reste �a tester le vide du langage associ�e �a S \A : � : s'il
est vide, le syst�emeS est correct, sinon il ne v�eri�e pas � ( i.e. il existe des
ex�ecutions v�eri�ant : �). Le probl�eme central est de construire A : � , on peut
distinguer deux approches : soit on prend un automate de B•uchi de taille
exponentielle enj� j (en fait chaque �etat correspond �a un sous-ensemble pos-
sible de sous-formules de �) [VW94], soit on construit un automate de B•uchi
alternant de taille lin�eaire en j� j (chaque �etat correspond �a une sous-formule
de �) [Var95]. Ces deux approches fournissent un algorithmeoptimal, i.e.
polynomial en espace. De nombreux travaux ont port�e sur la construction
de A : � a�n d'am�eliorer en pratique cette phase cruciale de l'algorihme (par
exemple [GO01]).

L'ajout des op�erateurs du pass�e (S pour \Since" et X� 1 pour \Previous")
ne change pas la complexit�e du model checking : v�eri�er une formule de
LTL +Pass�e, i.e. L (U; X; S; X� 1), sur une structure de Kripke est un probl�eme
PSPACE-complet [SC85]. Des �etudes �nes de la complexit�e de nombreuses
logiques du temps lin�eaire �gurent aussi dans [DS02, Mar04].

Logiques temporelles de temps arborescent. La logique CTL a �et�e
tr�es �etudi�ee et il y eut tr�es tôt des algorithmes simple s de model checking
(bas�es sur des algorithmes de graphes) pour cette logique [CES83, QS83]. Le
probl�eme se r�esout en tempsO(j� j � jSj ). L'algorithme proc�ede en �etiquetant
les �etats de S par les sous-formules de � qui y sont v�eri��ees. Pour chaque
op�erateur de CTL (^ , : , EX, E U et A U ), on construit une proc�edure
d'�etiquetage en supposant que les sous-formules ont d�ej�a �et�e trait�ees. Cet
algorithme est tr�es simple �a mettre en application et on peut facilement
l'�etendre pour d'autres logiques. Par exemple, pour construire un algorithme
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pour la logique ECTL qui s'obtient �a partir de CTL en ajoutant la modalit�e
E

1

F (
1

F P exprime l'existence, in�niment souvent sur un chemin, d'�etats
v�eri�ant P), il su�t d'ajouter une proc�edure pour le nouvel op�erateu r.
La complexit�e en programme du model checking deCTL est NLOGSPACE-
complet [KVW00] et celle en formule est LOGSPACE [Sch01].
Le model checking de la logiqueCTL � (qui �etend LTL et CTL ) est un
probl�eme PSPACE-complet [EH86], il est directement li�e �a celui de LTL .
Nous renvoyons aux travaux d'Emerson (par exemple [Eme90])pour des
synth�eses compl�etes sur ces logiques temporelles.

� -calcul. La complexit�e exacte du � -calcul est un probl�eme ouvert, on sait
n�eanmoins que ce probl�eme appartient �a UP\ co-UP [Jur98]. La complexit�e
de l'algorithme d�epend fortement du nombre d'alternation s de points �xes
dans �. Par exemple le premier algorithme propos�e [EL86] est en temps
O(( j� j � jSj )d+1 ) o�u d est le nombre d'alternations. On consid�ere souvent le
� -calcul sans alternation [EL86] qui permet par exemple d'exprimer toutes
les formules deCTL ou de caract�eriser la bisimulation, sa complexit�e est en
O(j� j � jSj ). Nous renvoyons �a [EJS01, KVW00] pour une pr�esentation de la
complexit�e du model checking pour le � -calcul.

En�n, le probl�eme du test de la bisimulation est un probl�em e P-complet
pour deux structures de Kripke. En fait toute relation compr ise entre l'in-
clusion de traces et la bisimulation est P-di�cile [Saw03].

Deux contributions. Dans le cadre de la complexit�e du model checking
non temporis�e, nous signalons deux contributions obtenues ces derni�eres
ann�ees.
{ La premi�ere porte sur le model checking deFCTL et de CTL + : FCTL

est une extension deCTL avec une condition d'�equit�e 	 d�e�nie par une
combinaison bool�eenne de formules

1

F P (la s�emantique des quanti�ca-
teurs sur les cheminsE ou A porte alors sur les chemins v�eri�ant la
condition 	). La logique CTL + �etend CTL en autorisant des formules
de la formeE(P1UP2 ^ P0

1UP0
2) o�u des op�erateurs bool�eens peuvent être

utilis�es entre les quanti�cateurs de chemin et les modalit�es Until. Nous
avons montr�e que le model checking pour ces deux logiques est � p

2-
complet [LMS01]. La classe �p

2 regroupe les probl�emes que l'on r�esout
en temps polynomial avec une machine de Turing ayant acc�es �a un oracle
NP. Ces deux probl�emes �etaient les premiers exemples de model checking
� p

2-complet. Nous reviendrons sur cette classe de complexit�edans le cha-
pitre 3.
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{ La seconde contribution porte sur le model checking deLTL + Pass�e +
N (i.e. NLTL ) o�u N est l'op�erateur Now [LS95, LS00a] permettant
d'\oublier" le pass�e d'une ex�ecution (les op�erateurs du pass�e contenus
dans une formuleN' ne peuvent plus faire r�ef�erence �a des �etats situ�es
dans le pass�e de l'�etat courant). Dans [LMS02b], nous avons montr�e que
le model checking deNLTL �etait EXPSPACE-complet. L'op�erateur Now
induit donc un saut de complexit�e dans ce cas.

2.4.2 Model checking des syst�emes non plats

Les r�esultats pr�ec�edents concernent le model checking o�u le syst�eme �a
v�eri�er est donn�e sous la forme d'une simple structure de Kripke, mais en
pratique on d�ecrit souvent ces syst�emes sous la forme d'une composition
parall�ele de processus communicants, ou d'un automate manipulant des va-
riables bool�eennes (comme, par exemple, dans SMV [McM93]), des variables
enti�eres born�ees, ou encore de r�eseaux de Petri born�es.Les nombreuses va-
riantes reposent essentiellement sur l'id�ee de la composition de structures
�nies. La taille d'un tel syst�eme est alors la somme des tailles de ses compo-
sants et le coût de la composition (par le produit synchronis�e) n'est donc pas
int�egr�e dans ce calcul. Dans ce cadre, on parle de model checking pour les
programmes parall�eles, concurrents ou non plats, ou parfois de model che-
cking symbolique3. Un probl�eme est mod�elis�e par les di��erents composants
A1, . . . An et une propri�et�e �, et on cherche �a d�ecider si A1j : : : jAn j= �.
La complexit�e est alors plus �elev�ee que dans le cas d'une simple structure
de Kripke, ce ph�enom�ene est appel�e l'explosion (combinatoire) du nombre
d'�etats . Ce probl�eme est tr�es important, ces limites th�eoriques sont e�ective-
ment ressenties en pratique, elles demandent la mise en place d'heuristiques
particuli�eres pour tenter de contourner ces di�cult�es po ur des syst�emes don-
n�es.

L'accessibilit�e d'un �etat de contrôle et le model checking deCTL , LTL et
CTL � sont des probl�emes PSPACE-complets pour les compositionsparall�eles
de structures de Kripke [KVW00]. Le model checking du� -calcul (avec ou
sans alternation) devient un probl�eme EXPTIME-complet [K VW00]. En-
�n, veri�er que deux compositions parall�eles sont (bi)sim ilaires est aussi
EXPTIME-complet [JM96, HKV02].

3Ce terme peut prêter �a confusion dans la mesure o�u il peut a ussi d�esigner la technique
de v�eri�cation bas�ee sur des repr�esentations symboliqu es des ensembles d'�etats.
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Deux contributions. Dans le cadre de la complexit�e du model checking
pour des syst�emes concurrents, nous mentionnons les deux contributions
suivantes :
{ Dans [LS00b], nous montrons que la complexit�e de toute relation com-

prise entre la simulation et la bisimulation est EXPTIME-du re. Nous
abordons aussi d'autres relations portant sur les traces (voir [Gla90] pour
une pr�esentation de ce domaine) et donnons des conditions su�santes
pour qu'elles soient EXPSPACE-dures.

{ Dans [DLS02], nous analysons la complexit�e du model checking pour les
syst�emes concurrents selon les crit�eres de la complexit�e param�etr�ee (voir
par exemple [DF99]). Cette approche permet d'avoir une vue plus �ne
sur la complexit�e des probl�emes, puisqu'on peut ainsi distinguer des pro-
bl�emes qui appartiennent �a la même classe de complexit�edans l'approche
classique. Cela peut expliquer pourquoi certains probl�emes NP-complets
admettent en pratique des algorithmes plus e�caces que d'autres. Nous
avons montr�e que les probl�emes de model checking �etaientdurs même
dans le cadre de la complexit�e param�etr�ee. Ce r�esultat r enforce donc les
r�esultats pr�ec�edents et montre combien l'explosion du n ombre d'�etats est
un probl�eme fondamental.
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Chapitre 3

Structures de Kripke avec
dur�ees

3.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous nous int�eressons exclusivement �a des mod�eles de
temps discret. Notre objectif est de proposer des mod�eles int�egrant du temps
quantitatif pour lesquels la v�eri�cation peut se faire de m ani�ere e�cace, nous
cherchons donc des mod�eles avec une temporisation plus simple que celle
utilis�ee dans les automates temporis�es.

La solution la plus simple pour int�egrer les aspects quantitatifs sur les
d�elais s�eparant les actions du syst�eme, est d'utiliser une structure de Kripke
classique et de consid�erer que chaque transition du syst�eme prend exacte-
ment une unit�e de temps. Atteindre un �etat en moins de 10 u.t . revient �a
atteindre cet �etat en moins de 10 transitions. Cette approche naturelle a �et�e
utilis�ee par exemple dans [EMSS92, CCM+ 94, CCG00].

Une autre solution consiste �a utiliser des �ev�enements pour mesurer le
temps. Par exemple, une propositiontick peut �etiqueter certains �etats pour
marquer la progression du temps, le nombre detick le long d'un chemin
correspond alors �a sa dur�ee. Cela revient �a avoir des transitions de dur�ee
z�ero ou une unit�e de temps. C'est le choix fait dans [CTM+ 99, LST00] ou
encore dans [GHKK05] o�u ce point de vue est utilis�e pour s'int�eresser aux
propri�et�es des langages temporis�es.

Ces tentatives permettent e�ectivement d'associer une dimension tem-
poris�ee au mod�ele mais elles restent assez limit�ees. Parexemple, la repr�e-
sentation d'une transition de dur�ee 100 n�ecessiterait un mod�ele avec 100
transitions ! La modi�cation de l'unit�e de temps entrâ�ne rait une explosion
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(ou une compression) exponentielle de la taille du syst�eme. De plus, dans
cette approche on m�elange intimement la partie contrôle du syst�eme (les
transitions) et le m�ecanisme de temporisation, cela n'estpas toujours natu-
rel, ni souhaitable. Par exemple, il peut être utile d'extraire la partie contrôle
sans aucune temporisation ; cela repr�esente une abstraction particuli�ere du
mod�ele initial.

Nous allons g�en�eraliser les d�emarches d�ecrites ci-dessus en introduisant
les structures de Kripke avec dur�ees (SKD) o�u chaque transition se voit
associer un intervalle correspondant aux dur�ees possibles (enti�eres) qu'elle
peut prendre.

Nous nous int�eressons �a la complexit�e des di��erents pro bl�emes de model
checking, et plus particuli�erement au coût induit par les contraintes tem-
porelles. Cela nous a conduit �a ne pas consid�erer le cas descompositions
parall�eles : nous verrons que la complexit�e du model checking des syst�emes
non-plats sans aspects quantitatifs est la même que la composition parall�ele
d'automates temporis�es (cf. le chapitre 4) !

En�n le cas des automates temporis�es sur le domaine de tempsN n'est
pas non plus consid�er�e ici car en g�en�eral, il ne permet pas d'algorithmes
plus e�caces que le temps dense (nous �evoquerons ces questions dans le
chapitre 4). Notons n�eanmoins que du point de vue de l'expressivit�e, consi-
d�erer N comme domaine de temps change beaucoup puisqu'un automate
temporis�e avec une seule horloge peut reconnâ�tre tout langage temporis�e
reconnu par un automate avecn horloges [HKWT95].

3.2 Structure de Kripke avec dur�ees

Le domaineT est l'ensemble des entiers naturelsN. Nous d�e�nissons les
structures de Kripke avec dur�ees puis nous consid�ereronsplusieurs s�eman-
tiques possibles en terme de STT.

Notation. On note I N l'ensemble des intervalles surN. Un intervalle � de
I N est soit �ni ( i.e. de la forme [n; m]) soit ouvert �a droite et in�ni (de la
forme [n; 1 [).

D�e�nition 6 Une structure de Kripke avec dur�ees est un quadrupletS =
hQ; qinit ; R; l i o�u Q est un ensemble d'�etats,qinit est l'�etat initial, R � Q �
I � Q est une relation de transition avec dur�ee et l : Q ! 2Prop �etiquette
chaque �etat avec un sous-ensemble de propositions atomiques.
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La taille jSj de S est jQj+� t2 R jt j o�u la taille d'une transition ( q;[a; b); q0)
est 1 + dlog(a + 1) e+ dlog(b+ 1) e avec la conventiondlog(1 )e = 1.

La �gure 3.1 d�ecrit une structure de Kripke avec dur�ees mod�elisant l'ac-
tivit�e d'un chercheur. On peut prendre le jour comme unit�e de temps et pour
simpli�er le nom des �etats fait ici o�ce de proposition atom ique.

New
Idea

Draft
Written

Submis �
sion

Wait for
Submi :

Notif :
Accept

Final
VersionPublication

Notif :
Reject

Revised
Draft[7;45]

0
0

[25;50] [25;50]

[0;7]
[50;110]

1

[0;10]

0

[0;1 )

[0;1 )

[0;366]

Fig. 3.1 { Une SKD mod�elisant l'activit�e d'un chercheur

S�emantique. �A partir de la d�e�nition syntaxique des SKD, il est possible
de d�e�nir plusieurs s�emantiques �a base de syst�emes de transitions temporis�es.
En e�et, une transition de q �a q0avec une dur�eed peut s'interpr�eter au moins
de trois mani�eres :

{ Passer deq �a q0 prend t unit�es de temps sans qu'il n'y ait d'�etats in-
term�ediaires lors du franchissement de la transition. Si l'on se trouve
�a l'instant � dans l'�etat q, on se retrouve �a l'instant � + t en q0 et les
instants � + 1, . . . , � + t � 1 ne sont pas repr�esent�es : ils n'existent pas.
Nous parlerons des�emantique de saut (s). C'est la s�emantique utilis�ee
pour les Timed Transition Graph (TTG) dans [CC95].
Selon cette s�emantique, on peut voir les dur�ees plutôt comme des
coûts : on associe �a chaque transition un certain coût et cette notion
est �etendue aux ex�ecutions (ensembles de transitions). On peut ainsi
parler d'automates �a coûts pour la s�emantique de saut. En suivant
cette id�ee, on pourrait aussi associer aux �etats un coût et les consid�e-
rer lors de l'�evaluation du coût des ex�ecutions, cela ne changerait pas
les r�esultats pr�esent�es dans ce document.

{ Passer deq �a q0 prend t unit�es de temps et le syst�eme traverse t � 1
�etats interm�ediaires entre ces deux �etats: le syst�eme est alors engag�e le
long de cette transition. On supposera que les �etats interm�ediaires sont

24



�etiquet�es par les mêmes propositions atomiques que l'�etat de d�epart q.
Nous parlerons des�emantique continue avec �etats interm�ediaires (cei) .

{ Passer deq �a q0 est possible apr�es avoir attendut � 1 unit�es de temps
dans l'�etat q. Cette s�emantique rejoint celle des automates tempori-
s�es que nous verrons ult�erieurement. Nous parlerons des�emantique
continue avec attente (ca).

q
q'

q"

[2 ;3]

3

Fig. 3.2 { Exemple de structure de Kripke avec dur�ees.

Consid�erons la SKD S de la �gure 3.2, la �gure 3.3 illustre les trois
s�emantiques possibles pr�esent�ees ci-dessus pourS.

q
q'

q"

2

3

3

saut �etats interm. �etats d'attente

q'

q"

q 1
1

1
1

1

1

1

q'

q"

q
1 1

1

1

1

Fig. 3.3 { Les trois s�emantiques des SKD.

Nous allons maintenant d�e�nir formellement ces di��erent es s�emantiques
en terme de syst�emes de transitions temporis�es. Dans ce chapitre, nous nous
int�eresserons au model checking o�u la propri�et�e �a v�er i�er est �enonc�ee avec
une logique temporelle, et donc seul l'�etiquetage des �etats par des proposi-
tions atomiques nous int�eresse. On suppose que � est restreint �a f ag : Le
symbole� marque les transitions de temps (pour les s�emantiques continues)
et une unique actiona est utilis�ee pour les autres transitions.

La s�emantique de saut. Une structure de Kripke avec dur�eesS d�e�nit
alors un STT Ts(S) = hS; sinit ; ! ; l i avec :

{ S = Q et sinit = qinit .

{ s1
t;a
�! s2 ssi il existe (s1; �; s 2) 2 R et t 2 � .
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{ les fonctions d'�etiquetage de S et Ts(S) co•�ncident.
En fait, la di��erence entre S et Ts(S) r�eside uniquement dans le rempla-

cement des transitions avec intervalles� par des transitions avec une dur�ee
�x�ee. Le nombre de transitions peut être in�ni s'il existe des intervalles ou-
verts, mais le nombre d'�etats est �ni. Nous n'imposons pas de conditions
particuli�eres pour la notion d'ex�ecution : Exec(s) contient tout chemin in�ni
de Ts(S) issu des.

La s�emantique continue avec �etats interm�ediaires. �Etant donn�ee
une transition (q; �; q0) de S, on note� max (q

�
�! q0) la dur�ee maximale que peut

prendre cette transition (i.e. u si � = [ l ; u] et 1 si � est in�ni). Selon la s�e-
mantique avec �etats interm�ediaires, S d�e�nit un STT Tcei(S) = hS; sinit ; ! ; l i
avec :

{ S = Q [ f (q
�
�! q0; i ) j (q; �; q0) 2 R ^ 1 � i < � max (q

�
�! q0)g et

sinit = qinit .
{ La relation de transition ! est d�e�nie par :

{ q
0;a
�! q0 si 9(q; �; q0) 2 R et 0 2 � ,

{ q
1;a
�! q0 si 9(q; �; q0) 2 R et 1 2 � ,

{ q
1;a
�! (q

�
�! q0; 1) if 1 < � max (q

�
�! q0),

{ ( q
�
�! q0; i )

1;�
�! (q

�
�! q0; i + 1) si i + 1 < � max (q

�
�! q0),

{ ( q
�
�! q0; i )

1;�
�! q0 si i + 1 2 � .

{ Les �etats q de Tcei sont �etiquet�es comme dans S et ceux de la forme
(q

�
�! q0; i ) sont �etiquet�es par l(q).

On peut distinguer trois types de transitions :
{ celles issues d'un �etat de la formeq et choisissant une transition d'ac-

tion (�etiquet�ees avec a).
{ celles menant d'un �etat interm�ediaire �a un nouvel �etat interm�ediaire,

il s'agit de transitions d'attente (�etiquet�ees avec � ).
{ celles menant �a un nouvel �etat de contrôle, terminant ainsi la transition

de S (�etiquet�ees avec � ).
Lorsqu'il existe des transitions avec intervalles ouvertsdansS, le nombre

d'�etats et de transitions de Tcei(S) est in�ni. Une ex�ecution de Tcei(S) doit
passer in�niment souvent par des �etats de Q, nous interdisons par l�a de
rester le long d'une transition (i.e. dans ses �etats interm�ediaires) pendant

un temps in�ni : on interpr�ete une transition
[l ;1 )
�! comme une transition de

dur�ee arbitrairement grande, mais �nie. On int�egre donc d ans Exec(s) cette
condition de B•uchi.
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Compar�ee �a la s�emantique de saut, celle-ci dispose d'unecaract�eristique
importante : le temps progresse continûment,i.e. toute ex�ecution �nie de
dur�ee c peut se d�ecomposer en un pr�e�xe de dur�ee bc

2c et un su�xe de dur�ee
dc

2e (cette d�ecomposition n'est pas toujours unique).

La s�emantique continue avec attente. Pour tout �etat q de S, on note
� max (q) le temps d'attente maximum dans q selon les transitions deS : si
l'intervalle associ�e �a une transition issue de q est in�ni, alors � max (q) est 1 ,
sinon c'est la plus grande borne contenue dans ces intervalles. Selon la s�e-
mantique continue d'attente, S d�e�nit un STT Tca(S) = hS; sinit ; ! ; l i avec :

{ S = f (q; i) j 0 � i < � max (q)g et sinit = ( qinit ; 0).
{ La relation ! est d�e�nie par :

{ ( q;0)
0;a
�! (q0; 0) si 9(q; �; q0) 2 R et 0 2 � ,

{ ( q; i)
1;�
�! (q; i + 1) si i + 1 < � max (q),

{ ( q; i)
1;a
�! (q0; 0) si 9(q; �; q0) 2 R et i + 1 2 � .

{ Les �etats ( q; i) sont �etiquet�es par l(q).
Comme pour la s�emantique pr�ec�edente, nous exigeons des ex�ecutions

qu'elles ne bouclent pas in�niment avec des transitions d'attente : nous im-
posons donc que les �el�ements deExec(s) contiennent in�niment souvent des
�etats de Q � f 0g.

Il est donc possible d'attendre dans un �etat un certain d�elai puis de
choisir une transition et d'arriver alors dans un nouvel �etat de contrôle. Le
choix de la transition est donc plus fait plus tard que dans las�emantique
pr�ec�edente, on est proche de la s�emantique des automatestemporis�es (plus
pr�ecis�ement, cela correspond �a des automates temporis�es sur N avec une
horloge remise �a z�ero apr�es chaque transition d'action). L�a encore le temps
progresse de mani�ere continue.

Classes particuli�eres de structures de Kripke avec dur�ee s. Le pre-
mier fragment int�eressant regroupe les SKD o�u chaque transition a un in-
tervalle de la forme [0; 0], [0; 1] ou [1; 1] : c'est la classe des SKD \�a petits
pas", on note cette famille SKD0=1. Elle comprend notamment les structures
de Kripke o�u chaque transition est suppos�ee avoir une dur�ee 1 ou les struc-
tures de Kripke avec tick . Une importante propri�et�e des SKD 0=1est que les
trois s�emantiques co•�ncident en un même syst�eme de transition temporis�e et
leurs caract�eristiques respectives s'ajoutent. Ainsi letemps progresse de ma-
ni�ere continue (sans saut), le nombre d'�etats du STT associ�e est jQj et donc
toute ex�ecution �nie et simple ( i.e. sans boucle) a une dur�ee born�ee par
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jQj. Nous verrons que ces propri�et�es permettent l'existenced'algorithmes
e�caces pour le model checking.

On pourrait aussi consid�erer les structures de Kripke avecdur�ees o�u les
transitions ne contiennent que des intervalles r�eduits �a des singletons. En fait,
cette restriction ne change pas la complexit�e des probl�emes de v�eri�cation.

Composition parall�ele. Comme mentionn�e dans le chapitre pr�ec�edent, il
est utile de disposer d'un op�erateur de composition parall�ele pour mod�eliser
des syst�emes complexes. Le temps devant s'�ecouler �a la m^eme vitesse dans
tous les composants, les transitions synchronis�ees dans les di��erents STT
doivent comporter la même dur�ee. Cela ne pose pas de probl�eme pour les
s�emantiques continues : la s�emantique �etant d�e�nie en t erme de STT �a dur�ee
0 ou 1.

Pour la s�emantique de saut, la synchronisation entre deux SKD A et B
est di�cile �a d�e�nir : supposons le cas o�u A puisse faire une transition de
dur�ee 3 et B une transition de dur�ee 4 sans qu'aucune synchronisation ne soit
requise : la position de (AjB ) apr�es 3 ou 4 unit�es de temps ne se d�e�nit pas
en fonction des con�gurations respectives deA et B . En adoptant le point
de vue automate �a coût, on pourrait d�ecider d'ajouter les coûts associ�es aux
actions, mais nous sommes alors loin d'une s�emantique temporis�ee.

En conclusion, seules les s�emantiques continues supportent la mise en
parall�ele, la s�emantique de saut n�ecessite des hypoth�eses plus fortes pour
permettre ce type de construction.

Propri�et�es des SKD pour TCTL . Lorsque le domaine de temps estN,
nous avons les �equivalences1 suivantes pour les formules deTCTL :

E ' U<i +1  � E ' U� i  
A ' U<i +1  � A ' U� i  

Les �equivalences suivantes ne sont vraies que pour des mod�eles o�u le
temps progresse continûment, c'est-�a-dire lorsque le STT sur lequel les for-
mules sont interpr�et�ees, est un STT �a petits pas :

E ' U� i +1  � pp E ' U� 1

�
E ' U� i  

�

A ' U� i +1  � pp A ' U� 1

�
A ' U� i  

�

Elles sont donc vraies pour les SKD avec les s�emantiques continues ou
pour les SKD0=1. Mais elle ne sont pas v�eri��ees pour les SKD avec la s�eman-

1Ces �equivalences ne sont plus vraies lorsque l'on consid�ere un domaine de temps dense.
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tique de saut : un chemin de dur�ee 10 n'est pas toujours d�ecomposable en
un pr�e�xe de longueur 1 et un su�xe de longueur 9.

3.3 Structures de Kripke avec dur�ees 0 ou 1

Nous commen�cons par consid�erer le cas des SKD �a petits pas. Nous
pr�esentons les r�esultats de complexit�e du model checking lorsque la propri�et�e
�a v�eri�er est exprim�ee avec TCTL ou TCTL h.

3.3.1 Model checking TCTL

Lorsque les dur�ees apparaissant dans les mod�eles sont 0 ou1, le model
checking deTCTL peut se faire de mani�ere e�cace :

Th�eor�eme 1 ([LST03]) �Etant donn�ee S = hQ; qinit ; R; l i une structure
de Kripke �a dur�ees 0 ou 1 :
{ v�eri�er une propri�et�e � de TCTL peut se faire en tempsO(jQj3 � j � j).
{ v�eri�er une propri�et�e � de TCTL � ;� peut se faire en tempsO(jSj � j � j).

Voici comment proc�ede l'algorithme pour � def= E' U<c  . Tout d'abord
il est possible de remplacerc par min(c; jQj). Ensuite il su�t d'�etiqueter
par � les �etats v�eri�ant E' U<i  pour i = 1, puis pour 2; : : : ; c. �A l'�etape i ,
on utilise une proc�edure simple de parcours des �etats en veillant �a ne pas
s'occuper des �etats d�ej�a �etiquet�es par � . Cela permet donc une complexit�e
lin�eaire en S.

Pour � def= E' U= c , on ne peut plus borner la constantec. D�es lors,
un calcul des E' U= i  pour i = 1 jusqu'�a c aurait un coût exponentiel
en j� j. L'id�ee de l'algorithme polynomial consiste �a construir e un ensemble
de relations Rd telles que (q; q0) 2 Rd ssi il existe un chemin menant deq �a
q0 en exactementd unit�es de temps. Le calcul desRd se fait e�cacement via
les propri�et�es suivantes : R2d = Rd � Rd et R2d+1 = Rd � Rd � R. Le calcul
de Rc n�ecessite doncdlog2(c + 1) e compositions. Le coût des op�erations de
composition et du calcul des fermetures transitives est enO(jQj3+ jRj). Bien
sûr, dans cette approche, on tient aussi compte des �etiquetages des �etats avec
' et  . Finalement on obtient donc un algorithme en O(jQj3 � j � j).

Notons que ce r�esultat est tr�es proche de celui de [EMSS92]pour RTCTL
qui correspond �a TCTL < , et CRTCTL | �equivalent �a TCTL | pour les
structures de Kripke o�u chaque transition prend la dur�ee 1.

Ce r�esultat | un algorithme polynomial pour TCTL | est unique dans
notre �etude. Pour les autres mod�eles aussi bien dans le temps discret que
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dans le temps dense, la pr�esence des modalit�es avec les contraintes \= c"
entrâ�ne syst�ematiquement un saut de complexit�e import ant.

3.3.2 Model checking TCTL h

Lorsque l'on consid�ere TCTL h, c'est-�a-dire avec des horloges dans les
formules, on obtient imm�ediatement un saut de complexit�e important :

Th�eor�eme 2 ([LST03]) Le model checking de TCTLh sur les structures
de Kripke �a dur�ees 0 ou 1 est un probl�eme PSPACE-complet.

En fait, la complexit�e en formule de ce probl�eme est d�ej�a PSPACE-
complet. Le cot�e PSPACE-di�cile de cette preuve se fait en r �eduisant une
instance de QBF �a un probl�eme de model checking pourTCTL h sur une
structure de Kripke �x�ee comportant un unique �etat et une b oucle de du-
r�ee 1. La formule utilise des horloges comme des variables pour stocker la
valeur des propositions atomiques de la formule de QBF.

Pour montrer que le probl�eme est dans PSPACE, il su�t de le r�eduire �a
un probl�eme de model checkingCTL (non temporis�e) sur une composition
parall�ele de structures de Kripke. L'id�ee de cette r�educ tion est la suivante.
Consid�erons une SKD0=1S et une formule � de TCTL h. Une con�guration
du probl�eme est un �etat de contrôle et une valuation pour l es Nh horloges
apparaissant dans �. Si M est la plus grande constante enti�ere apparaissant
dans �, il su�t de consid�erer des valuations �a M + 2 valeurs : 0; 1; 2; : : : ; M;
>M pour d�ecider de la valeur de v�erit�e des contraintes x � k. Une telle
valeur peut elle-même se coder sous la forme d'une composition parall�ele
de dlog(M + 2) e automates �a deux �etats. Pour les contraintes x � y � k, il
su�t de consid�erer des bool�eens, i.e. des automates �a deux �etats, pour coder
leur valeur en fonction des remises �a z�ero dex et y. On note Ncd le nombre
de contraintes diagonales distinctes pr�esentes dans �. Onpeut donc r�eduire
S j= � �a un probl�eme de model checking sur une composition para ll�ele de
1+ Ncd+ Nh �d log(M +2) e automates (synchronis�es de mani�ere �a int�egrer la
progression des compteurs) avec la formule � o�u les contraintes \x � k" sont
vues comme des propri�et�es locales �a v�eri�er sur les automates correspondant
�a x et o�u les op�erateurs x in : : : r�einitialisent les automates de x.

Ce r�esultat est important dans la mesure o�u il montre combi en l'ajout
d'horloges dans les formules est un m�ecanisme puissant quientrâ�ne un saut
de complexit�e même lorsque la temporisation du mod�ele est r�eduite au cas le
plus simple. Nous verrons que nous obtenons la même classe de complexit�e
lorsque l'on consid�ereTCTL h et une composition parall�ele d'automates tem-
poris�es !
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3.4 SKD avec s�emantique de saut

Nous nous int�eressons maintenant aux structures de Kripkeavec dur�ees
munies de la s�emantique de saut. L'introduction de valeursenti�eres arbi-
trairement grandes rend plus di�cile le model checking. Le premier r�esultat
concerne l'accessibilit�e en un temps exact :

Proposition 1 (Accessibilit�e en temps exact [LMS02a]) V�eri�er
les propri�et�es de la forme EF= c P sur une structure de Kripke avec dur�ees
munie de la s�emantique de saut est un probl�eme NP-dur.

Pour expliquer cette proposition, consid�erons une instance du probl�eme
SUBSET-SUM [GJ79, p. 223] : �etant donn�es un ensemble �ni d'entiers A =
f a1; : : : ; ang et un entier D , on cherche s'il existe un sous-ensembleA0 de
A tel que la somme des �el�ements deA0 soit D . Un tel probl�eme se r�eduit
clairement �a l'accessibilit�e, en temps D, de l'�etat �etiquet�e par P dans la SKD
de la �gure 3.4.

: : :
q0 q1 q2 qn

P
0 0 0 0

a1 a2 a3 an

0

Fig. 3.4 { SKD pour coder SUBSET-SUM

Apr�es ce premier r�esultat, nous consid�erons le model checking deTCTL � ;�

et montrons qu'il peut se traiter de mani�ere e�cace, puis no us reviendrons
sur la complexit�e exacte de TCTL .

3.4.1 Model checking TCTL � ;�

Sans les contraintes exactes dans les modalit�es, le model checking peut
se faire de mani�ere e�cace :

Th�eor�eme 3 ([LMS02a]) �Etant donn�ee une structure de Kripke S et
une formule � de TCTL � ;� , d�ecider Ts(S) j= � peut se faire en temps
O(jSj2 � j � j).

L'algorithme pour TCTL � ;� �etend l'algorithme classique de CTL . No-
tons qu'avec la s�emantique de saut, il su�t d'�etiqueter le s �etats de Q : il
n'y a pas d'�etat suppl�ementaire. �Etant donn�e un �etiquetage des �etats par '
et  , nous pouvons d�eterminer l'ensemble d'�etats v�eri�ant E' U� c et ceux
v�eri�ant E' U� c de la mani�ere suivante :
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� def= E' U� c : Il su�t de consid�erer S0 la sous-SKD compos�ee des �etats
v�eri�ant ' ou  et dont les dur�ees des transitions sont limit�ees aux
bornes inf�erieures des intervalles des transitions deS : pour v�eri�er �
il n'est jamais utile de prendre une transition d'une dur�ee sup�erieure.
D�es lors, tester si un �etat q v�eri�e E' U� c consiste �a v�eri�er qu'il
existe un plus court chemin dansS0 allant de q �a un �etat v�eri�ant  
de dur�ee inf�erieure ou �egale �a c. Un simple algorithme de plus courts
chemins (enO(jQS0j � j ! S0 j)) fournit le r�esultat.

� def= E' U� c : Nous avons �a distinguer le cas o�u un �etat v�eri�e � parce
qu'il existe un chemin simple (c.-�a-d. o�u tous les �etats sont di��erents)
menant �a  et de dur�ee sup�erieure ou �egale �a c, et le cas o�u il est
possible d'it�erer une boucle (de dur�ee strictement positive) v�eri�ant ' .
Le premier cas revient �a chercher des plus longs chemins dans un
graphe acyclique, et le second se traite �a l'aide d'une formule de CTL
munie d'une proposition atomique �etiquetant les �etats ap partenant �a
une composante fortement connexe v�eri�ant ' et contenant au moins
une transition de dur�ee sup�erieure �a 1.

Les autres modalit�es se traitent de mani�ere similaire.

3.4.2 Model checking TCTL

Nous avons vu que les contraintes exactes entrâ�nent un saut de com-
plexit�e, nous pouvons maintenant mieux l'�evaluer :

Th�eor�eme 4 ([LMS02a]) Le model checking de TCTL sur les structures
de Kripke avec dur�ees munies de la s�emantique de saut est unprobl�eme
� p

2-complet.

Ce r�esultat est int�eressant dans la mesure o�u peu de probl�eme de mo-
del checking appartiennent �a cette classe de complexit�e,correspondant aux
probl�emes que l'on r�esout en temps polynomial en utilisant des appels �a un
oracle NP (� p

2 est aussi not�e PNP ).
L'appartenance �a � p

2 repose sur l'existence d'une proc�edure NP pour
d�ecider si un �etat q v�eri�e E' U= c . L'id�ee est d'utiliser l'image de Parikh
de l'ex�ecution candidate � : on ne retient que le nombre de fois que chaque
transition apparâ�t dans � . Cela est su�sant pour v�eri�er qu'il s'agit d'une
ex�ecution bien form�ee ( cf. le crit�ere d'Euler) et que sa longueur peut être
�egale �a c. Nous avons donc un t�emoin polynomial associ�e �a � dans la mesure
o�u le nombre de transitions est born�e par c � jQj (on �elimine les boucles de
dur�ees nulles).
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La preuve de duret�e se base sur la r�eduction d'un probl�emede satisfaisa-
bilit�e, SNSAT ( Sequentially Nested Satis�ability), � p

2-complet. Ce probl�eme
a �et�e introduit dans [LMS01], nous nous contentons de le pr�esenter ici et
nous renvoyons �a [LMS02a] pour la r�eduction de SNSAT au model checking
TCTL . Une instance de SNSAT est d�e�nie par un ensemble de d�e�nitions
de la forme :

I =

2

6
6
4

x1 := 9Z1 F1(Z1);
x2 := 9Z2 F2(x1; Z2);

...
xn := 9Zn Fn (x1; : : : ; xn� 1; Zn )

3

7
7
5

o�u chaque Fi est une formule bool�eenne (par ex. une 3-CNF) sur l'ensemble
de propositionsZ i [f x1; : : : ; x i � 1g. L'instance I d�e�nit une unique valuation
pour lesx i : x i est vrai ssi il existe une valuation pour les variables deZ i telle
que Fi (x1; : : : ; x i � 1; Z i ) soit �equivalente �a vrai, la valeur de x i d�epend donc
de celles dex1; : : : ; x i � 1. L'instance I est une instance positive ssi la valeur
associ�ee �a xn est vrai. Ce probl�eme est donc une succession de probl�emesde
satisfaisabilit�e qui doivent être r�esolus les uns apr�es les autres.

Dans [MS04], un algorithme symbolique (�a base de BDD) pour le model
checking deTCTL sur des variantes de SKD a �et�e propos�e et impl�ement�e
dans nuSMV.

3.5 SKD avec s�emantique continue

�A la section 3.2, nous avons d�e�ni deux s�emantiques continues pour les
SKD. En fait, les probl�emes de model checking pour la s�emantique avec �etats
interm�ediaires peuvent se ramener �a du model checking avec la s�emantique
avec �etats d'attente. L'id�ee est simplement de d�ecomposer toute transition

q
�
�! q0 en q 1�! r et r

� � 1
�! q0 o�u � � 1 d�esigne [max(0; a� 1); b� 1] si � = [ a; b] :

l'attente dans le nouvel �etat r permet de simuler les �etats interm�ediaires de
la s�emantique cei. La �gure 3.5 illustre cette construction sur un exemple.
En fait nous verrons que ces deux s�emantiques engendrent les mêmes com-
plexit�es.

3.5.1 Model checking TCTL � ;�

Le model checking deTCTL � ;� peut se faire en temps polynomial lors-
qu'on consid�ere la s�emantique continue avec �etats d'attente :
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���! q0
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��! q1

q0
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��! q1

1

[1; 29]

1

[1;1 )

1

[19; 39]

1

[1; 29]

1

1
0

1

S

Fig. 3.5 { R�eduction de la s�emantique avec �etats interm�ediai res vers celle
avec �etats d'attente

Th�eor�eme 5 ([LMS05]) �Etant donn�ee une structure de Kripke S et une
formule � de TCTL � ;� , d�ecider Tcea(S) j= � peut se faire en tempsO

�
jSj3�

j� j3
�
.

D�ecider de la valeur de v�erit�e de � sur Tcea(S) n�ecessite de connâ�tre la
valeur de v�erit�e des sous-formules sur tous les �etats deTcea(S), y compris
les �etats d'attente de la forme (q; i). Pour ce faire, nous pouvons construire,
pour tout �etat q et toute sous-formule' , un ensembleSat[q; ' ] d'intervallesS

j [� j ; � j [ d�ecrivant les positions i telles que (q; i) v�eri�e ' . �A partir de ces
ensembles, on utilise des proc�edures pour calculerSat[ ; ] pour les di��erents
op�erateurs de TCTL � ;� .

Consid�erons par exemple� def= E' U<c  . Dans ce cas, l'id�ee est de calcu-
ler la distance minimale menant �a un �etat v�eri�ant  (le long d'un chemin
satisfaisant ' ) pour un sous-ensemble pertinent et de taille polynomialede
con�gurations ( q; i). Par pertinent, on entend le fait que connâ�tre ces dis-
tances minimales pour les con�gurations de ce sous-ensemble su�t pour en
d�eduire facilement les ensemblesSat[q; � ] pour tout q.

�A partir de Sat[q; ' ], Sat[q;  ] et des intervalles associ�es aux transitions
issues deq, on partitionne les positions i de l'�etat q en une s�equence d'in-
tervalles adjacents tels que (1) le premier intervalle est [0; 1[, (2) chaque
intervalle est homog�ene pour les valeurs de v�erit�e de ' et  et (3) les posi-
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tions de chaque intervalle peuvent ex�ecuter les mêmes transitions d'action
dans Tcea(S). On consid�ere le plus petit d�ecoupage v�eri�ant les cond itions
ci-dessus et on noteL(q) la liste des intervalles associ�es �aq.

�Etant donn�e un intervalle [ a; b[ de L(q), nous avons la propri�et�e sui-
vante : si la distance minimale �a un �etat  est � pour (q; a), alors la distance
minimale pour (q; b� 1) vaut soit � , soit la distance minimale pour (q; b)
incr�ement�ee de 1 : tout plus court chemin depuis (q; a) commence soit par
une transition d'action (et il est donc aussi possible depuis (q; b� 1) avec le
même coût) soit par une attente jusqu'�a (q; b) | il n'est jamais int�eressant
pour un plus court chemin de faire une transition d'action au milieu d'un
intervalle.

�A partir des L(q), on construit une SKD restreinte aux con�gurations
(q; a) o�u a est une borne gauche d'un intervalle deL(q). Cette SKD contient
des transitions d'action (de la SKD initiale) et des transit ions de temps
pour passer �a l'intervalle suivant. Il su�t alors d'utilis er l'algorithme du
Th�eor�eme 3 pour la s�emantique de saut pour obtenir la dist ance minimale
d(q; a) s�eparant tout �etat ( q; a) de  . Ensuite si d(q; a) � c, l'intervalle
[a; b[ v�eri�e int�egralement � . En cas contraire, et si l'�etat ( q; b) existe et si
d(q; b) < c , on sait que [b� c+ d(b); b[ v�eri�e � . Il reste alors �a fusionner les
intervalles adjacents satisfaisant� .

La complexit�e polynomiale de l'algorithme est due �a la possibilit�e de bor-
ner le nombre d'intervalle desSat[q; ' ] par (j' j � j Rq

S j) | o�u jRq
S j repr�esente

le nombre de transitions issues deq dans S | et donc de borner le nombre
de groupes d'�etats �a consid�erer �a chaque �etape.

Nous utiliserons une technique assez proche pour le model checking des
automates temporis�es �a une horloge qui g�en�eralisent les SKD.

3.5.2 Model checking TCTL

Th�eor�eme 6 ([LMS05]) Le model checking de TCTL sur les structures
de Kripke avec dur�ees munies de la s�emantique continue avec �etats inter-
m�ediaires ou avec �etats d'attente est un probl�eme PSPACE-complet.

Il su�t de montrer ce r�esultat pour la s�emantique avec �eta ts interm�e-

diaires. Cela se fait en r�eduisant une instance � def= 8p09p1 : : : 9pn� 1 � ' de
QBF �a un probl�eme de model checking Tcei(S) j= ' . La SKD S� est d�ecrite
par la �gure 3.6. On consid�ere qu'un chemin de q0 �a qn dans S� d�ecrit une
valuation pour les pi selon la convention suivante : si le chemin passe parr i

(resp. r 0
i ) la valeur associ�ee �a pi est ? (resp. > ).
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1 b>
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n� 1

2n� 1

2n� 1

0

Fig. 3.6 { SKD S� pour la r�eduction de QBF.

On note Si l'ensemble des �etats (deTcei(S)) situ�es �a la distance � i � 1
j =0 2j

depuis q0. Remarquons que chaque �etat deSi a deux successeurs dansSi +1

�a la distance 2i : le premier obtenu est en passant parr i et le second en
passant parr 0

i . Ainsi l'ensembleSn contient exactement 2n �etats situ�es entre
rn� 1 et qn et entre r 0

n� 1 et qn et ils correspondent chacun �a une unique
valuation pour les pi selon la convention d�ecrite ci-dessus. De plus, chacun
de ces �etats est aussi caract�eris�e par sa distance �a l'�etat qn : un �etat s de Sn

situ�e �a la distance d de qn d�e�nit la valuation 2 n � 1 � d (i.e. le j e bit de
2n � 1� d correspond �a la valeur de v�erit�e de pj selon la valuation associ�ee �a
s). Finalement on peut observer que la valeur duj e bit du nombre 2n � 1� d
vaut 1 ssi l'�etat s v�eri�e EF=2 n � 1b>

j .

D�es lors, il su�t de v�eri�er la formule TCTL suivante sur la structure S
pour obtenir une r�eduction du probl�eme initial :

AF=1 EF=2 AF=4 : : : EF=2 n � 1

�
' [EF=2 n � 1 b>

j =pj ]
�

3.6 Model checking TLTL et temps discret

Tout d'abord on peut noter que les deux s�emantiques continues co•�n-
cident pour l'interpr�etation des formules de TLTL . Pour les versions tem-
poris�ees deLTL , le model checking est au moins PSPACE-dur puisqu'il est
d�ej�a PSPACE-complet dans le cas non temporis�e.

Dans le cas des SKD0=1, le probl�eme devient EXPSPACE-complet pour
TLTL et reste PSPACE-complet pourTLTL � ;� :
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Th�eor�eme 7 ([LMS05]) Pour les SKD0=1et les SKD avec s�emantique
continue ou s�emantique de saut, nous avons :
{ Le model checking de TLTL et TLTL h est EXPSPACE-complet.
{ Le model checking de TLTL� ;� est PSPACE-complet.

Ce r�esultat s'explique comme suit.
{ EXPSPACE-dur : Le model checking de TLTL sur les SKD0=1est

EXPSPACE-di�cile. Il est en e�et possible de coder une ex�ec ution
acceptante d'une machine de TuringM = ( Q; � ; q0; qF ; T) sur un mot
w utilisant un espace 2jwj . On note n = jwj. Une con�guration de M
est d�ecrite par une s�equence de 2n �etats �etiquet�es par � [ (� � Q).
Chaque �etat correspondant �a une des 2n cases du ruban. La position de
l'�etat de contrôle indique la position de la tête de lecture. L'op�erateur
F=2 n permet d'acc�eder au contenu de la même case pour la con�-
guration suivante et permet donc de d�ecrire les transitions possibles.
On peut ainsi �ecrire une formule � M ;w qui caract�erise les ex�ecutions
accept�ees parM . Il su�t ensuite de prendre la SKD S qui engendre
tous les mots sur � [ (� � Q) avec transitions de dur�ees 1. Alors, w
est accept�e par M ssi il existe une ex�ecution deS qui v�eri�e � M ;w

(i.e. ssi S j= : � M ;w ).
{ EXPSPACE-facile : Pour montrer le cot�e EXPSPACE-facile o n utilise

le fait que la satisfaisabilit�e des formules de TPTL est EXPSPACE-
complet [AH94]. TPTL est une logique plus expressive queTLTL , par
exemple il est possible d'utiliser des horloges de formules. Un algo-
rithme en EXPSPACE est donc propos�e pour d�ecider si, �etant donn�e

�, il existe une ex�ecution � de la forme� 0
d0�! � 1

d1�! � 2 � � � , avec� j= �
et o�u chaque � i est �etiquet�e par un sous-ensemble de propositions ato-
miques de �. Comme dans le cas non temporis�e, on peut r�eduire le
model checkingS j= � �a un probl�eme de satisfaisabilit�e. On construit
une formule � S qui d�ecrit les ex�ecutions de S et il su�t ensuite de
v�eri�er que � S ) � est une formule valide, c'est �a dire que � S ^ : �
n'est pas satisfaisable. Notons que la construction de �S d�ependra de
la s�emantique choisie.

{ En�n, il existe des algorithmes en PSPACE pour TLTL � ;� : Cela vient
du r�esultat de [AFH96] pour la logique MITL qui contient TLTL � ;� .
En e�et, la v�eri�cation des modalit�es U� k avec �2 f� ; �g se fait de
mani�ere plus simple que lorsque les contraintes \=c" sont autoris�ees.
Par exemple si l'on cherche �a v�eri�er G(a ) F< 20 b), si on a d�ej�a
rencontr�e un a et que on attend encore leb, rencontrer un nouvel �etat
a ne n�ecessite pas de mesurer le temps le s�eparant deb : celui-ci doit
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intervenir �a moins de 20 u.t. du premier a et donc a fortiori, il se
situera �a moins de 20 u.t. du second.

3.7 Conclusion sur la v�eri�cation des SKD

Le tableau 3.7 pr�esente le r�ecapitulatif des r�esultats expos�es dans ce cha-
pitre pour les mod�eles �a temps discret. Il en ressort qu'il est possible d'avoir
des algorithmes de model checking temporis�es e�caces (polynomiaux) �a
condition de choisir la bonne logiqueou la bonne s�emantique :TCTL � ;� ou
les structures de Kripke �a dur�ees 0/1.

SKD0=1
s�em. saut s�em. cont.[EMSS92, LST00]

TCTL
� ; � P-complet

� ; � ; = PTIME-c � p
2-c PSPACE-c

TLTL
� ; � PSPACE-complet

� ; � ; = EXPSPACE-complet

TCTL � � ; � PSPACE-complet

� ; � ; = EXPSPACE-complet

Fig. 3.7 { R�esultats pour les SKD

De tous ces r�esultats, celui concernant les SKD avec s�emantique continue
et la logique TCTL � ;� est sûrement le plus int�eressant en pratique dans la
mesure o�u cette s�emantique permet la synchronisation de plusieurs auto-
mates et o�u la logique est d�ej�a tr�es expressive.

3.8 Des SKD probabilistes

Avant de pr�esenter les r�esultats pour les automates temporis�es, nous
d�ecrivons succinctement un travail portant sur les SKD avec probabilit�es et
non-d�eterminisme [LS05].

Une structure de Kripke probabiliste avec dur�ees (SKPD) est un qua-
druplet S = ( Q; q0; D; l ) o�u Q est l'ensemble (�ni) d'�etats, q0 est l'�etat ini-
tial, l est la fonction d'�etiquetage des �etats par des propositions atomiques
et D � Q � I � Dist(Q) est une relation de transition probabiliste : pour
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(q; �; � ) 2 D , � est un intervalle �ni d�esignant les dur�ees possibles de la
transition et � est une distribution sur les �etats de Q.

Le comportement d'une SKPD est le suivant : �a l'arriv�ee dan s un �etat q,
on choisit de mani�ere non-d�eterministe une transition ( q; �; � ) 2 D , puis on
choisit toujours mani�ere non-d�eterministe une dur�ee d 2 � , et on peut alors
�evoluer dans l'�etat q0 2 Q selon la probabilit�e � (q0).

Comme pour les SKD, on peut d�e�nir plusieurs s�emantiques pour les
SKPD : une s�emantique de saut et plusieurs s�emantiques continues. Contrai-
rement aux SKD, la s�emantique des SKPD se d�e�nit non pas en terme de
STT mais en terme deprocessus de Markov temporis�e(PMT) : un PMT est
un quadruplet M = ( S; s0; ! ; l ) o�u S est l'ensemble (�ni) des �etats, s0 2 S
est l'�etat initial, !� S � N � Dist(S) est la relation de transition probabi-
liste (NB : une dur�ee �x�ee est associ�ee �a la transition) et l �etiquette les �etats
avec des propositions atomiques. Ici, nous nous int�eressons �a des SKPD et
des PMT fortement non-z�enon o�u tout cycle de probabilit�e non-nulle a une
dur�ee strictement positive. Nous renvoyons �a [LS05] pour une description
d�etaill�ee de ces formalismes.

Pour �enoncer des propri�et�es temporis�ees et probabilistes, nous utilisons
la logique PTCTL (Probabilistic Timed CTL ) qui contient des modalit�es
P./� (� 1 U� c � 2) avec ./ 2 f <; � ; � ; > g, � 2 R+ , �2 f <; � ; = ; � ; > g et c 2
N. Un �etat s d'un PMT v�eri�e P./� (� 1 U� c � 2) ssi la probabilit�e p qu'une
ex�ecution issue des v�eri�e � 1 U� c � 2 , est telle quep ./ � , quels que soient
les choix non-d�eterministes e�ectu�es le long de l'ex�ecution. Par exemple, un
�etat s v�eri�e P� � (� 1U� c� 2) ssi la probabilit�e minimale , pour les choix non-
d�eterministes, d'avoir une ex�ecution satisfaisant � 1U� c� 2 est sup�erieure �a
� .

Il est alors possible d'�enoncer qu'un probl�eme est suivi par le d�eclen-
chement d'une alarme en moins de 100 millisecondes avec une probabilit�e
sup�erieure �a 0.99 :

probl�eme ) P� 0:99(F� 100 alarme)

La logique PTCTL contient aussi l'op�erateur D./� (�) pour �enoncer une
contrainte sur l'esp�erance de la distance minimale pour atteindre un �etat
v�eri�ant �.

Le premier r�esultat porte sur la v�eri�cation d'un process us de Markov
temporis�e :

39



Proposition 2 ([LS05]) �Etant donn�es un processus de Markov temporis�e
fortement non-z�enon M = ( S; s0; ! ; l ), et � une formule de PTCTL o�u
la plus grande constante estc� , d�ecider M j= � peut se faire en temps
O

�
j� j � (( jSj � j ! j � c� ) + poly(jM j))

�

L'id�ee de l'algorithme est la suivante. Consid�erons le cas d'un op�erateur
P� � (� 1U� c � 2). On suppose que l'on connâ�t la valeur de v�erit�e des sous
-formules � 1 et � 2 pour tous les �etats du PMT M . On va alors calculer,
pour i = 0 ; : : : ; c, la probabilit�e maximale, not�ee f (s; i), que les ex�ecutions
issues de l'�etat s v�eri�ent � 1U� i � 2. Notons que le termef (s; i +1) se d�e�nit
ais�ement �a partir des f (s0; j ) pour s0 2 S et j � i .

Par exemple, pourP� � (� 1U� c � 2), nous avons l'algorithme suivant 2 :

P� � (� 1U� c � 2) :
for i := 0 to c

for j := 0 to n
if sj j= � 2 then let f (sj ; i ) := 1
else

if sj 6j= � 1 _ � 2 then let f (sj ; i ) := 0
else let f (sj ; i ) := max

(sj ;d;� )2!

X

s02 S

� (s0) � f (s0; i � d)

Dans l'�enonc�e de la proposition 2, le terme poly(M ) qui apparâ�t dans
l'�evaluation de la complexit�e, provient du calcul de la pr obabilit�e maximale
(ou minimale) pour un �etat de v�eri�er � 1U� 2 dans un processus de Markov :
ce type de Until non-born�e peut se traiter en pratique �a l'a ide de m�ethodes
de programmation lin�eaire. La complexit�e polynomiale vi ent de la possibilit�e
d'utiliser la m�ethode de l'ellipso•�de [BA95].

Comme pour les SKD, on peut donc d�e�nir pour les SKPD une s�eman-
tique de saut ou des s�emantiques continues (avec �etats interm�ediaires ou
�etats d'attente) en terme de PMT. Pour v�eri�er qu'une SKPD v�eri�e une
formule � 2 PTCTL , on peut utiliser l'algorithme ci-dessus sur le proces-
sus de Markov temporis�e repr�esentant sa s�emantique. N�eanmoins la taille
de ce PMT est exponentielle dans la taille de la SKPD initiale(du fait des
constantes enti�eres repr�esentant les dur�ees), il est donc pr�ef�erable de d�e-
velopper des algorithmes ad-hoc pour les SKPD. Nous avons notamment
obtenu les r�esultats suivants o�u PTCTL � ;� d�esigne le fragment dePTCTL
sans les contraintes exactes \=c" dans les op�erateurs U :

2o�u s0 , s1 ,. . . ,sn est une �enum�eration de S telle que si i > j , alors il n'existe pas de
chemin entre i et j de dur�ee nulle et de probabilit�e strictement positive.
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Th�eor�eme 8 ([LS05]) �Etant donn�ees S = ( Q; q0; D; l ) une SKPD et �
une formule de PTCTL� ;� dans laquelle la constante maximale estc� ,
nous avons :

{ Pour v�eri�er si � est satisfait par S pour la s�emantique de saut, il existe
un algorithme en tempsO

�
j� j �

�
(jQj � j D j � cmax ) + poly(jSj)

��

{ Pour v�eri�er si � est satisfait par S pour la s�emantique continue, il
existe un algorithme en tempsO

�
(j� j3 � jD j3 � cmax )+ poly(j� j � j D j � jSj )

�

Ces algorithmes sont exponentiels enj� j dans la mesure o�u la constante
cmax est cod�ee en binaire. N�eanmoins ils montrent que la complexit�e en
programme est polynomiale.

Nous avons aussi �etudi�e la complexit�e de ces probl�emes et de plusieurs
variantes. Tout d'abord, nous avons montr�e que v�eri�er la (simple) formule
P� � (F� cP) pour les SKPD sans non-d�eterminisme (dans tout �etat q, il existe
un unique (q; �; � ) 2 D et � est r�eduit �a une seule dur�ee) et munie de
la s�emantique de saut �etait d�ej�a un probl�eme NP-dur. En e�et, on peut
facilement coder le probl�eme (NP-dur) \ K -th largest subset" [GJ79] (�etant
donn�e un ensemble �ni X = f x1; : : : ; xng d'entiers et deux entiers K et
B , la question est de savoir s'il existe au moinsK sous-ensembles deX
di��erents tels que la somme de leurs �el�ements soit inf�er ieure �a B ) sous la
forme d'un probl�eme de model checking. Il su�t de consid�er er la SKPD sans
non-d�eterminisme de la �gure 3.8 et la formule P� K

2n
(F� B P).

q0 q1 q2 qn� 1 qn

1
2

1
2

1
2

1
2

1
2

1
2

(a1) (a2) (an )

: : :(0) (0) (0)

Fig. 3.8 { SKPD pour le K -th largest subset.

Cela entrâ�ne que le model checking pour les SKPD est NP-duret coNP-
dur même pour une structure sans non-d�eterminisme et munie de la s�eman-
tique de saut (la plus simple). Ce r�esultat souligne la di�c ult�e du probl�eme
et explique la pr�esence de la constantecmax dans les algorithmes d�ecrits
ci-dessus.

Nous avons aussi consid�er�e le cas du fragmentqualitatif PTCTL 0=1 o�u
l'on ne peut comparer les probabilit�es (minimales ou maximales) qu'avec les
constantes 0 ou 1. Nous avons montr�e que le model checking dePTCTL 0=1
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sur les SKPD avec la s�emantique de saut �etait un probl�eme PSPACE-dur. Le
tableau suivant r�esume les r�esultats obtenus pour les structures de Kripke
probabilistes avec dur�ees dans [LS05]. Le symboley signale que la complexit�e
en programme est polynomiale.

SKPD sans d�eterm. DPS
sem. saut sem. cont. sem. saut sem. cont.

PTCTL 0=1
� ;� P-complet P-complet P-dur P-dur

dans PSPACE dans EXPTIME (y)

PTCTL 0=1 � p
2-complet PSPACE-complet PSPACE-dur PSPACE-dur

dans EXPTIME dans EXPTIME
PTCTL � ;� NP-dur et coNP-dur

dans EXPTIME (y)

PTCTL � p
2-dur PSPACE-dur PSPACE-dur PSPACE-dur

dans EXPTIME dans EXPTIME dans EXPTIME dans EXPTIME
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Chapitre 4

Automates temporis�es

4.1 Introduction

Les automates temporis�es ont �et�e introduits par R. Alur e t D. Dill dans
les ann�ees 90 [AD90]. Il s'agit d'automates classiques munis d'horloges qui
�evoluent de mani�ere continue avec le temps. Des conditions sur la valeur
de ces horloges permettent d'int�egrer des contraintes temps-r�eel dans la des-
cription du comportement de ces mod�eles. Depuis leur introduction, de nom-
breuses variantes d'automates temporis�es ont �et�e propos�ees, ici nous nous
contentons d'une d�e�nition simple de ces mod�eles et nous mentionnons juste
quelques variantes classiques.

�A chaque transition d'un automate temporis�e, est associ�ee une garde
(une contrainte sur la valeur des horloges) d�ecrivant quand la transition
peut être ex�ecut�ee, et un ensemble d'horloges qui doivent être remises �a z�ero
lors du franchissement de la transition. Chaque �etat de contrôle contient un
invariant (une contrainte sur les horloges) qui peutrestreindre le temps d'at-
tente dans l'�etat et donc, d'une certaine mani�ere, forcer l'ex�ecution d'une
transition d'action. Cette notion d'invariant a donc pour p rincipale fonc-
tion d'introduire de la vivacit�e dans le mod�ele, comme peuvent le faire des
conditions d'�equit�e (du type B •uchi ou M•uller).

Le domaine de tempsT que nous consid�erons estR+ mais la plupart des
r�esultats pr�esent�es ici ne sont pas modi��es lorsque l'o n consid�ere N.

4.2 D�e�nitions

Quelques notations. Soit X un ensemble d'horloges �a valeur dansR+ ,
on note R+

X l'ensemble des valuations pourX . Comme expliqu�e dans le
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chapitre 2 pour les horloges de formules, on utilisev + d pour d�esigner la
valuation incr�ement�ee de d 2 R+ et v[r  0] pour celle o�u les horloges de
r � X ont �et�e remises �a z�ero.

On appelle contrainte atomique simple (ou rectangulaire) une formule
de la forme x ./ k avec x 2 X , k 2 N et ./ 2 f = ; <; � ; >; �g . On appelle
contrainte atomique diagonale(ou triangulaire ) une formule de la formex �
x0 ./ k . On note C(X ) l'ensemble des combinaisons bool�eennes de contraintes
atomiques surX .

Formellement, un automate temporis�e est d�e�ni comme suit :

D�e�nition 7 (Automate temporis�e) Un automate temporis�e A est un
7-uplet (Q; q0; � ; X; ! A ; Inv ; l ) avec :

{ Q est un ensemble �ni d'�etats de contrôle ou localit�es ,
{ q0 2 Q est l' �etat initial ,
{ � est un alphabet d'actions,
{ X est un ensemble �ni d'horloges(�a valeurs r�eelles positives),
{ ! A � Q � C (X ) � � � 2X � Q est un ensemble �ni de transitions ;

e = hq; g; a; r; q0i 2 ! A repr�esente une transition de q vers q0, g est
la garde associ�ee �a e, a 2 � est l'�etiquette de la transition, et r est
l'ensemble d'horloges devant être remises �a z�ero. On note q

g;a;r
��! q0 une

telle transition,
{ Inv : Q ! C (V ) associe uninvariant �a chaque �etat de contrôle,
{ l : Q ! 2Prop �etiquette les �etats de contrôle par les propositions ato-

miques qu'ils v�eri�ent.

Un exemple d'automate temporis�e est donn�e sur la �gure 4.1. Cet au-
tomate d�ecrit une minuterie : on part de la localit�e initia le OFF, �a tout
moment on peut appuyer sur le bouton (actionb) et passer dans l'�etat ON
avec l'horloge x remise �a z�ero. Le temps peut s'�ecouler tant que la valeur
de l'horloge est inf�erieure �a 10 (�a tout moment une pression sur le bou-
ton permet de remettre x �a z�ero) et lorsque x = 10, la transition i ram�ene
l'automate dans l'�etat OFF.

Un �etat ou une con�guration d'un automate temporis�e est une paire
(q; v) 2 Q� R+

X o�u q repr�esente l'�etat de contrôle courant et v une valuation
pour les horloges.

La s�emantique d'un automate temporis�e est d�e�nie sous la forme d'un
syst�eme de transitions temporis�e o�u les transitions sont soit des transitions
de temps, soit des transitions d'action.

D�e�nition 8 (S�emantique des automates temporis�es) La s�emantique
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OFF ON
x � 10

x = 10; i; �

true; b; x := 0 x � 10; b; x := 0

Fig. 4.1 { Exemple d'automate temporis�e : une minuterie

d'un automate temporis�e A = ( Q; q0; � ; X; ! A ; Inv ; l ) est d�e�nie par le STT
TA = ( S; sinit ; ! ; l ) :

{ S = Q � R+
X ,

{ sinit = ( q0; v0) avecv0(x) = 0 ; 8x 2 X ,
{ ! correspond �a deux types de transitions :

{ Les transitions d'actions : (q; v) a�! (q0; v0) ssi 9q
g;a;r
��! q0 2! A et

v j= g, v0 = v[r  0] et v0 j= Inv (q0).

{ Les transitions de temps : Soit t 2 R+ . (q; v) t�! (q; v+ t) ssi v+ t0 j=
Inv (q) pour tout 0 � t0 � t .

{ l (q; v) = l(q) pour pour tout q.

Informellement : le syst�eme part de la con�guration initia le (�etat de
contrôle q0 et toutes les horloges �a z�ero), puis e�ectue deux types de transi-
tions : Les transitions d'action si la valeur courante des horloges le permet
(ce type de transition s'e�ectue de mani�ere instantan�ee, leur dur�ee est nulle,
et certaines horloges peuvent être remises �a z�ero) et lestransitions de temps
qui augmentent toutes les horloges d'une même dur�ee (les horloges sont
synchrones) en respectant l'invariant associ�e �a l'�etat courant.

Comme expliqu�e dans le chapitre 2, nous avons not�e les �etiquettes des
STT de la forme (0; a) avec a 2 � par a, et celles de la forme (t; � ) par t ; le
STT associ�e �a un automate temporis�e a donc ses transitions �etiquet�ees par
un �el�ement de � ou un �el�ement de R+ . �Evidemment lorsque nous consid�erons
l'accessibilit�e ou le model checking de propri�et�es �enonc�ees en logique tem-
porelle, l'�etiquetage des transitions n'intervient pas, seules les propositions
atomique sur les �etats nous int�eressent.

On peut noter que les syst�emes de transitions engendr�es par un auto-
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mate temporis�e v�eri�ent deux propri�et�es de fermeture s uivantes (additivit�e

temporelle) : (1) si s t�! s0 et s0 t0

�! s00avec t; t 0 2 R+ , alors s t+ t0

�! s00; et

(2) si s t�! s0 avec t 2 R+ , alors 80 � t0 � t , 9s00t.q. s t0

�! s00et s00t � t0

�! s0.
En�n notons aussi que toute ex�ecution non-Z�enon de ces STTv�eri�e la pro-
pri�et�e de \variabilit�e �nie" : pour tout intervalle de te mps �ni, le nombre
d'�etiquetages di��erents de propositions atomiques est � ni.

Ex�ecutions �equitables, non-Z�enon etc. La densit�e de R+ requiert une
discussion sur le type d'ex�ecutions que nous souhaitons consid�erer pour re-
pr�esenter le comportement d'un syst�eme. En e�et, la d�e�n ition du STT TA

rend possible l'existence d'ex�ecutions convergentes compos�ees de transitions
de temps o�u le temps progresse mais sans diverger. Or lorsque l'on s'int�eres-
sera �a v�eri�er des propri�et�es du type \ il est toujours vr ai qu'apr�es l'envoi
d'un message, sa r�eception a lieu dans un d�elai inf�erieur�a 10 unit�e de temps
(ut)", on souhaite v�eri�er qu'apr�es l'�emission, toute ex�ecution contient un
�etat \r�eception"en moins de 10 ut, et cette quanti�cation sur \toutes les ex�e-
cutions"ne doit pas porter sur ces ex�ecutions convergentes. On souhaite donc
disposer de crit�eres d'acceptation sur les ex�ecutions a�n de se restreindre �a
celles qui sont pertinentes pour le syst�eme �etudi�e. Par exemple :

{ Execdiv : Restriction aux ex�ecutions divergentes : pour tout t 2 R+ , il
existe un pr�e�xe � de � (not�e � = � � � 0) tel Time(� ) > t .

{ Execinf : Restriction aux ex�ecutions comprenant un nombre in�ni de
transitions d'action.

En�n, on peut noter ExecF la combinaison des deux crit�eres ci-dessus,
c.-�a-d. les ex�ecutions divergentes contenant un nombre in�ni de transitions
d'action.

Une ex�ecution d'un STT associ�ee �a un automate temporis�e sera d�ecrite
par une s�equence de la forme (q0; v0) t0�! a1�! (q1; v1) t1�! a2�! : : : an�! (qn ; vn ) : une
alternance de transitions de temps et d'action.

Mots et langages temporis�es. On associe naturellement un mot tempo-
ris�e ( w; t) 2 � ! � T! �a une ex�ecution � : wi est alors le symbole de lai -�eme
transition d'action de � et t i est la date �a laquelle cette transition a eu lieu,
i.e. Time(� ji ). On peut alors �etudier les propri�et�es des langages temporis�es
selon les di��erentes conditions d'acceptation (B•uchi, M•uller, etc.) | voir
notamment [AD94].
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Remarque 1 Dans notre cadre, une ex�ecution peut donc se voir soit comme
une �evolution continue qui associe �a chaque date une1 valuation de pro-
positions atomiques, soit comme le mot associ�e, c'est-�a-dire une s�equence
d'�ev�enements (actions) dat�es. On retrouve ces deux points de vue dans la
litt�erature �a travers les notions de s�emantique \pointw ise" (�ev�enement dat�e)
ou \interval-based" (�evolution continue : �a chaque inter valle de temps est as-
soci�e une valuation des propositions atomiques) [Ras99].Dans ce document,
nous adoptons le point de vue \interval-based" pour les logiques temporelles,
et le point de vue \pointwise" pour les logiques modales.

Sous-classes. On peut consid�erer plusieurs familles d'automates tempo-
ris�es qui correspondent �a des sous-classes du mod�ele d�ecrit ci-dessus.

{ Automates sans contrainte diagonale (ATdf ) : les gardes sont res-
treintes aux combinaisons bool�eennes de contraintes atomiques simples.
Cette sous-classe est tr�es souvent �etudi�ee. Il est bien connu que l'ajout
des contraintes diagonales n'augmente pas l'expressivit�e du mod�ele
dans la mesure o�u, pour tout automate A, il est possible de construire
un automate temporis�e A0 sans contrainte diagonale bisimilaire �a A
(voir [BDGP98]). Un r�esultat r�ecent a n�eanmoins montr�e que les con-
traintes diagonales apportaient de laconcision [BC05].

{ Automates �a une horloge (1C-AT) : la temporisation est don c simpli-
��ee , nous verrons que cette classe admet des propri�et�es particuli�eres
pour le model checking. De mani�ere analogue, on notera 2C-AT les
automates temporis�es �a deux horloges.

{ Automate \temps r�eel" ( real-time automata) : il s'agit d'AT avec une
seule horloge qui est remise �a z�ero �a chaque transition d'action [HJ96].
Ces mod�eles ont notamment �et�e �etudi�es du point de vue th �eorie du
langage [Dim00].

Extensions des automates temporis�es. Les AT peuvent être vus com-
me dessyst�emes hybrides lin�eaires [Hen96] particuliers avec des variables
dynamiques de pente 1, des contraintes et des mises �a jour particuli�eres.
Notons que les r�esultats de d�ecidabilit�e pour les AT sont tr�es sensibles �a
toute variation sur ces trois caract�eristiques du mod�ele. Quelques classes d�e-
cidables existent n�eanmoins, par exemple les automates hybrides rectangu-
laires [HKPV98], ou certaines variantes avec mises �a jour �etendues [BDFP04].
Nous renvoyons �a [HKPV98, ACH+ 95] pour des pr�esentations g�en�erales sur
les syst�emes hybrides lin�eaires et leurs sous-classes d�ecidables.

1ou plusieurs, si des actions sont e�ectu�ees en temps 0
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Composition parall�ele. La composition parall�ele sur les automates tem-
poris�es se d�e�nit de mani�ere standard avec une table de synchronisation sur
les actions de �. Pour l'�ecoulement du temps, on suppose queles STT as-
soci�es aux automates sont fortement synchronis�es.

4.3 R�esultats classiques sur le model checking des
automates temporis�es

4.3.1 Graphe des r�egions

La pr�esence des valuations d'horloges produit un nombre in�ni de con�-
gurations pour un automate temporis�e. Il est donc n�ecessaire d'utiliser des
techniques particuli�eres pour v�eri�er des propri�et�es classiques comme l'ac-
cessibilit�e ou plus g�en�eralement des propri�et�es d�ec rites avec des logiques
temporelles.

Nous rappelons ici une technique bien connue, legraphe des r�egions, pro-
pos�ee par Alur et Dill pour analyser le comportement des automates tempo-
ris�es. Tout d'abord, nous consid�erons le probl�eme de l'accessibilit�e d'un �etat
de contrôle. Les probl�eme est donc le suivant :�Etant donn�es un AT A et
un �etat de contrôle qF , est-ce queqF est atteignable depuis la con�guration
initiale sinit ? Pour cela, nous allons remplacer ce probl�eme d'accessibilit�e
sur le syst�eme de transitions in�ni TA par un probl�eme d'accessibilit�e sur un
graphe �ni | l'automate des r�egions { R A . Les �etats de R A correspondent
�a des ensembles de con�gurations deA v�eri�ant les mêmes propri�et�es d'ac-
cessibilit�e. Plus pr�ecis�ement ses �etats sont des �el�e ments deQ � (R+

X )=� o�u
� est une �equivalence sur les valuations d'horloges telle que (1) (R+

X )=�
est �ni et (2) pour tout u et v avec u � v, on a : (q; u) et (q; v) permettent
d'atteindre les mêmes �etats de contrôle.

Notons que pour avoir les mêmes �etats accessibles, il su�tde pouvoir
ex�ecuter les mêmes transitions d'action (donc de satisfaire les mêmes gardes),
d'arriver dans des con�gurations �equivalentes (apr�es les remises �a z�ero) et
de pouvoir simuler les mêmes transitions de temps. E�ectivement la relation
� peut se d�e�nir comme une bisimulation de temps abstrait (au sens o�u l'on
n'exige pas d'attendre les mêmes dur�ees depuis deux �etats �equivalents).

L'�equivalence � d�epend de la constante maximale | not�ee M | ap-
paraissant dans les gardes et les invariants de l'automate consid�er�e. On
note CM (X ) le sous-ensemble deC(X ) o�u les constantes appartiennent �a
f 0; 1; : : : ; M g. L'ensembleCM (X ) est �ni modulo �equivalences bool�eennes.

En fait, pour � , il su�t de prendre l'�equivalence � CM (X ) induite par
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0 1 2 x

1

2

y

Fig. 4.2 { Exemple de (R+
X )=� M

avecM = 2 et X = f x; yg

l'ensemble de contraintes deCM (X ). On peut en e�et montrer que � CM (X )
est une bisimulation de temps abstrait et elle est clairement d'indice �ni.

Si on consid�ere le cas deX = f x; yg avec M = 2, l'�equivalence � CM (X )
engendre 72 classes d'�equivalences repr�esent�ees sur laFigure 4.2 sous la
forme de points, segments ou surfaces.�A l'avenir nous noterons � M l'�equi-
valence� CM (X ) . La zone gris�ee correspond aux valuations v�eri�ant (1 < x <
2) ^ (0 < y < 1)^ (x > y > x � 1).

Dans le cas des automates temporis�es sans contrainte diagonale, on utilise
habituellement une autre �equivalence d�e�nie de mani�ere ad-hoc (voir par
exemple [AD94]). Dans tous les cas, le nombre de classes d'�equivalence est
exponentiel dans le nombre d'horloges et exponentiel dans le codage de la
constante M .

Le graphe des r�egionsd�esigne le graphe �ni dont les �etats sont des �el�e-
ments de (R+

X )=� M
et muni de transitions repr�esentant l'�ecoulement du

temps. Une r�egion de A d�esigne une classe d'�equivalence
 de � M . On ap-
pelle l'automate des r�egionsle graphe �ni R A dont les �etats sont des �el�ements
de Q � (R+

X )=� M
. L'automate des r�egions peut se voir comme le r�esultat

d'un produit particulier entre entre A et le graphe des r�egions.
�Etant donn�ee une valuation u, on note [u] la classe d'�equivalence de� M

contenant u. L'�equivalence � M �etant une bisimulation de temps abstrait
pour les gardes deCM (X ), toutes les valuations d'une classe
 de (R+

X )=� M

v�eri�ent les même gardes de CM (X ), on note 
 j= � lorsque les valuations
de 
 v�eri�ent � . De plus, �etant donn�ees deux valuations u et v de 
 , les
valuations u[r  0] et v[r  0] appartiennent �a la même classe (not�ee

 [r  0]) pour tout r � X . En�n on d�e�nit une op�eration Succ sur les
classes :Succ(
 ) est la r�egion, si elle existe, [u + t] 6= 
 telle que u 2 
 ,
t 2 R+ , et ([u + t0] = 
 _ [u + t0] = [ u + t]) pour tout 0 � t0 < t . Sinon on
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d�e�nit Succ(
 ) = 
 dans le cas o�u toutes les horloges sont sup�erieures �aM .
Succ(
 ) correspond �a la premi�ere r�egion atteignable depuis 
 par �ecoulement
du temps (ou 
 elle-même si le temps ne fait plus changer de r�egion).

Toutes ces op�erations sont ais�ement calculables �a partir des d�e�nitions
de � M . Cela permet de d�e�nir l'automate des r�egions de A [ACD93] : R A =
(S0; s0

0; ! ; �) avec :
{ S0 = Q � (R+

X )=� M
,

{ s0
0 = ( q0; 
 0) avec 
 0 = [ v0],

{ ! se d�ecompose en deux types de transitions :
{ Les actions : (q; 
 ) a�! (q0; 
 0) ssi 9q

g;a;r
��! q0 2! , 
 j= g, 
 0 = 
 [r  0]

et 
 0 j= Inv (q0).

{ Les d�elais : ( q; 
 ) ��! (q;Succ(
 )) ssi Succ(
 ) j= Inv (q).

Il y a aussi correspondance entre les ex�ecutionsde A et celles deR A :
Pour toute ex�ecution ( q0; v0) t0�! a1�! (q1; v1) t1�! a2�! : : : an�! (qn ; vn ) de A, il existe

une ex�ecution (q0; 
 0) � �

�!
a1�! (q1; 
 1) � �

�!
a2�! : : : � �

�! an�! (qn ; 
 n ) dans R A (et r�eci-
proquement).

En conclusion, on a le r�esultat classique suivant :

Th�eor�eme 9 ([AD94]) Un �etat de contrôle qF est atteignable dans un au-
tomate temporis�e A ssi un �etat de la forme (qF ; 
 ) est accessible dansR A .

Cela donne clairement un algorithme pour d�ecider de l'accessibilit�e d'un
�etat de contrôle.

Model checking TCTL . La technique que nous venons de pr�esenter
s'adapte �a la v�eri�cation de formules de TCTL [ACD93]. Par exemple, pour
la version deTCTL avec op�erateursE U� k et A U� k , il su�t de construire
un graphe des r�egions avec une horloge suppl�ementairex � a�n de mesurer les
d�elais s�eparant deux con�gurations le long d'une ex�ecut ion. Pour �etiqueter
les �etats (q; 
 ) de l'automate des r�egions qui satisfont E' 1U� c' 2, il su�t de
v�eri�er si la formule ( CTL ) E' 1U(P[x � � c] ^ ' 2) est vraie en (q; 
 [x �  0])
o�u P[x � � c] est une proposition atomique �etiquetant les r�egions o�u x � � c :
l'horloge x � n'�etant jamais remise �a z�ero le long du chemin, la proposition
P[x � � c] indique bien que le temps �ecoul�e pour atteindre ' 2 satisfait � c.

Si on consid�ere les versions deTCTL avec des horloges de formule, il
su�t d'ajouter ces horloges au graphe de r�egions et d'adapter l'algorithme
d'�etiquetage classique deCTL dans le même esprit que ci-dessus.
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4.3.2 Complexit�e de l'accessibilit�e

L'accessibilit�e d'un �etat de contrôle est un probl�eme d i�cile :

Th�eor�eme 10 ([AD94]) L'accessibilit�e d'un �etat de contrôle dans un au-
tomate temporis�e est un probl�eme PSPACE-complet.

Ce r�esultat est montr�e pour le test du vide pour le langage reconnu par un
automate temporis�e mais il est clairement �equivalent �a c elui de l'accessibilit�e.
L'id�ee est de coder le comportement d'une machine de TuringM born�ee en
espace lin�eaire sur un motw sous la forme d'un automate temporis�e.

Une construction possible [AL02], que nous �evoquerons parla suite,
consiste �a d�e�nir un automate temporis�e A M ;w dont les �etats de contrôle
sont des paires (q; i) o�u q est un �etat de M et i un entier indiquant la po-
sition de la tête de lecture sur le ruban (1� i � j wj). Le contenu des cases
du ruban est cod�e avec des horloges. On suppose que l'alphabet de M est
compos�e de deux lettresf a; bg, on va utiliser deux horloges pour chaque case
i : x i et yi . On adopte la convention que la casei contient un a (resp. un b)
ssi x i = yi (resp. x i > y i ). Ce codage a la particularit�e d'être stable vis-�a-vis
de l'�ecoulement du temps. De plus, �ecrire un a consistera �a remettre x i et yi

�a z�ero, et �ecrire un b consiste �a laisser passer un temps strictement positif
puis �a remettre yi �a z�ero. En�n, un simple test x i = yi ou x i > y i su�t pour
tester la valeur d'une case du ruban.

Il reste �a d�e�nir les transitions de A M ;w . Supposons qu'il existe une

transition de A M ;w de la forme suivante 2 q
a=b=r
��! q0, alors on d�e�nira les

transitions (q; i)
g;step;r
����! (q0; i + 1) si i + 1 � j wj et o�u g est x i = yi et r est

f yi g. A�n de garantir qu'un d�elai strictement positif s�epare d eux transitions
discr�etes, on ajoutera une horloget et on compl�etera chaque garde avec la
contrainte t > 0.

En�n il faut rajouter une transition dont l'objectif est d'� ecrire sur le
ruban le mot initial w. La taille de A M ;w est bien polynomiale enM . Une
transition d'action de l'automate temporis�e correspond �a une transition de
la machine de Turing M . Ici nous utilisons des contraintes diagonales, mais
nous pourrions faire un autre codage : la complexit�e de l'accessibilit�e ne
d�epend pas de la pr�esence ou non des contraintes diagonales. En�n, notons
aussi que nous n'utilisons pas l'�etiquetage des transitions de l'automate :
toutes les transitions sont �etiquet�ees par le même label.

Deux r�esultats plus pr�ecis ont �et�e montr�e par Courcoub etis et Yannaka-
kis :

2a=b=r signi�e \lire a, �ecrire b et d�eplacer la tête de lecture vers la droite".
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Th�eor�eme 11 ([CY92]) { L'accessibilit�e d'un �etat de contrôle dans
un automate temporis�e �a trois horloges (ou plus) est PSPACE-complet.

{ L'accessibilit�e d'un �etat de contrôle dans un automate temporis�e o�u
les constantes appartiennent �af 0; 1g est PSPACE-complet.

Bien sûr si l'on borne le nombre d'horloges et la constante maximale, on
obtient un probl�eme NLOGSPACE-complet dans la mesure o�u la taille du
graphe des r�egions ne d�epend que de ces deux param�etres.

4.3.3 Complexit�e du model checking de TCTL

Le model checking deTCTL n'est pas plus di�cile que l'accessibilit�e :

Th�eor�eme 12 ([ACD93]) Le model checking de TCTL sur les automates
temporis�es est un probl�eme PSPACE-complet.

Le cot�e PSPACE-dur vient directement de la possibilit�e d' �enoncer les
propri�et�es d'accessibilit�e dans les AT. Pour montrer qu 'il est dans PSPACE,
il su�t de consid�erer un algorithme de model checking �a la v ol�ee sur le graphe
des r�egions : pour v�eri�er une propri�et�e �, il est su�san t de ne stocker que
j� j con�gurations et de proc�eder de mani�ere non-d�eterminis te.

4.3.4 Complexit�e du model checking de TLTL

Pour le temps lin�eaire, nous avons les r�esultats suivants:

Th�eor�eme 13 ([AFH96]) { Le model checking de TLTL sur les auto-
mates temporis�es est un probl�eme ind�ecidable.

{ Le model checking de TLTL� ;� sur les automates temporis�es est un
probl�eme PSPACE-complet.

Ces r�esultats soulignent clairement l'importance des contraintes exactes
\=c" dans les formalismes de sp�eci�cation. Le premier est bas�e sur la preuve
d'ind�ecidabilit�e de la logique MTL . On peut noter que ce r�esultat d�epend
fortement du choix de la s�emantique \interval based" ( cf. la remarque 1) :
dans [OW05] il est montr�e qu'avec la s�emantique \pointwis e" la logique MTL
est d�ecidable.
Le second provient du fait queTLTL � ;� correspond �a la logiqueMITL 0;1 ,
c'est �a dire lorsque les intervalles associ�es aux modalit�es Until contiennent
soit la borne gauche 0, soit la borne droite1 .
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4.4 Complexit�e du model checking des logiques
modales temporis�ees

Le premier r�esultat porte sur L �;� et ses variantes :

Th�eor�eme 14 ([AL02]) Le model checking de L�;� , L �
�;� et L� sur les

automates temporis�es est EXPTIME-complet.

{ La preuve de duret�e se fait pour le plus petit fragment, c'est-�a-dire L � .
On peut coder la non-acceptation d'un motw par une machine de Tu-
ring alternante born�ee en espace lin�eaire sous la forme d'un probl�eme
de model checking pour une formule deL � .
L'id�ee de cette r�eduction consiste �a reprendre la construction de A M ;w

pour la machine de Turing born�ee en espace lin�eaire d�ecrite pr�ec�edem-
ment avec des transitions Acc dans les con�gurations gagnantes, et
d'utiliser la formule de L � suivante pour coder le caract�ere alternant
de M 3 : � = max( X; [Acc]? ^ [� ] [step]h� i hstepi X ). On �enonce ainsi
que l'�etat courant (OU) n'est pas acceptant et que quelle que soit la
transition de la machineM choisie ([� ][a]), il existe alors une transition
depuis cet �etat (ET) qui am�ene �a un �etat qui n'est pas acce ptant etc.

{ L'appartenance �a EXPTIME s'explique par le fait que l'on p eut uti-
liser un algorithme standard de� -calcul sur le graphe des r�egions. Ce
dernier a une taille exponentielle en (j� j + jAj)2 et l'algorithme pour
le � -calcul s'ex�ecute enO(( j� j � jR A j)alt ) o�u alt d�esigne le nombre d'al-
ternations dans � [EL86], que l'on peut majorer par �. On obti ent
donc un algorithme exponentiel en � � (j� j + jAj)2.

On a même un r�esultat plus �n :

Th�eor�eme 15 ([AL02]) { La complexit�e en programme du model che-
cking de L�;� , L �

�;� et L� est EXPTIME-complete.
{ La complexit�e en sp�eci�cation du model checking de L�;� , L �

�;� et L� est
EXPTIME-complete.

Le premier point d�ecoule directement de la construction pr�ec�edente : la
formule utilis�ee pour �enoncer la non-acceptation du mot w par la machine
de Turing alternante M ne d�epend ni de w, ni de M .

La r�esultat pour la complexit�e en sp�eci�cation s'obtien t �a l'aide d'un
codage l�eg�erement di��erent. L'id�ee est d'utiliser une formule � M ;w de L �

pour �enoncer la non-acceptation dew par M 4 sur l'automate nil | un

3On suppose qu'il y a une alternation stricte des �etats OU/ET dans l'automate M .
4M d�esigne une machine de Turing alternante born�ee lin�eair ement en espace.
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automate sans horloge ni transition, qui ne peut que laisserpasser du temps.
La formule � M ;w va utiliser des horloges pour coder le contenu du ruban
(comme pour l'automate, nous aurons deux horlogesx i et yi pour chaque
cellule i ), jwj horloges pour coder la position de la tête de lecture (pi sera
inf�erieure �a 1 ssi la tête de lecture se trouve �a la position i ) et jQM j horloges
pour indiquer l'�etat de contrôle courant de M (pj sera inf�erieure �a 1 ssi l'�etat
de contrôle courant estj ). Il est alors possible de coder toutes les transitions
de M dans la formule deL � ainsi que son comportement alternant.

Les fragments de L �;� . Nous renvoyons �a [AL02] pour une pr�esen-
tation d�etaill�ee de tous les r�esultats concernant les nombreuses logiques
modales temporis�ees que l'on peut d�e�nir comme fragment de L �;� . Ici,
nous mentionnons juste deux points :
{ Le model checking des logiquesLs, SBLL et L 8S est PSPACE-complet

puisque chaque probl�emeA j= ' peut se ramener �a un probl�eme d'ac-
cessibilit�e sur un produit A � T' o�u T' est un automate de testde taille
polynomial en ' . Chacune de ces logiques impose des restrictions sur les
disjonctions et les modalit�es hai et h� i : on peut montrer que lever une
seule de ces restrictions rend le model checking EXPTIME-complet.

{ Même si l'on supprime les op�erateurs de point �xe dans L �;� , L �
�;� et L � ,

le model checking reste PSPACE-dur. La seule pr�esence d'horloges et des
modalit�es de base su�t �a �enoncer des probl�emes di�ciles et ce, même sur
le processusnil (i.e. la complexit�e en sp�eci�cation est PSPACE-dure).
En fait, tous ces probl�emes sont PSPACE-complets.

4.5 Complexit�e du model checking des automates
�a 1 ou 2 horloges

4.5.1 Accessibilit�e

Le premier r�esultat pour les 1C-AT concerne l'accessibilit�e :

Th�eor�eme 16 ([LMS04]) L'accessibilit�e d'un �etat de contrôle dans un
automate temporis�e �a une horloge est un probl�eme NLOGSPACE-complet.

Le cot�e NLOGSPACE-dur vient du cas non temporis�e. Pour montrer le
cot�e NLOGSPACE-facile, on utilise un algorithme non d�ete rministe bas�e sur
l'id�ee suivante. Soit A un 1C-AT et soit x son horloge. On notef 0; c1; : : : ; ckg
les constantes apparaissant dans les contraintes deA. Une con�guration de
A est une paire (q; v) o�u v d�esigne la valeur courante dex. Pour d�ecider si
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une transition q
g;a;r
��! q0 est tirable, il su�t de connâ�tre dans quel intervalle

]ci ; ci +1 [, [ci ; ci ] ou ]ck ; 1 [ la valeur v se situe. Il su�t donc de coder une
con�guration par une paire ( q; n) o�u n d�esigne le num�ero de l'intervalle
(n � 2k + 2 et k � j Aj). �Etant donn�ee une con�guration cod�ee de cette
mani�ere, il su�t, pour d�ecider de la valeur de v�erit�e d'u ne gardex � c, de
compter le nombren1 de contraintes distinctes inf�erieures �a c et le nombre
n2 de contraintes sup�erieures �a c : l'intervalle num�ero n v�eri�e x � c ssi ssi
n
2 � n1 et n

2 � k � n2 si n est pair, et n� 1
2 � n1 et n+1

2 � k � n2 si n
est impair. Le fait d'utiliser le num�ero de l'intervalle pe rmet d'obtenir un
algorithme en espace logarithmique.

Ce r�esultat signi�e que la complexit�e de l'accessibilit�e dans les auto-
mates temporis�es �a une horloge est identique �a celle de l'accessibilit�e dans
les automates classiques.

Par contre, d�es que l'on consid�ere deux horloges, nous observons un saut
de complexit�e :

Th�eor�eme 17 ([LMS04]) L'accessibilit�e d'un �etat de contrôle dans un
automate temporis�e �a deux horloges est un probl�eme NP-dur.

En e�et, consid�erons une instance du probl�eme SUBSET-SUM : f a1; : : : ;
apg des entiers et une valeur enti�ere b. On peut r�eduire ce probl�eme au
probl�eme de l'accessibilit�e de G dans l'automate temporis�e de la �gure 4.3.

G

x= a1 ;x :=0

x=0

x= a2 ;x :=0

x=0

x:=0
y= b̂ x=0

Fig. 4.3 { Codage de SUBSET-SUM avec un 2C-AT

Notons que cet automate �a deux horloges est tr�es simple puisque l'horloge
x est remise �a z�ero �a chaque transition. Consid�erer deux horloges au lieu
d'une horloge unique induit donc un saut de complexit�e même dans ce cas
particulier.

4.5.2 Model checking TCTL

Automates �a une horloge. Lorsque l'on consid�ere le model checking
des automates temporis�es �a une horloge pour une formule deTCTL , nous
retrouvons la complexit�e des automates avec un nombre quelconque d'hor-
loges :

Th�eor�eme 18 ([LMS04]) Le model checking de TCTL sur les automates
temporis�es �a une horloge est un probl�eme PSPACE-complet.
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L'appartenance �a PSPACE provient de la complexit�e du model checking
de TCTL dans le cas g�en�eral. Le cot�e dur peut se montrer avec la même
technique que celle utilis�ee pour prouver que le model checking TCTL sur
les SKD avec s�emantique continue est PSPACE-dur (Th�eor�eme 6).

Par contre, nous avons le r�esultat suivant qui montre qu'il est possible
d'avoir des algorithmes e�caces sur les automates �a une horloge lorsque l'on
utilise la logique TCTL � ;� :

Th�eor�eme 19 ([LMS04]) �Etant donn�ee un automate temporis�e �a une
horloge A = ( Q; q0; � ; f xg; ! A ; Inv ; l ) et une formule � de TCTL � ;� , d�e-
cider TA j= � peut se faire en tempsO

�
j� j5 � jQj3 � j! A j3

�
.

L'algorithme pour TCTL � ;� sur les 1C-AT est assez proche de celui pro-
pos�e pour le model checking deTCTL � ;� sur les SKD �a s�emantique continue,
n�eanmoins ici nous sommes face �a quelques di�cult�es suppl�ementaires car
les horloges ne sont pas toujours remises �a z�ero apr�es chaque transition.

L'objectif est donc le calcul d'unions d'intervalles Sat[q; ' ] pour toutes
les sous-formules' de �. Outre le fait que nous manipulons des positions �a
valeurs dansR+ (mais les bornes de ces intervalles sont toujours des entiers),
une autre di��erence par rapport aux SKD est que les intervalles peuvent être
ouverts ou ferm�es, �a gauche comme �a droite. On note CstA l'ensemble des
constantes apparaissant dans les contraintes deA (on suppose que 02 CstA ).

Consid�erons le cas de� def= E' U� c . Soit B l'ensemble de constantes com-
pos�e de CstA et de toutes les bornes des intervalles deSat[q; ' ] et Sat[q;  ]

pour tout q. On note B def= f b0; b1; : : : ; bkg en supposantb0 = 0 et bi < b i +1 .
On appelle I B l'ensemble d'intervalles [b0; b0], ]b0; b1[, [b1; b1], . . . , ]bk ; 1 [.
Tout intervalle � 2 I B v�eri�e les mêmes gardes de l'automateA, et unifor-
m�ement ' ou : ' , et  ou :  .

Le point cl�e de l'algorithme consiste �a construire un graphe G dont les
�etats vont correspondre �a des paires (q; � ), que l'on va utiliser pour construire
les Sat[q; � ]. Les transitions de G sont soit des transitions d'action (de A),
soit des transition de temps (abstrait : il n'y a pas de dur�ee) qui permettent
de passer �a l'intervalle adjacent.

Les positions contenues dans un intervalle� 2 I B ont un comportement
su�samment proche pour que l'on puisse leur associer une fonction de dur�ee
�  

q;� : � ! R+ qui associe �a chaque position de l'intervalle la dur�ee mini-
male pour atteindre un �etat v�eri�ant  (le long d'un chemin v�eri�ant ' ) et
pour que ces fonctions de dur�ee aient une structure particuli�ere : elles sont
constantes pour une partie gauche de� puis sont d�ecroissante (pente -1)
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pour la partie droite. La partie gauche de l'intervalle comprend les positions
dont un plus court chemin remet x �a z�ero avant de laisser passer du temps.
La partie droite (pente -1) contient les positions dont un plus court chemin
laisse passer du temps (pour atteindre au moins la borne droite) avant de
remettre x �a z�ero 5. On peut bien sûr avoir une partie gauche vide ou une
partie droite vide. La �gure 4.4 donne un exemple de fonctions de dur�ee
pour une s�equence d'intervalles.

0 b1 b2 b3 b4
x

c1
c2

�  
q;(b2 ;b3 ) = ( c1; c2)

Fig. 4.4 { Exemple de fonctions de dur�ee

Ce genre de fonctions peut se d�e�nir avec une paire (c1; c2) pour les
intervalles ouverts : repr�esentant les valeurs de la limite �a gauche et de la
limite �a droite de �  

q;� sur l'intervalle � si il est ouvert. On les d�e�nit avec
une unique valeur pour les intervalles ferm�es (restreints�a un point).

On peut appliquer sur le graphe G une variante de l'algorithme de
Bellman-Ford o�u l'on calcule les fonctions de dur�ee associ�ees �a chaque noeud
par approximations successives (pour cela on �etend les op�erations min et +
sur les fonctions de dur�ee).

Finalement il reste �a construire les ensemblesSat[q; � ] en fonction du
seuil c. Cette s�election peut amener �a casser un intervalle � en deux, on
peut montrer que d'une part jSat[q; � ]j est toujours born�e par 2 � j � j � j! A j et
d'autre part que le nombre de nouvelles constantes pouvant apparâ�tre dans
la s�election de sous-intervalles est born�e parj! A j +

P
qjSat[q;  ]j.

L'algorithme de Bellman-Ford a une complexit�e en O(jVG j � j! G j) et cela
donne une complexit�e 6 en O(jQj3 � j! A j3 � j � j4).

5Pour un �etat dans ( q;]bi ; bi +1 [), cela ne signi�e pas, contrairement au cas des SKD,
que l'on va passer par l'�etat ( q;[bi +1 ; bi +1 ]) car il se peut que des transitions d'actions
aient lieu avant l'attente et que la borne bi +1 soit atteinte pour un autre �etat q0.

6La complexit�e mentionn�ee dans [LMS04] est inf�erieure ma is elle est erron�ee en raison
d'une mauvaise �evaluation du nombre de nouvelles constantes pouvant être cr�e�ees par les
coupures d'intervalles.
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Automates �a deux horloges. Le premier r�esultat porte sur le model
checking deCTL , c'est �a dire sans contraintes temps-r�eel, nous avons :

Th�eor�eme 20 ([LMS04]) Le model checking de CTL sur les automates
temporis�es �a deux horloges est un probl�eme PSPACE-complet.

q0 q1 q2 : : : qn� 1 qn

x=2 0 ;x :=0

x = 0

x=2 1 ;x :=0

x = 0

x=2 n � 1 ;x :=0

x = 0

s0 : : :
x = 0

si : : :
x = 0

: : :

: : :

sn� 1 : : :

x = 0

: : : si si; 1 si;i si;i +1 si;n pi: : : : : :

x=2 0 ;x :=0

x = 0

x=2 1 ;x :=0

x = 0

x=2 i � 1 ;x :=0

x = 0

x=0

x=2 i +1 ;x :=0

x = 0

x=2 n � 1 ;x :=0

x = 0

x = 0 ^
y =
2n � 1

x =2 1 ;x :=0

x = 0

x=2 n � 1 ;x :=0

x = 0

Fig. 4.5 { L'automate A � �a deux horloges pour coder QBF avecCTL

La preuve se base sur une r�eduction de QBF (� def= 8p09p1 : : : 9pn� 1 � ' )
�a un probl�eme de model checking pour un 2C-AT et une formule de CTL .
L'automate A � est d�ecrit par la �gure 4.5 et la formule est :

� def=
�

Aq0U
�

q1 ^ (Eq1U(q2 ^ : : : U(qn ^ ' )))
��

avec ' def= ' [pi  EFpi ]. Un chemin depuis q0 est interpr�et�e comme une
valuation pour les pi : passer par la transition de dur�ee 2i a�ecte > �a pi ,
alors que passer par celle de dur�ee 0 lui a�ecte? .

On peut remarquer que l'automateA � a une horloge qui est remise �a z�ero
apr�es chaque transition, il s'agit donc, l�a encore, d'une sous-classe simple des
2C-AT.

Notons que ce r�esultat est �a comparer avec celui sur les 1C-AT pour
TCTL � ;� : dans les deux cas, le syst�eme complet (automate + formule)
comprend deux horloges et la logique �a v�eri�er est de tempsarborescent mais
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la complexit�e est tr�es di��erente. Le fait de pouvoir util iser des contraintes
exactes dans l'automate semble d�eterminant de ce point de vue.

On en d�eduit directement le corollaire suivant :

Corollaire 1 Le model checking de TCTL� ;� ou TCTL sur les automates
temporis�es �a deux horloges est un probl�eme PSPACE-complet.

Automates temps-r�eel. La v�eri�cation des automates �a une horloge re-
mise �a z�ero �a chaque transition a la même complexit�e que les 1C-AT :

Th�eor�eme 21 ([LMS04]) { L'accessibilit�e dans les automates temps-
r�eel est un probl�eme NLOGSPACE-complet.

{ Le model checking TCTL dans les automates temps-r�eel est un probl�eme
PSPACE-complet.

{ Le model checking TCTL� ;� dans les automates temps-r�eel est un pro-
bl�eme P-complet.

Notons que le cot�e PSPACE-dur pour TCTL provient du fait que la
preuve pour les 1C-AT utilise en fait un automate temps-r�eel.

4.5.3 Model checking L � , TLTL , etc.

La complexit�e du model checking des autres logiques pour les automates
�a une ou deux horloge(s) se d�eduit des autres r�esultats decomplexit�e. Pour
L � et L �;� , le model checking est EXPTIME-complet pour le processusnil
(sans horloge), cette complexit�e vaut donc aussi pour les 1C-AT et les 2C-
AT.

Pour les logiques de temps lin�eaire, le r�esultat d'ind�ecidabilit�e vaut tou-
jours pour le model checking deTLTL sur les 1C-AT et les 2C-AT, il repose
sur la possibilit�e de coder une ex�ecution d'une machine �a deux compteurs
avec une formule et l'automate (sans horloge) n'a qu'�a g�en�erer toutes les
ex�ecutions possible pour un certain alphabet. PourTLTL � ;� , le model che-
cking est toujours PSPACE-complet : il est d�ej�a PSPACE-du r pour LTL et
dans PSPACE pour les automates �an horloges.

4.6 Bisimulation temporis�ee

Tester si deux automates temporis�es sont bisimilaires estun probl�eme
di�cile :
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Th�eor�eme 22 ([LS00b]) { V�eri�er toute relation comprise entre la si-
mulation forte et la bisimulation forte sur les automates temporis�es est
un probl�eme EXPTIME-dur.

{ Tester si deux automates temporis�es sont fortement (bi)similaires est un
probl�eme EXPTIME-complet.

Pour le premier point, le cot�e \dur" vient de la constructio n d'une struc-
ture S contenant deux �etats s et s0 �a partir d'un mot w et d'une machine de
Turing alternante en espace polynomialM telle que (1) si M n'accepte pas
w, alors s et s0 sont bisimilaires, et (2) si M acceptew, alors s0 ne simule
pas s. Ainsi pour toute relation R entre la simulation et la bisimulation, on
a M n'accepte pasw ssi sRs0. La \structure" S peut être soit une compo-
sition parall�ele d'automates �nis (un syst�eme non plat), soit un automate
temporis�e.

Pour le second point, l'appartenance �a EXPTIME vient du fai t que la
simulation ou la bisimulation se code facilement avec le� -calcul temporis�e.
En e�et, consid�erons deux automates sans invariantA1 et A2 et leur compo-
sition parall�ele ( A1jA2) o�u leurs actions respectives sont non-synchronis�ees
(sauf le temps) mais seulement �etiquet�ees par le num�ero de l'automate ex�e-
cutant la transition. Alors on a : A1 est bisimilaire �a A2 ssi (A1jA2) j= Z
avec :

Z = �

^

a2 �

[a1] ha2i Z ^
^

a2 �

[a2] ha1i Z ^ [� ] Z

Si les automates ont des invariants, il faut les enlever (un invariant dans
un automate bloque l'�ecoulement du temps pour les deux composants) et
compl�eter la formule ci-dessus mais cela ne pose pas de probl�eme particulier 7

. Nous utilisons ici une composition parall�ele (A1jA2) mais nous pourrions
construire un unique automate de taille polynomiale.

4.7 V�eri�cation des compositions parall�eles d'AT

Les r�esultats que nous avons pr�esent�es pour les probl�emes de v�eri�cation
sur les AT de la formeA j= ' | �a l'exception de ceux portant sur les logiques
de temps lin�eaire |, montrent que leur complexit�e corresp ond exactement �a
celle du probl�eme correspondant pour les compositions parall�eles de syst�emes
non temporis�es : du point de vue de la complexit�e, une horloge se comporte
comme un composant.

7La construction est donn�ee dans le guide d'utilisation de C MC (voir la section sui-
vante).
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Le fait de consid�erer des compositions parall�eles d'automates temporis�es
(A1j : : : jAn ) ne change pas la complexit�e :

Th�eor�eme 23 ([AL02]) { L'accessibilit�e dans les compositions paral-
l�eles d'automates temporis�es est un probl�eme PSPACE-complet.

{ Le model checking des compositions parall�eles d'automates temporis�es
pour TCTL est un probl�eme PSPACE-complet.

{ Le model checking des compositions parall�eles d'automates temporis�es
pour L�;� ou L� est un probl�eme EXPTIME-complet.

{ Tester la (bi)simulation de deux compositions parall�eles d'automates
temporis�es est un probl�eme EXPTIME-complet.

Les deux premiers r�esultats sont obtenus en utilisant un algorithme �a la
vol�ee sur la composition parall�ele. Les deux derniers reposent sur le fait que
l'algorithme de model checking appliqu�e au graphe des r�egions du produit
des automates reste un algorithme dans EXPTIME.

Ces r�esultats sur la complexit�e des compositions parall�eles d'AT masquent
le fait qu'en pratique, ces probl�emes sont plus di�ciles que ceux de la forme
A j= ' . En e�et, pour r�esoudre un probl�eme ( A1j : : : jAn ) j= ' , il faut
traiter deux types di��erents d'explosion combinatoire : l 'une provient des
contraintes temps-r�eel (les horloges), la seconde provient de la mise en pa-
rall�ele. Et si ces deux aspects ne s'additionnent pas du point de vue de la
complexit�e th�eorique, ils ne se traitent pas facilement ensembleen pratique.
Par exemple, il est bien connu que l'explosion combinatoirede la partie
contrôle (la mise en parall�ele) est souvent bien prise en charge par des struc-
tures de donn�ees comme les BDD [BCM+ 90]. De même, la partie\contraintes
temporis�ees" peut être e�cacement manipul�ee par des DBM [BM83, Dil90]
(même si des probl�emes existent [Bou03]). Il reste qu'il n'existe pas de struc-
ture de donn�ees qui permette une manipulation e�cace de cesdeux aspects
ensemble. Cela reste un point sensible dans l'application du model checking
temporis�e aujourd'hui. C'est ce qui avait motiv�e notre in t�erêt pour la v�eri-
�cation compositionnelle.

4.7.1 Model checking compositionnel

Le model checking compositionnel consiste, �etant donn�ees une composi-
tion ( A1j : : : jAn ) et une formule ' , �a construire une formule '=A 1 telle que
(A1j : : : jAn ) j= ' ssi (A2j : : : jAn ) j= '=A 1. En r�ep�etant ce processus, n � 1
fois on se ram�ene �a v�eri�er que l'automate nil v�eri�e ou non la propri�et�e
'=A 1= : : : =An . On �evite ainsi la construction du mod�ele associ�e au produit
des automates. N�eanmoins la complexit�e est report�ee dans la formule, dont

61



(' 1 ^ ' 2)=q= ( ' 1=q) ^ (' 2=q) Z=q = Z q

(' 1 _ ' 2)=q= ( ' 1=q) _ (' 2=q)
�

hai '
�

=q=
_

q
g;b;r��! q0t.q. f (b;c)= a

g ^ (r in Inv (q0)) ^ hci
�

r in '=q 0
�

�
[a] '

�
=q=

^

q
g;b;r��! q0t.q. f (b;c)= a

(g ^ r in Inv (q0)) ) [c]
�

r in '=q 0
�

h� i '=q = h� i
�

Inv (q) ^ '=q
�

[� ] '=q = [ � ]
�

Inv (q) ) '=q
�

(x + c ./ y + d)=q= ( x + c ./ y + d) (x in ' )=q= x in
�

'=q
�

Tab. 4.1 { D�e�nition des r�egles pour construire '=q .

la taille va crô�tre au fur et �a mesure que l'on va quotienter les automates.
Dans cette op�eration, le comportement des automates est cod�e dans la for-
mule. Cette m�ethode peut n�eanmoins s'av�erer e�cace car o n applique apr�es
chaque quotient des r�egles de simpli�cation pour essayer de garder la for-
mule aussi petite que possible. De plus, dans la construction du quotient
on n'int�egre dans la formule que la partie du comportement de l'automate
qui est pertinente vis-�a-vis de la propri�et�e �a v�eri�er . Cette m�ethode a �et�e
propos�ee pour le model checking des syst�emes non temporis�es par Ander-
sen [And95] et nous l'avons �etendu pour les syst�emes temporis�es pour la
logique L � [LL95, LL98].

Ici nous rappelons la d�e�nition du quotient d'une formule p ar un �etat
de contrôle d'un automate et pour une fonction de synchronisation f . Le
tableau 4.1 d�ecrit cette construction pour les principales modalit�es de L � .
On peut remarquer que les horloges de l'automate deviennentdes horloges
de formule et que le nombre de variables de point �xe peut augmenter (au
pire chaque variable donne lieu �ajQj variables)

Nous avons alors le th�eor�eme suivant :
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Th�eor�eme 24 ([LL98]) �Etant donn�es deux automates temporis�esA1 =
(Q1; q1

0; � ; X 1; ! A 1 ; Inv 1; l1) et A2 = ( Q2; q2
0; � ; X 2; ! A 2 ; Inv 2; l2), une

fonction de synchronisation f et une formule de L� , nous avons pour toute
con�guration �etendue ((q1; v1); (q2; v2)) de(A1jA2)f et u une valuation pour
les horloges de formule :

�
((q1; v1); (q2; v2); u) j= '

�
ssi ((q2; v2); uv1) j= '=q 1

Depuis janvier 96, nous d�eveloppons un outil, CMC 8 (pour Composi-
tional Model Checking) qui impl�emente cette m�ethode compositionnelle. En
plus du quotient, il existe des r�egles de simpli�cation pour �eviter une trop
forte croissance de la taille de la formule. En�n, un algorithme de calcul de
point de �xe est aussi n�ecessaire pour r�esoudre la derni�ere �etape de la m�e-
thode (nil j= ' ) qui, rappelons-le (cf. le th�eor�eme 15), est d�ej�a un pro bl�eme
EXPTIME-complet.

Model checking compositionnel hybride. Nous avons aussi �etendu
cette m�ethode compositionnelle aux syst�emes hybrides lin�eaires [CL00]. Pour
cela, nous avons d�e�ni une extension deL � avec des variables dynamiques.
Bien sûr, la v�eri�cation de ces syst�emes est un probl�eme ind�ecidable, l'int�erêt
de notre m�ethode est essentiellement de permettre de passer d'un probl�eme
de model checking de la forme (A1j : : : jAn ) j= ' o�u ' est exprim�ee dans un
formalisme de haut niveau, �a un syst�eme d'�equations (de contraintes) sur les
variables dynamiques que l'on peut ensuite essayer de r�esoudre en utilisant
des calculs sur les poly�edres. L'outil CMC a ainsi �et�e �et endu pour v�eri�er
des syst�emes �a chronom�etres (on utilise toujours des DBM et on proc�ede
par sur-approximations dans les calculs de points �xes).

4.8 Conclusion

Les r�esultats pr�esent�es dans ce chapitre sont r�ecapitul�es dans le ta-
bleau 4.2, ceux sans r�ef�erence bibliographique s'obtiennent facilement �a par-
tir des autres r�esultats.

Il ressort de ce tableau qu'en g�en�eral, du point de vue de lacomplexit�e
du model checking, ajouter des horloges revient �a ajouter des composants,
c'est-�a-dire consid�erer la v�eri�cation d'une composit ion parall�ele plutôt que
celle d'un unique automate (ce constat ne s'applique pas auxlogiques de

8http://www.lsv.ens-cachan.fr/~fl/cmcweb.html

63



temps lin�eaire : la pr�esence de contraintes = c ou d'horloges de formule rend
le probl�eme ind�ecidable). Il y a donc un coût �a la v�eri�c ation temporis�ee.

Il faut aussi souligner que les automates temporis�es �a unehorloge b�en�e�-
cient de propri�et�es remarquables. Tout d'abord, ils perm ettent d'utiliser des
algorithmes de v�eri�cation e�caces, notamment celui en te mps polynomial
pour TCTL � ;� . Ceci est �evidemment important en pratique. Ce r�esultat
prolonge celui concernant les SKD �a s�emantique continue,mais il est encore
plus int�eressant dans la mesure o�u le temps continue est plus naturel pour
la mod�elisation. Ensuite il faut noter combien l'ajout d'u ne seconde horloge
entrâ�ne un saut de complexit�e �elev�ee : passer de une �a deux horloges se
paie cher du point de vue complexit�e. La classe des 1C-AT estdonc une
classe �a part avec de bonnes propri�et�es. D'autres �etudes ont d�ej�a soulign�e
cela : l'inclusion de langages temporis�es de mots �nis est d�ecidable pour les
1C-AT [OW04] (mais ind�ecidable pour les mots in�nis [ADOW0 5]) et le test
du vide pour les automates alternants temporis�es �a une horloge est aussi
d�ecidable [LW05].

64



A j= ' (A1j : : : jAn ) j= '
non-temporis�e 1C-AT 2C-AT nC-AT

Accessibilit�e NLOGSPACE-C NLOGSPACE-C NP-dur PSPACE-C PSPACE-C
[VW94] [LMS04] [LMS04] [CY92]

CTL P-C P-C PSPACE-C PSPACE-C PSPACE-C
[CES86, QS83] [LMS04]

TCTL - PSPACE-C PSPACE-C PSPACE-C PSPACE-C
[LMS04] [ACD93]

TCTL � ;� - P-C PSPACE-C PSPACE-C PSPACE-C
[LMS04]

L � P-C EXPTIME-C EXPTIME-C EXPTIME-C EXPTIME-C
[CS93] [AL02] [AL02]

L �;� UP \ coUP EXPTIME-C EXPTIME-C EXPTIME-C EXPTIME-C
[Jur98] [AL02] [AL02]

LTL PSPACE-C PSPACE-C PSPACE-C PSPACE-C PSPACE-C
[SC85]

TLTL - ind�ec. ind�ec. ind�ec. ind�ec.
[AFH96]

TLTL � ;� PSPACE-C PSPACE-C PSPACE-C PSPACE-C
[AFH96]

Tab. 4.2 { Complexit�e du model checking pour les automates temporis�es (T = R+ )
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Chapitre 5

Perspectives

Mes perspectives de recherche s'articulent autour de deux th�ematiques :
les mod�eles temporis�es pour la v�eri�cation et le contrô le temporis�e. Pour le
premier th�eme, on peut dissocier deux approches : d'une part la recherche
d'algorithmes e�caces pour le model checking temporis�e, on cherche alors
�a simpli�er la temporisation pour gagner en complexit�e et �eventuellement
combiner ces aspects temps-r�eel �a d'autres dimensions (probabilistes, coûts,
etc.). D'autre part, on peut au contraire, chercher �a �eten dre les mod�eles
existants pour les rendre plus proches de domaines d'application particuliers.

Model checking temporis�e e�cace. Les di��erents travaux pr�esent�es
dans ce document montrent qu'il existe des algorithmes e�caces pour le
model checking temporis�e �a condition de choisir le bon mod�ele et la bonne
logique. On peut observer que ces algorithmes ont �et�e obtenus de mani�ere ad-
hoc, ils ne r�esultent pas de l'application des m�ethodes standards sur des cas
particuliers : il faut les d�evelopper sp�ecialement pour les mod�eles consid�er�es
pour tenir compte de toutes leurs sp�eci�cit�es.

Ce bilan est en soi int�eressant puisqu'il permet d'envisager une applica-
tion de la v�eri�cation temporis�ee �a des mod�eles de taill e plus importante.
Et même si la restriction sur la temporisation est forte, ces mod�eles peuvent
être su�sants pour certains syst�emes.

Mais surtout, une autre motivation de ces travaux est que lescontraintes
temps-r�eel ne sont qu'un des aspects �a prendre en consid�eration lors de la
v�eri�cation d'un syst�eme complexe. Par exemple, mod�eli ser un syst�eme em-
barqu�e n�ecessite souvent de consid�erer des contraintesli�ees aux ressources
(par ex. l'�energie), de manipuler des donn�ees, d'int�egrer des aspects proba-
bilistes. . . Et bien sûr un tel syst�eme sera d�ecrit sous la forme de plusieurs
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composants reli�es par des m�ecanismes de communication. Chacun de ces
aspects est potentiellement une source d'explosion combinatoire et peut en-
trâ�ner des sauts de complexit�e importants.

Par exemple, la v�eri�cation des protocoles de communication CSMA-
CD ou CSMA-CA n�ecessite la prise en consid�eration du tempset d'aspects
probabilistes : ces protocoles peuvent être mod�elis�es par desautomates tem-
poris�es probabilistes [KNS02, DFH+ 05]. Actuellement, la v�eri�cation de ces
mod�eles proc�ede en deux �etapes : d'abord on construit un mod�ele o�u le
temps est abstrait, puis on y introduit les probabilit�es et ce mod�ele est alors
analys�e avec un outil comme PRISM [KNP04]. L'abstraction du temps se
fait soit sur la base de l'automate des r�egions (ou l'automate des zones), soit
en consid�erant un domaine de temps discret (voir [KNS03] pour une compa-
raison de ces approches). Il est clair que l'approche bas�eesur la construction
des r�egions ou des zones est tr�es coûteuse et ne peut pas être utilis�ee sur des
syst�emes un peu complexes.

D�es lors, il peut être int�eressant d'avoir des mod�eles pr�esentant des m�eca-
nismes de temporisation simples qui peuvent se combiner �a d'autres aspects,
par exemple probabilistes, sans entrâ�ner un coût trop �elev�e. C'est ce qui a
motiv�e notre travail sur les SKD probabilistes pr�esent�e �a la �n du chapitre 3.

La v�eri�cation du protocole ABR [BFKM03] illustre aussi ce ph�enom�ene.
En e�et, sa mod�elisation ne n�ecessitait qu'une seule horloge, mais compor-
tait plusieurs composants et surtout plusieurs param�etres dont il fallait trou-
ver les valeurs correctes. La di�cult�e reposait donc sur cette combinaison
temps+param�etres+composants.

Le probl�eme des ressources est aussi une question importante. Ces der-
ni�eres ann�ees, plusieurs travaux ont port�e sur des algorithmes de d�etection
de chemins (ou comportements)optimaux dans des automates temporis�es
munis de coûts. L�a encore, la d�e�nition de mod�eles parti culiers avec un
nombre restreint d'horloges et di��erentes notions de coût reste un th�eme de
recherche prometteur.

La d�e�nition de mod�eles et de langages de sp�eci�cation combinant plu-
sieurs aspects quantitatifs comme le temps, les probabilit�es et les coûts, est
donc un sujet important et encore assez peu explor�e. Les recherche sur les
mod�eles �a temporisation simple sont un point de d�epart in t�eressant pour cet
objectif.

D'autres mod�eles temporis�es. Certains domaines d'application n�eces-
sitent des mod�eles particuliers, parfois plus riches que les automates tempo-
ris�es classiques, il peut donc être int�eressant de d�evelopper des m�ethodes de
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v�eri�cation sp�eciales pour tirer parti de leurs propri�e t�es.
C'est le cas, par exemple, pour les probl�emes d'ordonnancement qui uti-

lisent naturellement des chronom�etres (horloges pouvants'arrêter et repar-
tir) pour mod�eliser la pr�eemption. Mais si le model checking des syst�emes
�a chronom�etres est un probl�eme ind�ecidable en g�en�era l, l'usage de ces chro-
nom�etres est ici su�samment particulier pour esp�erer pou voir obtenir des
algorithmes sur des mod�eles d�edi�es �a l'ordonnancement. Cela permettrait
d'appliquer les techniques du model checking �a des probl�emes non solubles
par des m�ethodes standards (par exemple : l'ordonnancement pr�eemptif avec
incertitude sur les dur�ees et les p�eriodes des tâches).

Les syst�emes sur puces,Systems on Chip, sont aussi un domaine d'ap-
plication int�eressant. La taille et la complexit�e de ces syst�emes a consid�e-
rablement augment�e ces derni�eres ann�ees, et l'usage de m�ethodes formelles
pour leur validation est un domaine en plein essor. La v�eri�cation de ces sys-
t�emes est un terrain possible pour l'utilisation des mod�eles �a temps discret
lorsqu'on les observe �a un haut niveau d'abstraction. Les mod�eles �a temps
dense restent n�ecessaires d�es lors que l'on souhaite analyser �nement leur
comportement ou que l'on s'int�eresse �a leur vitesse en vuede les connecter
�a d'autres composants.

En g�en�eral, lorsqu'on utilise des mod�eles formels pour un syst�eme par-
ticulier, on a souvent besoin d'adapter leur s�emantique oude tenir compte
de certains probl�emes li�es au codage du syst�eme dans le formalisme cible.
C'est ce type de probl�eme qui a motiv�e notre travail dans [B BBL05] : par
exemple, la mod�elisation d'un programme mettant �a jour de s variables peut
contenir des �etats interm�ediaires qui ne sont pas toujours pertinents au sens
o�u ils ne correspondent pas �a des �etats existants dans le syst�eme initial.
Une propri�et�e d'accessibilit�e n'a pas �a consid�erer ce s �etats l�a mais seulement
ceux o�u le syst�eme reste un temps non nul. Ces questions sont aussi abor-
d�ees dans les probl�emes de l'impl�ementabilit�e : lorsqu'on passe d'un mod�ele
formel �a une impl�ementation, on peut naturellement se tro uver face �a de
petites variations sur le comportement (par ex. des horloges). On souhaite
donc que les propri�et�es v�eri��ees sur le mod�ele support ent ce passage et les
perturbations engendr�ees.

A travers ces questions, on essaie d'adapter les mod�eles formels (exten-
sion, s�emantique etc.) aux contraintes pos�ees par des domaines d'application
particuliers.

Contrôle temporis�e. Le probl�eme de la synth�ese de contrôleur est, d'une
certaine mani�ere, une g�en�eralisation du model checking : on part d'un sys-
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t�eme S �a contrôler (un processus plong�e dans un environnement)et d'une
propri�et�e de correction �, et on cherche �a construire un contrôleur C tel
que C 
 S j = � o�u C 
 S repr�esente le syst�eme contrôl�e. La synth�ese de
contrôleur pose des probl�emes particuliers dans le cas temporis�e. Les no-
tions d'�ev�enements observables et contrôlables sont plus d�elicates. Le type
du contrôleur o�re aussi plusieurs possibilit�es : contrôle �echantillonn�e, non-
Z�enon, etc. Dans [BCL05], nous avons propos�e une m�ethodequi permet
de ramener la question de l'existence d'un contrôleur (sous forme de STT)
�a un probl�eme de model checking pour une extension deL � . Je souhaite
poursuivre ce travail dans plusieurs directions.

D'abord la question de la forme des strat�egies utilis�ees pour les objectifs
de contrôle �enonc�es avec des formules deL � demanderait �a être �etendue.
La solution propos�ee dans [BCL05] ne permet pas de rendre compte de
l'expressivit�e de la logique choisie. Ce probl�eme rejoint celui, plus g�en�eral,
de la d�e�nition des strat�egies pour le contrôle temporis �e.

Actuellement, le passage de l'existence d'un contrôleur �a sa construction
e�ective n'est pas r�esolu. Cette question est li�ee aux probl�emes de satisfai-
sabilit�e des logiques. En e�et, les propri�et�es de compositionnalit�e de L � font
que la synth�ese de contrôleur se r�eduit directement �a celui de la satisfaisabi-
lit�e. Ce probl�eme est souvent ind�ecidable pour les logiques temporis�ees, mais
il reste un probl�eme ouvert pour L � . Notons aussi que les choix s�emantiques
in
uent fortement sur ces questions et qu'il est fort possible que la d�e�nition
de variantes deL � munies d'une s�emantique appropri�ee permette d'obtenir
des r�esultats de d�ecidabilit�e. En�n, au del�a de la quest ion de la d�ecidabilit�e,
la mise au point de techniques symboliques pour r�esoudre ces questions sera
n�ecessaire pour les appliquer concr�etement.

L'�enonc�e de la contrôlabilit�e d'un syst�eme demande de s formalismes par-
ticuliers. La di��erence de statut entre les �ev�enements c ontrôlables et incon-
trôlables a motiv�e la d�e�nition d'un formalisme comme ATL [AHK02] dans le
cadre non temporis�e. Des tels formalismes o�u il est possible de quanti�er sur
les strat�egies sont des extensions tr�es int�eressantes des logiques temporelles
classiques. De telles logiques pour le cadre temporis�e restent aujourd'hui �a
d�e�nir, ce probl�eme est aussi reli�e �a la question de la fo rme des strat�egies.

En�n la question du contrôle rejoint aussi le probl�eme �ev oqu�e pr�ec�edem-
ment de l'analyse quantitative sur des coûts associ�es auxsyst�emes : chercher
des ex�ecutions o�u la fonction de coût v�eri�e telle ou tel le propri�et�e peut se
voir aussi sous la forme d'un probl�eme de contrôle particulier.
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Annexe A

Autres travaux |
expressivit�e des logiques
temporelles

A.1 Logique temporelle avec pass�e

La plupart des logiques temporelles classiques (CTL ou LTL ) ne contien-
nent pas d'op�erateurs du pass�e (S pour \Since" et X� 1 pour \Previous")
permettant de faire r�ef�erence aux instants ant�erieurs d u syst�eme. Pourtant,
les op�erateurs du pass�e facilitent l'expression de nombreuses propri�et�es et
rendent les sp�eci�cations plus naturelles.

Nous avons travaill�e sur la hi�erarchie classique des logiques du temps
arborescent et �etudi�e l'e�et, en terme d'expressivit�e, de l'ajout des op�era-
teurs du pass�e. Nous avons aussi introduit un nouvel op�erateur (not�e N pour
\Now") utile pour la sp�eci�cation avec des op�erateurs du p ass�e. Nous avons
notamment montr�e dans quel cas il est possible d'obtenir des traductions
de logique avec pass�e vers des logiques \pur futur". Les techniques mises en
oeuvre sont proches de celles utilis�ees dans [Gab89] pour le temps lin�eaire.
Ces r�esultats ont �et�e publi�es dans [LS97, LS00a].

Pour les logiques de temps lin�eaire, nous avons montr�e queles op�era-
teurs du pass�e apportaient de laconcision, c'est-�a-dire qu'il existe des for-
mules utilisant des op�erateurs du pass�e pour lesquelles toutes les formules
de LTL �equivalentes ont une taille au moins exponentielle par rapport �a
la formule de d�epart. Ce r�esultat donne un fondement th�eo rique au constat
(bien connu [LPZ85]) selon lequel les op�erateurs du pass�esont pratiques pour
�enoncer des propri�et�es. Nous avons aussi montr�e que la logique PLTL+ N est
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exponentiellement plus succincte que PLTL. Nous avons en�npropos�e un al-
gorithme de model checking et de satisfaisabilit�e pour PLTL+ N fond�e sur les
automates alternants et montr�e que ces deux probl�emes �etaient EXPSPACE-
complet. Ces r�esultats ont �et�e publi�es dans [LMS02b].

A.2 Logique temporelle quantitative

Nous avons �etudi�e des extensions quantitatives deCTL interpr�et�ees sur
des structures de Kripke avec \tick" : le temps est alors discret et avance
lorsqu'on arrive dans un �etat �etiquet�e par la propositio n \tick". Nous avons
�etudi�e des questions d'expressivit�e de plusieurs variantes de ces logiques
(TCTL , TCTL � ;� , TCTL h , . . . ) et obtenu des r�esultats de concision. En
e�et, dans le cadre des structures de Kripke avec \tick", chacune de ces
logiques peut se traduire enCTL , mais cette traduction a un coût exponen-
tiel. Nous avons aussi consid�er�e ces probl�emes dans le cas des logiques sans
op�erateur Next. Voir [LST03].

A.3 Logique modale temporis�ee L �

Dans [LLW95], nous avons avons travaill�e sur l'expressivit�e de la logique
modale temporis�eeL � (cf. chapitre 2). Nous avons notamment montr�e com-
ment construire des formules caract�eristiques (vis-�a-vis de la bisimulation
forte temporis�ee � ) pour les automates temporis�es : �etant donn�e un auto-
mate temporis�e A, on construit une formule � A telle que, pour tout automate
B , on a B j= � A ssi A � B . Ce type de construction peut aussi s'obtenir
avec la m�ethode du quotient utilis�ee pour le model checking compositionnel.

En ce qui concerne les probl�emes de satisfaisabilit�e deL � , nous avons
notamment d�ecrit un algorithme, pour, �etant donn�es une f ormule � et deux
entiers N et C, construire, s'il existe, un automate A avecN horloges etC
comme constante maximale tel queA j= �. Le probl�eme de la satisfaisabilit�e
reste un probl�eme ouvert.

A.4 S�emantique \presque partout" pour TCTL

Nous avons propos�e une variante de l'op�erateur Until, not�ee Ua (\Until
almost everywhere") dont la s�emantique est la suivante : unchemin v�eri�e
' Ua

� c ssi il existe un intervalle de mesure non nulle v�eri�ant uni form�ement
 et contenant une positionp �a distance � c de l'�etat initial, et tel que l'en-
semble des positions pr�ec�edantp et v�eri�ant : ' est de mesure nulle. Cette
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s�emantique est motiv�ee par la volont�e de ne pas consid�erer les �etats inter-
m�ediaires o�u l'on ne fait que passer en temps nul, le long d'une ex�ecution.
Il est courant que de tels �etats apparaissent dans les mod�eles, mais ils sont
g�en�eralement dus �a des contraintes li�ees aux formalismes utilis�es et ne sont
pas pertinents pour la v�eri�cation.

Nous avons donc introduit cette version de Until dansTCTL et mon-
tr�e qu'elle n'�etait pas exprimable avec la version standard de TCTL . Cette
preuve enrichit des techniques souvent utilis�ees pour leslogiques non-tempo-
ris�ees. Nous avons aussi montr�e que l'inverse (exprimer le Until standard avec
le Until \presque partout") n'�etait pas non plus possible. En�n, nous avons
montr�e que le model checking �etait d�ecidable (toujours v ia le graphe des r�e-
gions) sans surcoût de complexit�e. Ces r�esultats sont pr�esent�es dans [BBBL05].

A.5 Logique modale temporis�ee pour le contrôle

Le probl�eme du contrôle consiste �a synth�etiser un contr ôleur qui permet
de piloter un syst�eme de mani�ere �a ce qu'il v�eri�e une cer taine propri�et�e
de correction. C'est un probl�eme classique dans le cas non-temporis�e. Nous
avons d�e�ni une extension de L � avec un nouvel op�erateur ( [� i ) pour ex-
primer la contrôlabilit�e d'un syst�eme. L'existence d'un contrôleur se ram�ene
alors �a un probl�eme de model checking sur le syst�eme (un automate tempo-
ris�e) �a contrôler.

Nous avons aussi montr�e que cet op�erateur augmentait l'expressivit�e de
L � mais que le model checking restait EXPTIME-complet. Cette extension
a �et�e impl�ement�ee dans CMC. Ces r�esultats sont d�ecrit s dans [BCL05]
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