Devoir de logique.

L’objet du probleme est I’étude de logiques de “connaissances” utilisées notamment en
intelligence artificielle.

Pour introduire le sujet, rappelons le casse-téte trés connu sous le nom “les cocus de
Bagdad”. On suppose que, sur une ile peuplée de n personnes, k d’entre elles sont atteintes
d’une maladie, sans le savoir. En revanche, chacune a connaissance du statut (malade ou
non) des autres personnes que lui-méme. Chaque soir un bateau quitte 'ille pour emmener les
personnes qui se savent malades a ’hopital. En supposant & > 0, que personne ne communique
sur les maladies et que chacun raisonne parfaitement, personne ne prend le bateau jusqu’au
kieéme jour, et ce ce jour la k personnes prennent le bateau.

Syntaxe

Les formules sont construites sur un ensemble de variables propositionnelles P, 1, T, un
ensemble fini de modalités Kj,..., K, (les “connaissances des agents” 1,...,n) et les con-
necteurs habituels du calcul propositionnel. L’ensemble des formules F est le plus petit
ensemble tel que:

e Si P € P, P est une formule

e |. T sont des formules

e Si ¢ est une formule, Kj¢,..., K,¢ sont des formules.

e Si ¢, sont des formules, ¢ V ¥, A, p — 1, =¢ sont des formules.

Un jugement est une expression I' = ¢ o I est un ensemble fini de formules et ¢ est une
formule.

Sémantique

Une structure de Kripke S est (dans ce contexte) un ensemble, muni de n relations d’équivalences
=1,...,=n, et d'une applications I de S dans 27 . (Intuitivement, =; formalise I'indistinguabilité
de deux interprétations par un agent 7).

La relation de satisfaction (dans S) est la relation =sC S x F définie par récurrence sur
la formule:

e pourtout « € S, a =5 T et a s L
e afEs Pssi Pella)
alEsoNYssialEs et alEs Y

e a=s K;¢ ssi, pour tout a =; 3, 8 s ¢.

S E T = ¢ ssi, pour tout a € S tel que, pour tout ¢ € ', a =5 ¥, alors a s ¢.
Un jugement I" = ¢ est valide si pour toute structure de Kripke S, S =T = ¢.



Question 1

Parmi les jugements suivants, lesquels sont valides (¢, sont des formules arbitraires) ?
Justifier.

1. = K;T

2. = oV 0o

3. Kip=9¢

4. ¢ = K;¢

5. = KipVv K;—¢

6. Kip= K; Kio

7. Kig, Kity = Ki(d A1)
8. K; Kjo= K, K;¢

9. ¢ = Kim K;i—¢

10. “ K;¢ = K;,— K;¢

11. KZ(Qﬁ\/ Ky Vv — K19)2> K,oVv KoV - K0

Question 2

On ajoute aux regles de déduction naturelle les axiomes 3, 6, 10 ci-dessus ainsi que les regles
d’inférence (pour m >0et i =1,...,n):

¢1,---»¢m:>¢
Ki¢1,..., Kioyy = Ky

KI

1. Montrer que les jugements valides de la question 1 sont prouvables dans ce systeme

2. Montrer que le systéme d’inférence est correct

Question 3

L’objet de la question est de montrer la complétude du systeme d’inférence précédent pour
la sémantique de Kripke.

Si I' est un ensemble de formules, on note I'* I’ensemble des formules ¢ telles qu’il existe
un sous-ensemble fini 'y C T tel que 'y = ¢ est dérivable dans notre systeme d’inférence.
Un ensemble de formules I' est incohérent si 1L € T*. 1l est maximal cohérent si L ¢ T et,
pour toute formule ¢ ¢ ', L € (T'U{¢})*.

1. On suppose que I' est fini et cohérent et I' = ¢ est non dérivable.

(a) Montrer qu’il existe un ensemble IV maximal cohérent contenant I' et —¢



(b) On considére la structure de Kripke S des ensembles maximaux cohérents de
formules, muni des relations d’équivalence A =; © ssi { K¢, K¢ € A} =
{ Ki¢, K;¢p € O} et de la valuation I(A) = P N A. Montrer que, pour tout
a € S et toute formule ¥, o =5 ) si et seulement si ¢ € .

(c) Montrer que S ET' = ¢

2. Montrer la complétude du sytéme d’inférence.

3. L’axiome 3 est il nécessaire a la complétude 7

Question 4

Dans cette question, on suppose que n = 1 et on omettra donc 'indice des modalités K.

1. Montrer que, pour toutes formules ¢1, ..., Pn, V1, ..., Vm

Koéri,..., Kép = K1 V...V K,

est valide si et seulement s’il existe un i € {1,...,m} tel que Ko¢i,..., Ko, = 9; est
valide.

. On note AIqu la formule = K—¢. SiI' est un ensemble fini de formules, a =5 T' ssi,
pour toute formule v € T, a =5 7.
Montrer que, étant donné un ensemble fini de formules I', on peut calculer en temps
linéaire un ensemble I de formules (qui peuvent contenir K), tel que

e pour toute structure de Kripke S et tout a € S, a =g T ssi a =5 TV,

e I ne contient pas — et les négations n’apparaissent que devant les variables propo-
sitionnelles

e Si K¢ est une sous formule de I, alors ¢ ne contient ni K, ni K.

. Montrer la propriété de petit modele suivante: si I' = ¢ n’est pas valide, alors il existe
une structure de Kripke S et o € S tels que

b Ckb&s¢,
e pour tout ¥ €T, a =5 ¢

e Le cardinal de S est linéaire dans la taille de I, ¢.

4. Montrer que le probléeme de validité d’un jugement est co-NP complet.

On peut poser beaucoup d’autres questions (ce que nous ne faisons pas ici) comme la

généralisation de la question 4 & un nombre arbitraire d’agents (le probléeme devient PSPACE-
complet), ’ajout d’une modalité de “connaissance commune”, avec les régles correspondantes,
la formalisation des problemes du type de celui des cocus de Bagdad,...



Solution

Question 1

1.

10.

11.

Le jugement est valide: pour toute structure S et tout o € S, a =5 T, en particulier,
pour tout S =; a, B Es T et donc o =5 KT

. Le jugement est valide: pour toute structure S, pour tout a € S, a Es ¢ ou a =g —¢.

Le jugement est valide: pour toute structure S, pour tout o € S, a =5 K¢ entraine
B Es ¢ si f =; «, en particulier lorsque oo = 3.

Le jugement n’est pas valide. On considére la structure de Kripke suivante: n = 1,
S ={a1,a2}, a1 =1 ag, I(a1) = {P}, I(az) =D et $ = P. a1 =5 ¢, mais a1 s Ki¢
puisque ag s ¢.

. Le jugement n’est pas valide. Considérer la structure de Kripke a deux éléments {a, aa}

(avec P = {P} et un seul agent), dans laquelle I(a1) = 0, I(a2) = {P} et a1 =1 as.
Alors a1 = KP et ag = K—P. Intuitivement, I’agent n’a aucune information sur
I'interpétation de P.

Le jugement est valide. Soit S une structure de Kripke et a € S tel que a =5 K;¢. Si
B =i a, B Es K;¢ puisque, pour tout v =; 3, v =;= « par transitivité et donc v =g ¢.
Comme, pour tout 8 =; a, B s K;¢, par définition, o s K; K;¢.

Le jugement est valide. Soit S une structure de Kripke et a € S tel que o =5 K¢ et

a s K. Soit enfin f =; . Par définition, 8 =5 ¢ et 8 =5 ¥. Donc 8 |=s ¢ A 9.
Comme ce résultat est vrai pour tout 8 =; a, a =5 K(p A ).

Le jugement n’est pas valide. On construit la structure de Kripke a 3 sommets {a, b, ¢||
avec b =1 ¢, a =g b et I(a) = I(b) = {P}, I(c) = 0. a Es KyP puisque b =5 P et
a s P. Donc a s Kj Ky P, puisque a est seul dans sa classe pour =;.

Mais b = K1 P puisque b =1 cet P ¢ I(c). Donc a = Ky K; P puisque a =2 b.

Le jugement est valide. Soit S et a € S tels que a =5 ¢. Soit f =; a. Comme il existe

v =i B tel que v F£s —¢ (prendre v = ), S s Ki—¢, donc 5 s = K;—¢. Comme
a été choisi quelconque dans la classe d’équivalence de a, a s K;—= K;—¢.

Le jugement est valide. Si o =5 — K¢, alors il existe 5 =; «, f s —¢. Et, pour tout
v =i a, B =; v est tel que B Es —¢. Donc, pour tout v =; a, v s = K;¢. Donc
a s Ki- Ko

Le jugement est valide. Supposons que a s K;(¢V KoV — K;6). Alors, pour tout
B=ia, BEsoV Kiy V- Kb

e Si il existe v =; a tel que v s K, alors, pour tout 5 =; v, f | ¢ et donc,
pour tout § =; a, 5 Es ¢ et donc o s K.

e Siil existe v =; « tel que v =5 = K0, alors v = K;0 et donc il existe 5 =; v tel
que 8 s 6. Donc il existe f =; a tel que f s 0 et ainsi a frs K;0. 1l en résulte
que a s - K.



e Sinon, pour tout v =; «, v s = Kif et v s K, done, pour tout v =; «,
v Es ¢, et ainsi a s Ko

Comme on est toujours dans I'un des trois cas ci-dessus, a EFs K;9 V- K0V K;¢.

Question 2

On se permet d’utiliser le résultat de complétude de la déduction naturelle en calcul propo-
sitionnel. En particulier le lemme suivant: si I' = ¢ et IV,¢ = 1) sont prouvables, alors
I', TV = 1 est prouvable.

1. En dehors des axiomes et des jugements non valides, il reste 4 preuves a effectuer.

=T
= KT

KI

b = dNY
Ko, Ky = K(p A1)

KI

Ki—~¢ = —¢
Aff ———
6. Kmo=—0 6, Kimd=o
¢’ KZ_'¢ =1 b
b= Koo “Kio— K- K0
¢ = Ki= K;=¢

e

Lemma

oV KiyvVv- K0, Kb, K¢y = ¢ KT
Kit= K, K KoV KivwVv-K;0), K; Kb, Ki—~ K;vv = K;¢ 1
- K= K-~ Kiv Ki(pVv KivVv-K,0), Kb, Ki- K;v» = Ko I
Ki(pVv Kivv V- K;0), Kib,—- Kiv = K¢

Kl(qﬁ vV KV = KZH) = Kiov- K0V Ko

2. On raisonne par récurrence sur la preuve. Les axiomes ont été montrés valides dans la
question 1. Les regles de la déduction naturelle ont été prouvées correctes en cours et
I’extension aux structures de Kripke ne change rien a la preuve. Il ne reste que la regle
KI.



Supposons ¢1, ..., ¢, = ¥ valide.

Soit M une structure de Kripke et @ € M tels que o Fp Kidn, ..., Kidy,. Soit
B =; a. Par définition, S Eum ¢1,...,dm. Par validité de ¢1,...,¢m, f Es . Ce
résultat étant vrait pour tout S =; a, on a a s K;i. M et « sont arbitraires:
K;¢1,..., K;¢, = ¢ est donc valide.

Question 3

1.

(a)

On considére une énumération des formules ¢q, ..., ¢y, .... On définit la suite [,
comme suit: T'o =T U{-¢} et Tyy1 =T, U{op} si ¢, €%, Thp1 =T U {—0n}
sinon.

Soit ¥ = (J,,cny I'n- Montrons que ¥ est cohérent:

Par I’absurde, si ¥’ C ¥ est un sous-ensemble fini de ¥ tel que ¥/ = 1| est prou-
vable, alors ¥’ est un sous-ensemble de 1'un des I';. Prenons le d’indice minimal.
i # 0 puisque, par hypotheése, I' = ¢ n’est pas dérivable et donc L ¢ (I'U {—¢})*
(on utilise la regle Abs). Ou bien I'; = I';_; U {¢;} et, dans ce cas, ¢; € I'} | et
donc L € I'f_,, ce qui contredit la minimalité de ¢. Ou bien I'; = I';_; U {—¢;}
et, dans ce cas, L € I'} entraine que I';_1, =¢; = L est prouvable, ce qui entraine
I';_1 F L dérivable (par Abs). Mais ce n’est pas possible puisque I'; = I';_1 U{—¢; }
seulement si ¢; ¢ I'Y_;.

Dans tous les cas on obtient une contradiction: 1 ¢ ¥*. Donc ¥ est cohérent.

On remarque ensuite que, pour toute formule ¢, ¢ € ¥ ou —¢ € X. Donc pour
toute formule ¢, si ¢ ¢ 3, ¢ € Y et donc L € (XU{¢})*: ¥ est maximal cohérent.

On montre le résultat par récurrence sur ¢. (Note, nous n’avons jusqu'’ici utilisé
que le raisonnement par I'absurde, Az, -, et —; dans la question précédente. Tous
les autres axiomes ou regles qui sont nécessaires doivent apparaitre dans la preuve
ci-dessous).

Si ¢ € P, par définition, « =g ¢ ssi ¢ € a.

Sig=- . a s ¢ ssi a s ¥ ssi (par hypothese de récurrence) ¢ ¢ « ssi
- € a (par maximalité de «).

Sipg=0d1Npa . a s &1 A da ssia Es @1 et a =g ¢o ssi (par hypothese de
récurrence) ¢1,¢2 € a. Mais ¢1, P2 = @1 A ¢o est dérivable (A;), donc (par
maximalité de ), ¢1 A P2 € a. Récriproquement, si ¢1 A ¢2 € «, ¢1, 2 sont
dérivables (A¢) et donc ¢1, 2 € .

Donc a =5 ¢1 A ¢2 ssi ¢1 A ¢ € .

Sidp=¢1V e al=s dssials pr oua =g do ssi (par hypothese de récurrence),
P1 Eaou ¢g € . ¢1 = P1 V P2 et pa2 = P1 V ¢o sont dérivables (en utilisant
V;). Donc, par maximalité de «, ¢1 V ¢2 € . Réciproquement, si ¢1V ¢2 € a,
on ne peut pas avoir & la fois ~¢1 € o et —¢g € a, sinon (par V), L € a. Par
maximalité, il en résulte que ¢1 € a ou @9 € .

Si ¢ = ¢1 — ¢2 ** a completer **

Si ¢ = K;v , a Es ¢ entraine que, pour tout 5 tel que o =; 3, f = . Par
hypothese de récurrence, si o =; 3, alors ¢ € .

Soit o = { Kif| Kl € a} U{-K;0' | -~ K;0' € a}. & C «aet, si o’ est un
sous-ensemble fini de o, alors ou bien o/ = v est prouvable et, dans ce cas,



en utilisant K7, { K;0|0 € o} = K;1i} est dérivable. Or d’apres (10) et (6),
{Kifl0ecd} Cd Ca, donc Ko €a.

Ou bien il n’existe aucun sous-ensemble fini o de o/ tel que o’ = 1 n’est
dérivable. Dans ce cas, on consideére un ensemble maximal consistant 3 con-
tenant o/ et =) (il existe d’apres la question précédente). On remarque alors
que 8 =; a (aussi a cause de (10) et (6)). Donc 8 = 1, ce qui est absurde
puisque =) € B. Ce cas ne se produit donc pas et on a bien K;y € a.
Réciproquement, si ¢ € «, alors, pour tout 5 =; «, ¢ € 5. De plus, comme
K1 = 1 est prouvable, ¥ € 5. Donc, par hypothese de récurrence, 5 =g 1.
Il en résulte que a s K.

(¢) D’apres (a), il existe un IV cohérent maximal contenant I' et —¢; IV € S (nous le
notons ars pour éviter les confusions). D’apres (b), pour toute formule ¢ € T' C T,
ar [Es 1 et, comme —¢ € arr, ¢ ¢ aps par cohérence, donc ar [Es ¢. 1l en résulte
que apr FEs T'= ¢.

2. Si I' = ¢ n’est pas prouvable, d’apres la question précedente, il existe une structure S
telle que S £ T' = ¢. Par contraposée, si I' = ¢ est valide, il est prouvable.

3. Cet axiome est nécessaire. Pour le prouver, on considere I'interprétation suivante des
jugements: ¢ est la formule dans laquelle toutes les sous-formules K;¢ de ¢ sont
remplacées par T et J(¢1,...,¢n = ¢) = 1 si ¢1,...,0, = ¢ est valide en logique
propositionnelle classique et J(¢1,...,d, = ¢) = 0 sinon.

On note que, dans le systéeme de preuve privé de l'axiome 3, J(I' = ¢) = 1 est un
invariant: on ne peut prouver que des formules ayant cette propriété. Or elle n’est pas
satisfaite pour, par exemple, K;P = P. Il ne peut donc pas y avoir de preuve de
K;P = P en utilisant les autres regles.

Question 4

1. Si Ko¢i,..., K¢, = 9; est valide, alors, par complétude, Ko1,..., Ko, = 1; est

prouvable, et donc, en utilisant K1, K K¢1,..., K K¢, = K1u); est prouvable. Il
en résulte que Koy,..., Ko, = Ky V.-V Ki, est prouvable et donc valide, par
correction.

Réciproquement, si aucun des jugements Koi,..., K¢, = 1; n’est valide, il existe
des structures de Kripke Sy,..., S8 et a1 € S1,...,am € Sp, tels que, pour tout 4,

a; s, Vi et, pour tout j, oy =s;, K¢j;. On construit alors la structure de Kripke
S=85 W --¥US,, avec 'interprétation I qui est le prolongement des I;. De plus, on
ajoute a la relation d’équivalence a1 = - -+ = ayy,.

Dans cette structure, a; =s K¢, pour tous ¢,j. Par ailleurs, pour tout i, il existe
a; = aq tel que oy s ¥;. Donc, pour tout i, oy s K. Il en résulte que oy s
Ky V-V K.

2. L’idée était de commencer par éliminer les implications, puis de pousser les négations, de
maniere a ce qu’elles soient devant les modalités ou devant les variables propositionnelles.
Ces deux premieres étapes se font en temps linéaire (au plus doublement de la taille de
la formule) et préservent les modeéles.



Dans un deuxiéme temps, pousser les modalités en utilisant d’une part K(¢ A ) ~
K¢ A Kt (qui préserve les modeles), K K¢ ~~ K¢ et K- K¢ ~» - Ko qui
préservent aussi les modeles.

Apres ces étapes les occurrences de K sont seulement dans des formules K(¢1V---Vy,).
L’idée est alors d’utiliser léquivalence K(¢pV Ky V- KO)H KoV Ky v - K6 pour
pousser a nouveau les modalités.

Mais a ce point 1a, il y a une erreur (au moins dans la preuve attendue de la question): il
reste des situations dans lesquelles les modalités sont imbriquées. Par exemple K((¢1 A

Kos) V ¢3). Dans ce cas, on peut aussi pousser les modalités, mais & un cott qui n’est
plus linéaire:

K((¢1 A Koo) V ¢3) ((¢1V g3) A ( KooV ¢3))
(#1V ¢3) N K( KooV ¢3)

(o1 VP3) AN KooV Ko3)

AR A

~
od
~

La formule ¢3 est dupliquée et la mise en forme normale des formules (au moins suivant
cette méthode) est exponentielle dans le pire cas.

. Cette question est correcte, mais la preuve n’utilise pas en fait la question précédente.

On remarque la propriété suivante: 0H( K¢ A 0[T/ K¢]) V (= Ko A 0[L/ K¢]). In-
formellement: on peut deviner si K¢ est satisfait ou non et, selon ce qu’on a deviné,
remplacer K¢ par T ou L dans la formule.

Prouvons I’équivalence logique dans le cas d’'une modalité unique, par récurrence sur le
contexte dans lequel apparait K¢ (ou, par récurrence sur 0).

e Sif = Ko, alors on a bien 0H( Ko A T)V (- Ko A L)

e Si 6 = 01 A 02, par hypothese de récurrence, 0;H( Ko A 6;[T/ Ko¢]) V (- Ko A
0;[L/ K¢]). Donc

0n0 H  (KoAO[T/ K|V (- Konbi[L/ Kg)))
AN( Ko A O[T/ Ko]) V (= Ko A ba[L/ Kol))
H (Kon(0iA02)[T/ K|V (= Ko A (0 A62)[L/] Ko

e Si 6 = —), par hypothese de récurrence,

VH( Ko AP[T/ K@)V (- Ko AL/ Kg))

¢ H (- Kovo[T/Ko))A( KoV -ip[L/ Kg)
H (Kon—o[T/ Kg))V (- Ko AL/ Ko
Les autres connecteurs logiques (V, —) se traitent de maniere aussi immédiate
e Si # = K, pour une structure de Kripke arbitraire S et a € S. a s K
ssi pour tout 5 = «, B s 1. Par hypothese de récurrence, 8 s ¢ ssi f Es
Ko AT/ K¢ ou B l=s = Ko AL/ Kg.
Mais f s K¢ ssi a |=s Ko ssi pour tout v = 3, v Es K¢. Donc, pour tout
y=a,vEs Ko Ap[T/ K¢] ou bien, pour tout v = o, v |Fs = Ko AL/ K.



I en résulte que o s K( Ko AY[T/ Ko@) ou a s K(neg Ko Ap[L/) Ko)).
En utilisant les axiomes (valides),

a s (Ko A Ky[T/ Kg]) Vneg Ko A KL/ Ko))

Noter que cette propriété est fausse avec deux modalités, car le remplacement ne peut
pas se faire sous une modalité sans altérer les modeles.

Par récurrence sur le nombre d’occurrences de modalités dans la formule 6, 0 est logique-
ment équivalente a une disjonction de formules de la forme

Kor A A Kop A= K A A= Kby Aw

ou aucune des formules ¢1,...,¢n,¥1,...,%m,w ne contient de modalité (nous ap-
pellerons ces formules simples) et la taille de K¢y A+ AKpp A= Kipy A+ - A= Kby Aw
est inférieure ou égale a 2 fois celle de 6. (Noter cependant que le nombre de formules
dans la disjonction peut étre exponentiel dans le nombres d’occurrences de K dans 6).

e Dans le cas de base, il n’y a pas d’occurrence de K dans 6 et il suffit de prendre
0 elle méme qui est une formule simple.

e Si = Koy ouf =- Ky ou v ne contient pas de modalité, 6 est & nouveau une
formule simple.

e Sinon, # = C[ K¢] ot C' est un contexte non trivial et ¢ ne contient pas d’occurrence
de K. Par la remarque ci-dessus, H( K¢ A C[T]) V (- K¢ A C[L]) et on peut
de plus normaliser cette derniere formule par les regles de simplification de 1, T.
Soenit KoA0; et = KpAbs les formules ainsi obtenues: OH( KoAby)V (-~ KoAabds).
|- KopAOa| < 14| Ko|+14+|C|—1 = |0|+1et | Konby| < | Kp|+1+|C|—1 = |6].
Par hypothese de récurrence, 01, 02 sont équivalentes a des disjonctions de formules
simples o1,...,04 et 01,...,0) respectivement de tailles inférieures a 2|6, |, 2|62|. ¢
est alors logiquement équivalente a la disjonction des formules KoAoq, ..., KpA
ok, Ko Aol,...,m Ko Aoy, qui sont toutes des formules simples, de taille resp.
inférieures a | Ko| + 1 + 2|61] < 2|6, |- K¢| + 1 + 2|6 < 2]6].

I' = ¢ n'est pas valide ssi I' U {—¢} posséde un modele ssi la conjonction de —¢ et
des formules de I' possede un modele. Il suffit donc, pour répondre a la question, de
montrer que toute formule satisfaisable possede un modele de taille linéaire.

D’apres ce que nous venons de voir, toute formule 6 est logiquement équivalente a une
disjonction de formules simples de taille bornée par 2|6|. 6 est satisfaisable ssi 'une de
ces formules simples est satisfaisable. 1l suffit donc de montrer que les formules simples
satisfaisables ont des modeles de taille linéaire.

Supposons que w = ¢ A AL, Kipy A AL, - K6; est satisfaisable (dy s, w) et con-
struisons un modele S; de cardinal 1+ m: {ap,...,an} dans lequel tous les a; sont
équivalents.

e I(do) = ¢ A NIy ¥ puisque w = ¢ A A i et ¢ A N[, ¢ ne contient pas K.
On choisit I(ag) = I(dp).



e Pour tout j > 1, il existe d; =g, do tel que d; =s, =6; A Ai; ¥i. On choisit alors
I(e) = 1(55)-

ag Es, w: ag Es, ¢ par construction. Pour tout j, o =g, 1; par construction, donc
(67} ):Sl K"Lﬁj. Enﬁn, ay %51 Hj donc (67)) ):31 - ng.

. Il suffit de montrer que la satisfaisabilité d’une formule est dans NP (la NP-difficulté
résulte de la NP-difficulté en calcul propositionnel). Si 6 est une formule, on commence
par choisir de fagon non déterministe un sous-ensemble des sous-formules de 6 dont le
symbole de téte est K, c’est -a dire: on choisit de maniére non déterministe 'une des
formules simples de la forme normale de la question précédente. 0 est satisfaisable ssi
I'une de ces formules simples est satisfaisables. De plus, une fois choisi le sous-ensemble
de sous-formules de 6 de symbole de téte K, le calcul de cette formule simple s’effectue
en temps linéaire.

Il suffit donc de montrer que la satisfaisabilité des formules simples est dans NP.

Pour cela, on utilise la question précédente: on choisit de fagon non-déterministe, m + 1
interprétations des variables propositionnelles (ot m est le nombre d’occurrences de = K
dans la formule) et on vérifie ensuite (en temps polynomial) que la structure obtenue
en considérant la structure dans laquelle toutes les interprétations sont équivalentes,
satisfait la formule.
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