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RésuméLes protooles de ommuniation asynhrones sont naturellement modélisés par des automatesommuniants via des anaux FIFO non-bornés. Dans ette thèse nous nous intéressons auxvariantes des LCS (Lossy Channel Systems) pour lesquelles les pertes de messages dans les a-naux se font de façon probabiliste. Plus préisément, on onsidère tour à tour des sémantiquessous forme de haînes de Markov et de proessus de déision markoviens. Grâe à un théorèmegénéral de onvergene de ertains points �xes dans les systèmes de transition bien struturés,nous prouvons pour les deux modèles (PLCS et NPLCS) de nombreux résultats de déidabilitévis-à-vis de la véri�ation de propriétés du temps linéaire. Nous donnons également les limitesdes modèles par l'intermédiaire de résultats d'indéidabilité. Un prototype a fait l'objet del'implémentation des algorithmes développés dans la thèse. Malgré la grande omplexité desproblèmes (non primitifs réursifs) et outil a permis de prouver des propriétés de vivaité surdes protooles tels que le Bit Alterné et le protoole de Pahl.Mots-lefs : Véri�ation formelle, Lossy Channel Systems, Probabilités.
AbstratAsynhronous ommuniation protools are naturally seen as ommuniating �nite automataover unbounded FIFO hannels. In this thesis, we onsider variants of LCS (Lossy ChannelSystems) for whih message losses are probabilisti. More preisely, we introdue the modelsof Probabilisti LCS (PLCS), and Nondeterministi and Probabilisti LCS (NPLCS) whosesemantis are respetively Markov hains and Markov deision proesses. A general riterionon onvergene of �xed points expressions in Well Strutured Transition Systems allows toprove a number of deidability results with respet to veri�ation of linear-time propertiesfor both models. We also prove undeidability results to show the limits of these models. Aprototype tool in OCaml implements the algorithms of this thesis. Despite the high omplexityof the problems, this tool allows to prove liveness properties of ommuniation protools suhas the Alternating Bit Protool and Pahl's protool.Keywords : Formal veri�ation, Lossy Channel Systems, Probabilities.
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IntrodutionLa véri�ation : une néessité Les systèmes informatisés sont de plus en plus présentsdans notre soiété. On trouve par exemple des systèmes embarqués dans les moyens de trans-port ou de téléommuniation. Ces appliations mettent en ÷uvre des programmes ayant despropriétés dé�nies dans un ahier des harges, qui ne oïnide par forément ave l'implé-mentation. Dans ertains domaines, les omportements inattendus de logiiels peuvent avoirdes onséquenes dramatiques, tant sur le plan éonomique que sur le plan humain. D'autrepart, la omplexité roissante des algorithmes utilisés fait qu'il est de plus en plus di�ile de seonvainre de la �abilité des programmes. Pour toutes es raisons, il est de nos jours néessairede onevoir des méthodes pour prouver le bon fontionnement des systèmes informatiques.Les méthodes formelles Nous nous intéressons plus partiulièrement aux méthodes ditesformelles, qui herhent à garantir la �abilité des systèmes en passant par une modélisationmathématique de eux-i. Il y a trois grandes familles de méthodes formelles : le test, la dé-monstration automatique et le model-heking (ou véri�ation de modèles). Le test onsisteà générer des sénarios d'exéution du système, et à véri�er que sur es as partiuliers, lesystème suit le omportement attendu. La démonstration automatique a pour but de déduiremathématiquement les propriétés du système pour pouvoir s'assurer de son bon fontionne-ment. En�n le model-heking permet de véri�er automatiquement qu'un système satisfaitune propriété donnée. Le point ommun de es méthodes est de fournir un adre formel per-mettant d'augmenter la on�ane dans la �abilité des programmes. Par la suite, nous nousplaçons dans le adre du model-heking, dont le prinipe est détaillé i-dessous.Le �model-heking� Le model-heking (ou véri�ation de modèles), est une méthodede validation des systèmes informatiques qui onsiste à véri�er automatiquement si le modèle
S d'un système satisfait une propriété φ, ei étant noté S |= φ. Étant donné un programmeinformatique et une propriété omportementale pour e programme, l'approhe par model-heking passe tout d'abord par la modélisation à la fois du programme et de la propriété.Dans un deuxième temps, un algorithme est appliqué à es deux objets pour déterminersi la modélisation du système satisfait la spéi�ation de la propriété. La mise en plae detehniques de model-heking omporte don trois aspets : développer des modèles pour lessystèmes informatiques (tenant ompte des spéi�ités du programme à analyser), trouver desformalismes adaptés à l'expression des propriétés à véri�er, et en�n onevoir des algorithmeset des outils pour tester si le modèle satisfait la spéi�ation. Dans ette thèse, nous dé�nissonsde nouveaux modèles et algorithmes pour la véri�ation de protooles de ommuniation.Un des intérêts du model-heking est d'utiliser, �té spéi�ation un langage préis, paropposition aux propriétés exprimées en langage naturel que l'on trouve par exemple dansun ahier des harges. D'autre part, en omparaison ave le test le model-heking possède11



INTRODUCTIONl'avantage de onsidérer toutes les exéutions possibles d'un système. Cette exhaustivité estpartiulièrement appréiable dans le as où à la fois du non-déterminisme et des probabilitésinterviennent, ar es deux notions multiplient le nombre de tests qu'il faudrait générer. En�n,le formalisme du model-heking o�re un adre unique pour herher à prouver la orretionou la �abilité d'un système ainsi que pour évaluer ses performanes.Les protooles de ommuniations Dans ette thèse, nous nous intéressons à un ertaintype de systèmes informatiques, les protooles de ommuniation asynhrones. Ces dernierspeuvent être modélisés sous la forme de systèmes ommuniants : plusieurs entités s'envoient(et reçoivent) des messages et hangent d'états en fontion de es ommuniations. Plus parti-ulièrement, nous onsidérerons des systèmes ommuniants par anaux non �ables, pouvantainsi exprimer des erreurs dans la transmission des messages (perte, orruption, insertion, et...). De façon surprenante, es hypothèses de non-�abilité permettent d'établir des résultatsde déidabilité, et don des algorithmes, qui n'existent pas dans le as parfait (sans erreur detransmission). Par exemple, des tehniques symboliques ont permis de véri�er automatique-ment ertaines propriétés de sûreté de protooles asynhrones onçus pour résister aux pertesde message.Les ontributions de ette thèse Nous détaillons les ontributions de ette thèse, partiepar partie.Première partie : Dans la première partie, nous faisons des rappels sur les automates om-muniants et les automates ommuniants à pertes (ou Lossy Channel Systems). Nous in-troduisons également une nouvelle représentation pour les ensembles de on�gurations de esderniers. Ces ensembles sont appelés régions régulières puisqu'ils sont onstitués de on�gura-tions dont les ontenus des anaux forment des langages réguliers. Nous donnons également uneextension des Lossy Channel Systems : les LCS étendus. Dans e nouveau modèle, les règlesde transition sont gardées, préisément par des régions régulières. Cela permet de rendre unetransition tirable ou non, selon les messages qui se trouvent dans les anaux. Par exemple, onpeut tester le vide d'un anal, ou faire des tests d'ourrene d'un message donné pour autori-ser le franhissement d'une transition. Certains protooles de ommuniation utilisent de telstests dans leur spéi�ation ; les LCS étendus o�rent alors la possibilité de mieux modéliserles protooles, en supprimant les abstrations faites quand on modélise un hoix exlusif pardu non déterminisme.La deuxième ontribution du Chapitre 1 onsiste à établir, dans un adre général, uneondition su�sante pour la onvergene en temps �ni de points �xes dé�nis par des termes d'un
µ-alul (et exposée dans [BBS06b℄). Plus préisément, nous nous plaçons dans la situationoù un système in�ni est muni d'un bel ordre. Sur l'ensemble des on�gurations de e système,nous dé�nissons une algèbre des régions : 'est-à-dire un ensemble de régions (qui sont desensembles de on�gurations partiuliers) et des opérateurs monotones sur es régions. Dans lasuite, on s'intéresse en partiulier aux algèbres e�etives, i.e. pour lesquelles les opérateurs sonte�etifs. Dans e adre très général d'algèbre des régions e�etive, nous établissons alors unritère de onvergene des termes dé�nis par points �xes (éventuellement imbriqués). Ce ritèrerepose sur les propriétés du bel ordre entre les on�gurations, en partiulier la onvergene entemps �ni des suites roissantes d'ensembles fermés vers le haut.Les LCS étendus ave les régions régulières et, pour opérateurs, les opérateurs booléens, lesprédéesseurs, et les opérateurs de l�ture (vers le haut et vers le bas) forment une instane12



INTRODUCTIONde l'algèbre des régions, sur lequel notre théorème général est valable. Comme appliationde e résultat, on obtient don des résultats (nouveaux ou déjà onnus) de onvergene depoint �xes pour les LCS, et e, de façon élégante. Par exemple, on redémontre la déidabilitédu problème de l'aessibilité (et même la alulabilité de l'ensemble des prédéesseurs), del'aessibilité ontrainte, et on prouve la déidabilité d'une nouvelle notion : l'aessibilité sansrisque. Ces résultats sur les ensembles alulables pour les LCS nous seront très utiles pourla véri�ation des PLCS et des NPLCS, deux modélisation des protooles de ommuniationsasynhrones, qui ajoutent une notion probabiliste de orretion.Deuxième Partie : Nous dé�nissons un nouveau modèle de PLCS (Probabilisti LossyChannel Systems), qui di�ère quelque peu des modèles existants. La modélisation des au-tomates ommuniants à pertes par des haînes des Markov onstitue, en partiulier vis à visdu traitement des pertes, une amélioration par rapport à la modélisation exlusivement nondéterministe. En e�et, les pertes de messages sont vues de façon naturelles omme des fautesqui se produisent de façon aléatoire. Le modèle non déterministe est trop pessimiste : il se peutque tous les messages soient perdus. Les probabilités permettent d'évauer es omportementsmarginaux puisqu'ils forment des ensembles négligeables.Le modèle de PLCS que nous dé�nissons [BS03, ABRS05℄ est un peu di�érent du modèlepréédent, introduit pas Purushothaman Iyer et Narasimha [PN97℄. Il est à nos yeux plusréaliste pour deux raisons. Tout d'abord, dans notre modèle, la probabilité qu'un message(non �xé) soit perdu est plus grande si les anaux ontiennent beauoup de messages, e quiest réaliste en pratique. D'autre part les résultats que nous obtenons pour véri�ation sontindépendants du taux de perte, e qui semble raisonnable quand elui-i n'est pas onnu,et seulement estimé. En partiulier, on montre que quelque soit le taux de perte, l'ensembledes on�gurations où les anaux sont vides onstitue un attrateur pour le système. Celasigni�e que presque toutes les exéutions du système visitent in�niment souvent et ensemblede on�gurations.Pour prouver l'existene de l'attrateur �ni, nous avons dé�ni un ritère, qui permet derendre les preuves plus élégantes, et surtout moins ad ho. Brièvement, si l'on peut partitionnerl'ensemble des on�gurations d'une haînes de Markov en tranhes numérotées par les entiersnaturels et telles que à haque étape, l'espérane de la prohaine tranhe est moindre, alorsla tranhe 0 est un attrateur. Nous avons quali�é de telles haînes de Markov de �orientéesà gauhe� puisque l'on peut s'imaginer les tranhes les unes à �té des autres, la tranhe 0étant le plus à gauhe.L'étude des haînes de Markov ave attrateur �ni possède des points ommuns avel'étude des haînes de Markov �nies. En partiulier, les valeurs des probabilités sur les transi-tions n'in�uent pas pour la véri�ation qualitative de propriétés : seule la topologie du graphesous-jaent importe. Nous donnons des algorithmes pour la véri�ation de propriétés d'aes-sibilité et d'aessibilité répétée dans les haînes de Markov ave attrateur �ni, puis nous lesappliquons aux PLCS. Ces résultats permettent de prouver la déidabilité de la véri�ationqualitative de formules du temps linéaire pour les PLCS.Troisième Partie : Dans une troisième partie, nous introduisons un nouveau formalisme,elui des NPLCS (Nondeterministi Probabilisti Channel Systems). Les NPLCS fournissentun bon modèle pour les protooles de ommuniation, en modélisant les pertes de façon pro-babiliste et les hoix entre les ations du système de façon déterministe. Au lieu des haînes deMarkov (omme pour les PLCS), on s'intéresse don à des proessus de déisions markoviens(ou enore haînes de Markov onurrentes).La véri�ation des proessus de déision markoviens est plus omplexe que elle des haînes13



INTRODUCTIONde Markov. Tout d'abord, on ne peut pas dé�nir diretement d'espae de probabilité sur lesproessus de déision markoviens. Il est néessaire pour ela de �xer les hoix non détermi-nistes par le biais de e que l'on appelle un adversaire. Une fois un adversaire �xé, un proessusde déision markovien devient une haîne de Markov (enore à espae d'états dénombrable).Les questions qui se posent alors sont du types : �quel que soit l'adversaire, la probabilitéde véri�er une formule donnée est-elle 1 ?� Il existe en réalité quatre variantes de véri�a-tion qualitative selon que l'on veut véri�er une propriété presque sûrement, ave probabilitéstritement positive, ave probabilité stritement inférieure à 1 ou ave probabilité nulle.Le premier résultat que nous établissons est l'indéidabilité de la véri�ation de formulesdu temps linéaire pour les quatre variantes. En utilisant la négation, il su�t en fait de leprouver pour deux as (par exemple �presque sûrement� et �ave probabilité positive�). Ce-pendant, pour ertaines lasses de formules (par exemple les propriétés d'aessibilité), lesquatre problèmes sont déidables. De plus, la déidabilité est enore vraie dans es as pourdes adversaires restreints : les adversaires à mémoire �nie. Comme les preuves d'indéidabilitéutilisent fortement des adversaires à mémoire in�nie, nous menons une nouvelles étude, ettefois-i en se restreignant aux adversaires à mémoire �nie. Il en ressort que les problèmes de vé-ri�ation qualitative de formules du temps linéaire sont déidables pour les NPLCS en présened'adversaires à mémoire �nie. On le montre en plusieurs temps : tout d'abord on s'intéresseà des propriétés simples (aessibilité et aessibilité répétée), puis on montre la déidabilitépour des formules de Streett. Dans tous les as, on érit l'ensemble des on�gurations à partirdesquelles tous les adversaires véri�ent une propriété donnée pour un ritère qualitatif, sousla forme d'un terme gardé du µ-alul. La onvergene déoule alors du théorème que nousavons établi dans la première partie. Pour obtenir la déidabilité pour les formules du tempslinéaire en général, on utilise une méthode lassique : à partir d'une formule ϕ, on onstruitun automate �ni ave onditions d'aeptation de Streett dont le langage aepté est onsti-tué des exéutions satisfaisant ϕ ; le produit d'un NPLCS ave l'automate de Streett est unnouveau NPLCS qui a les bonnes propriétés suivantes : la mesure des exéutions du nouveauNPLCS qui véri�ent une propriété de Streett est la même que la mesure des exéutions del'anien NPLCS qui véri�ent ϕ. On réduit don la véri�ation de formules du temps linéaireà la véri�ation de propriétés de Streett.Nous avons étendu es résultats à des adversaires (toujours à mémoire �nie) équitables.Par équitables, on entend que l'ensemble des exéutions non équitables qui sont générées estnégligeable. Les propriétés d'équité sont des propriétés d'équité forte de la forme : si in�nimentsouvent un ensemble de transitions est tirable, alors in�niment souvent une des transitions deet ensemble sera tirée. En onlusion, pour les formules du temps linéaire et des adversaireséquitables, la véri�ation qualitative est déidable pour les NPLCS.Quatrième Partie : À partir des tehniques exposées dans la troisième partie, nous avonsdéveloppé un prototype de model-heker pour les NPLCS. Nous donnons des détails surl'implémentation et dérivons les résultats obtenus dans la quatrième Partie. Ce prototype,implémenté en OCaml, nous a permis de véri�er des propriétés de sûreté, et de vivaité pourdeux protooles de ommuniations : le protoole du Bit Alterné et le protoole de Pahl. Nousavons prouvé le bon fontionnement de es deux protooles modélisés par des NPLCS, sousertaines hypothèses d'équité (odées dans la formule ou par l'intermédiaire des adversaires).
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Première partieLossy Channel Systems
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Dans ette partie, nous introduisons les automates ommuniants, ou Channel Systems,puis les automates ommuniants à pertes (Lossy Channel Systems, �LCS�) qui sont des auto-mates ommuniants pour lesquels on onsidère que les anaux de ommuniation ne sont pas�ables et peuvent perdre des messages. On fournit un adre général pour l'étude des systèmesin�nis qui est partiulièrement adapté aux LCS. Les tehniques de véri�ation présentées iiserviront dans les parties suivantes, 'est-à-dire lors de l'étude des LCS probabilistes, et desLCS probabilistes et non déterministes. Nous rappelons les dé�nitions lassiques des systèmesommuniants et systèmes ommuniants à pertes et énonçons ertains résultats qui nousseront utiles dans la suite. On pro�te de es rappels pour dé�nir une nouvelle sémantique opé-rationnelle qui généralise elles qui existaient préédemment. D'autre part, on donne un adregénéral pour la onvergene de points �xes qui apparaissent dans les problèmes de véri�ation.Ce résultat s'applique en partiulier à la véri�ation des LCS, mais aussi, omme on le verradans les parties suivantes, à la véri�ation des LCS ave pertes probabilistes.
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Chapitre 1Automates ommuniants
Sommaire1.1 Le modèle des automates ommuniants . . . . . . . . . . . . . . 201.1.1 Canaux parfaits . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 201.1.2 Canaux à pertes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 231.1.3 Variantes de LCS . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 251.2 Automates ommuniants étendus . . . . . . . . . . . . . . . . . . 261.3 Regular model-heking pour les LCS . . . . . . . . . . . . . . . . 271.3.1 Algèbre des régions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 281.3.2 Mu-alul gardé - Théorème de onvergene . . . . . . . . . . . . . . 311.3.3 Véri�ation des LCS . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 331.3.4 Historique des représentations symboliques . . . . . . . . . . . . . . 35Les automates ommuniants (hannel systems) sont des systèmes omposés d'automates�nis qui peuvent ommuniquer par l'intermédiaire de anaux non bornés. Les ommuniationsse font de façon asynhrone et l'ordre des messages est toujours préservé, i.e. les anaux sontFIFO (�rst in �rst out). Ainsi, les messages sont reçus dans l'ordre où ils sont envoyés. Cemodèle permet de dérire naturellement des protooles de ommuniations entre plusieursentités. Il est d'ailleurs à la base de la sémantique de ertains langages de spéi�ation deprotooles tels que SDL [ITU99℄ et Estelle [BD87℄. Le système représenté Figure 1.1 onstitueun exemple d'automate ommuniant. Deux omposants, le �serveur� et le �lient�, (représentésserveur c2?msg

c2?req

c1!ack

lient
c2!msg

c2!stop

c1?ack

c1?hup

anal c1
ack ack hupanal c2
msg stopFig. 1.1 � Un exemple d'automates ommuniantsde part et d'autre des anaux) ommuniquent par l'éhange de messages au travers des anaux

c1 et c2. Le serveur et le lient peuvent hanger d'état de ontr�le en envoyant ou en reevant19



CHAPITRE 1. AUTOMATES COMMUNICANTSdes messages. L'ation onsistant à érire un message msg en queue du anal c2 est notée
c2!msg alors que elle orrespondant à la leture du message ack en tête du anal c1 est notée
c1?ack.1.1 Le modèle des automates ommuniantsToutes les dé�nitions seront illustrées sur l'exemple qui suit. Il s'agit d'un automate om-muniant omposé d'un émetteur et d'un réepteur qui implémentent le protoole du BitAlterné [BSW69℄. Ce protoole a pour but de pallier les pertes de messages en envoyant àplusieurs reprises les données et les ausés de réeption, et utilise un bit (de valeur 0 ou 1)pour distinguer les messages.

E1 E2 R1 R2

c1!0 c1!1 c2!1 c2!0

c2?1 c2?0 c1?1 c1?0

c2?0

c2?1

c1?0

c1?1

anal c1
0 0 1anal c2

1 0Fig. 1.2 � Une modélisation du protoole du Bit AlternéLa Figure 1.2 représente les deux omposants (émetteur et réepteur) et les anaux c1 et
c2 ontenant des messages ; c1 est utilisé pour les données et c2 pour les ausés de réeption.1.1.1 Canaux parfaitsDans la dé�nition formelle d'un automate ommuniant, on onsidère un unique automate�ni dont le omportement est déterminé par les messages qu'il peut érire et lire dans desanaux, qu'il utilise omme des �les FIFO. Cette hypothèse n'est en auun as une restrition,puisqu'il su�t à partir de plusieurs automates de onstruire le produit pour obtenir un seulproessus.Dans la Figure 1.3, on a réalisé le produit des deux omposants, pour obtenir un uniqueautomate �ni. De plus, pour simpli�er le shéma, on a représenté plusieurs boules en uneseule en érivant de multiples opérations sur une unique boule.Dé�nition 1.1 (Automate ommuniant - CS). Un automate ommuniant (ou ChannelSystem, CS en abrégé) est un n-uplet L = 〈S,C,M,∆〉 omposé des éléments suivants :� S = {s, . . .} un ensemble �ni d'états de ontr�le,� C = {c1, . . .} un ensemble �ni de anaux,� M = {m, . . .} un alphabet �ni de messages, et� ∆ = {δ, . . .} un ensemble �ni de règles de transition.Les règles de transition forment un sous-ensemble de S × ({C × {?, !} ×M} ∪ {√}) × S.Si δ = (s, op, s′) ∈ ∆ est une règle, op est appelé l'opération de δ et on note δ : s

op−→ s′. Onérira plus simplement c!m (resp. c?m) pour (c, !,m) (resp. (c, ?,m)). On détaille i-dessousla signi�ation des di�érentes opérations.� c!m envoyer le message m sur le anal c,� c?m lire le message m sur le anal c,� √ ation interne d'un des proessus. 20



1.1. LE MODÈLE DES AUTOMATES COMMUNICANTS
E1R1

E2R1

E1R2

E2R2

c1!0
c2!1
c2?1
c1?1

c1!0
c2!0
c2?0
c1?1

c1!1
c2!1
c2?0
c1?1

c1!1
c2!0
c2?0
c1?0

c2?0 c2?0c2?1 c2?1

c1?0

c1?0

c1?1

c1?1

anal c1
0 0 1anal c2

1 0

Fig. 1.3 � Le Bit Alterné sous forme d'automate ommuniantSémantique opérationnelle Dans la suite on onsidère un automate ommuniant L =
〈S,C,M,∆〉 �xé.On appelle on�guration de L un ouple σ = (q,w) onstitué d'un état de ontr�le s ∈ Set d'une valuation des anaux : w : C→ M∗. Une on�guration représente l'état du système, àla fois l'état de ontr�le dans lequel se trouve l'automate �ni, et les ontenus des anaux. Dansla suite, on notera pour simpli�er ε à la fois pour le mot vide et pour désigner la valuationayant tous les anaux vides. L'ensemble de toutes les on�gurations est noté Conf. Dansl'exemple de la Figure 1.3, la on�guration dans laquelle se trouve l'automate ommuniantest (E2R2, (100, 10)) 'est-à-dire que l'état de ontr�le est E2R2 (grisé) le ontenu du anal
c1, 100 et le ontenu du anal c2 est 10.Dé�nition 1.2 (Règle tirable). Une règle de transition δ : (s, op, s′) est tirable dans laon�guration σ = (t,w) si� premièrement s = t et� l'opération op est réalisable à partir de w ; formellementériture ou ation interne auune ontrainte sur wleture si op = c?m, alors il existe w ∈ M∗ tel que w(c) = mw, 'est-à-dire qu'unmessage m se trouve en tête du anal c.L'ensemble des règles de transition de ∆ tirables dans une on�guration σ donnée est noté
∆(σ). Toujours sur l'exemple du modèle du bit alterné, et pour la on�guration ourante,
∆(E2R2, (100, 10)) = {E2R2

c1?1−−→ E2R1, E2R2
c1!1−→ E2R2, E2R2

c2!0−→ E2R1, E2R2
c2?1−−→ E1R2, }.Remarque 1.3. On fera souvent l'hypothèse qu'il n'y a auune on�guration bloquante, etdon que ∆(σ) 6= ∅ pour toute on�guration σ ∈ Conf. Cela revient à supposer en partiulierque pour haque état de ontr�le s ∈ S, il existe une règle de transition δ = (s, op, s′) où opest une opération du type ériture ou ation interne puisque e sont les seules qui sont tirableslorsque les anaux sont vides.À un automate ommuniant, on assoie un système de transitions, dont les états sont leson�gurations de Conf, et les transitions sont dérites i-dessous. On note →perf la relation de21



CHAPITRE 1. AUTOMATES COMMUNICANTStransition1. Soient σ et τ deux on�gurations. On note δ : σ →perf τ (ou enore σ δ−→perf τ)si δ est tirable dans σ, et τ est le résultat de l'appliation de la règle de transition δ à laon�guration σ. Détaillons e dernier point. Supposons que δ = (s, op, t), σ = (s,w) et
τ = (t,v) (l'état de ontr�le de σ est néessairement s pour que δ soit tirable). Les ontenusdes anaux v après transition sont obtenus à partir de w et en fontion de l'ation op ommeon s'y attend :ériture c!m : v est obtenu à partir de w en érivant m à la �n du ontenu du anal c :

v(d)
def
=

{
w(d) si d 6= c

w(d)m sinon.leture c?m : v est obtenu à partir de w en lisant m en tête du anal c :
v(d)

def
=

{
w(d) si d 6= c

w sinon, et si w(d) = mw.ation interne √ : le ontenu des anaux est inhangé, v = w.On note STL = (Conf,→perf) le système de transitions ainsi obtenu. Telle que nous l'avonsdé�nie, la relation de transition →perf est un sous-ensemble de Conf ×∆ × Conf. Parfois, onla verra omme un sous-ensemble de Conf ×Op× Conf où Op est l'ensemble des opérations.Prédéesseurs et suesseurs On dé�nit les prédéesseurs et suesseurs d'une on�gura-tion et d'un ensemble de on�gurations omme habituellement. Tout d'abord, les prédéesseurset suesseurs d'une on�guration σ par une règle de transition δ sont donnés par :
Pre[δ](σ)

def
= {τ ∈ Conf|τ δ−→perf σ}

Post [δ](σ)
def
= {τ ∈ Conf|σ δ−→perf τ}Ensuite, pour A ⊆ Conf,

Pre[δ](A)
def
=

⋃

σ∈A

Pre[δ](A) et Post [δ](A)
def
=

⋃

σ∈A

Post [δ](A),

Pre(A)
def
=

⋃

δ∈∆

Pre[δ](A) et Post(A)
def
=

⋃

δ∈∆

Post [δ](A).Pouvoir d'expression Le modèle des automates ommuniants possède la puissane desmahines de Turing [BZ83℄. Plus préisément, les automates ommuniants permettent desimuler des mahines de Turing en temps quadratique. Un anal de ommuniation est su�santpour simuler un ruban de mahine de Turing ; les éritures et letures en milieu de rubannéessitent de permuter irulairement les messages puisqu'on ne peut qu'érire en queue etlire en tête. Cei explique le oût quadratique du odage.Le fait qu'on puisse simuler une mahine de Turing par un automate ommuniant entraînel'indéidabilité de tous les problèmes de véri�ation non triviaux, onformément au Théorèmede Rie. Par exemple, l'aessibilité (savoir si une on�guration donnée - états des proessus1L'indie perf met l'aent sur le fait que les transitions sont parfaites, 'est-à-dire sans pertes, par oppositionave le as des Lossy Channel Systems. 22



1.1. LE MODÈLE DES AUTOMATES COMMUNICANTSet ontenu des anaux - est aessible à partir d'une on�guration initiale) est un problèmeindéidable.Des restritions sur le modèle permettent de simpli�er les problèmes et en partiulierentraînent des résultats de déidabilité. C'est bien sûr le as si l'on borne la taille maximale desanaux. On obtient alors un système ayant un nombre �ni de on�gurations et l'aessibilitédevient déidable. Le problème est alors PSPACE-omplet. Néanmoins, il est ommode deonserver des anaux possiblement in�nis pour, par exemple, prendre en ompte les délaisarbitraires de transmission des messages. Dans le adre de anaux à apaité in�nie, unefaçon de restaurer la déidabilité de ertaines propriétés est de se restreindre aux systèmesommuniants pour lesquels l'ensemble d'aessibilité est régulier [Pa87℄, 'est-à-dire dans leas où, pour tout état de ontr�le l'ensemble des ontenus de anaux possibles à partir d'uneon�guration initiale �xée onstitue un langage régulier. Il se trouve que ette propriété derégularité est fréquente en pratique. C'est le as par exemple pour le modèle du bit alterné dela Figure 1.3 page 21, quelque soit la on�guration initiale. Cependant l'algorithme de déisionassoié n'est pas utilisable en pratique.Une façon de �simpli�er� le modèle est de onsidérer que les anaux ne sont pas totalement�ables, et peuvent perdre des messages. Cette hypothèse est de plus pertinente dans le asde modélisation de protooles de ommuniation, ar les pertes de messages sont tout à faitréalistes dans e domaine. Dans le modèle des automates ommuniants par anaux à pertes,ertains problèmes, dont l'aessibilité, sont déidables alors qu'ils sont indéidables dans leas de anaux parfaits. Nous le verrons en détail dans la suite.1.1.2 Canaux à pertesOn s'intéresse à présent à un modèle d'automates ommuniants ave anaux non �ables.Nous désignerons dans ette thèse un tel système par le terme de LCS, pour Lossy ChannelSystem. Le modèle des LCS permet de dérire de façon réaliste des protooles qui justementont pour but d'établir une ommuniation en présene de perturbations, que e soient despertes, des altérations ou enore des insertions de messages. Le prinipal type d'erreurs quenous onsidérons est la perte de messages. Pontuellement (dans la sous-setion 3.5.1), ononsidérera également d'autres omportements défetueux, omme la dupliation, la orrup-tion, ou l'insertion de messages.A�n de formaliser les pertes de messages, on ommene par introduire une relation, appeléerelation de sous-mot.Relation de sous-motLes pertes de messages sont formalisées par l'intermédiaire de l'ordre sous-mot sur lesontenus des anaux. Les propriétés de ette relation sont à l'origine des résultats positifspour les systèmes à anaux non �ables.Dé�nition 1.4 (Sous-mot). Soit Σ un alphabet �ni. Pour x, y ∈ Σ∗, on dit que x est unsous-mot de y, noté x ⊑ y s'il existe y0, · · · , yn ∈ M∗ tels que
x = a1 · · · an et y = y0a1y1 · · · anyn ave ai ∈ Σ.Autrement dit, x est sous-mot de y s'il peut être obtenu à partir de y en �e�açant� deslettres, non forément ontiguës. La relation sous-mot est ré�exive, transitive et antisymé-trique, don ⊑ est une relation d'ordre. De plus,23



CHAPITRE 1. AUTOMATES COMMUNICANTSThéorème 1.5 (Higman [Hig52℄). La relation ⊑ est un bel-ordre partiel.Cela signi�e que de toute suite in�nie (xi)i∈N de mots sur l'alphabet Σ, on peut extraireune sous-suite in�nie roissante. Ou enore que tout ensemble de mots possède un nombre �nid'éléments minimaux pour l'ordre ⊑. On renvoie le leteur à [Kru72℄ pour es deux aratéri-sations équivalentes.Nous introduisons à présent les notions de fermeture vers le haut (ou vers le bas), etde noyau fermé vers le haut (ou vers le bas) pour un ensemble de mots. Ces dé�nitions sontgénérales pour les ensembles munis d'une relation d'ordre. Soit don (W,⊑) un ensemble munid'un bel ordre.Dé�nition 1.6 (Ensembles fermés partiuliers). Soit V ⊆ W . On dé�nit les ensembles sui-vants :fermeture vers le haut C↑V
def
= {w ∈W |∃v ∈ V t.q. v ⊑ w}fermeture vers le bas C↓V

def
= {w ∈W |∃v ∈ V t.q. w ⊑ v}noyau fermé vers le haut K↑V

def
= {w ∈ V |∀v ⊒ w, v ∈ V }noyau fermé vers le bas K↓V

def
= {w ∈ V |∀v ⊑ w, v ∈ V }On dit que V ⊆W est fermé vers le haut si V = C↑V . Symétriquement, V est fermé versle bas si V = C↓V .La fermeture vers le haut de V est le plus petit fermé vers le haut ontenant V . Le noyaufermé vers le haut de V est le plus grand fermé vers le haut inlus dans V . La fermeture versle bas et le noyau fermé vers le bas possèdent des aratéristiques symétriques :Proposition 1.7. Soit V un sous-ensemble quelonque de W . Alors,� W \K↑(V ) = C↓(W \ V )� W \K↓(V ) = C↑(W \ V )Notation 1.8. On érira fréquemment ↑V au lieu de C↑V pour désigner la fermeture vers lehaut de V . Si v ∈W , ↑v dénote l'ensemble des éléments w ∈W tels que v ⊑ w.Si σ ∈ Conf, ↑σ dénote l'ensemble des on�gurations τ telles que σ ⊑ τ .Une onséquene du résultat de Higman est que les suites roissantes d'ensembles fermésvers le haut onvergent en temps �ni [Kru72℄. Préisément,Proposition 1.9. Soit L0 ⊆ L1 ⊆ L2 · · · une suite roissante d'ensembles fermés vers lehaut. Alors il existe un indie k ∈ N tel que Lk =

⋃
i∈N

Li.On étend la relation de sous-mot (et les opérateurs C↑, C↓, K↑ et K↓) aux on�gurationsen demandant pour avoir σ ⊑ σ′, que les états de ontr�le soient identiques, et que pourhaque anal le ontenu dans σ est un sous-mot du ontenu dans σ′. Formellement :
(s,w) ⊑ (t,v) ssi {

s = t et,
w(c) ⊑ v(c) ∀c ∈ C.Remarque 1.10. La relation ⊑ sur les on�gurations est enore un bel ordre.24



1.1. LE MODÈLE DES AUTOMATES COMMUNICANTSSémantique opérationnelleLa sémantique que nous hoisissons pour les LCS suppose que les pertes de messages ontlieu à haque étape après une ation (ériture, leture, opération interne) du système.Nous faisons e hoix dans la sémantique, et nous le suivrons dans la suite, puisqu'il failitela dé�nition des modèles probabilistes.La sémantique des automates ommuniants par des anaux à pertes est donnée de façonformelle i-dessous. Soient σ et σ′ deux on�gurations d'un automate ommuniant L. Onnote σ →loss σ
′ si σ′ ⊑ σ, 'est-à-dire si la on�guration σ′ peut être obtenue à partir de σen perdant des messages. Les transitions dans L onsidéré omme un automate à pertes sonttoutes elles de la forme σ → τ ′ pour lesquelles il existe τ telle que σ →perf τ et τ →loss τ

′. Enpartiulier, une étape parfaite (sans perte) est possible, et don le omportement d'un LCSenglobe elui du système ommuniant parfait qui lui est assoié.On appelle hemin de L toute suite �nie de on�gurations σ0, · · · , σn telle que σi → σi+1pour 0 ≤ i ≤ n− 1. En�n, on appelle exéution une suite in�nie de on�gurations σ0, σ1, · · ·telle que σi → σi+1 pour i ≥ 0.La sémantique que nous hoisissons d'adopter ii possède la propriété suivante onernantles prédéesseurs en une étape.Proposition 1.11. Soit A un ensemble quelonque de on�gurations.
Pre(A) = Preperf(↑A)où Preperf dénote l'ensemble des prédéesseurs par une transition parfaite (sans perte).Preuve : Par dé�nition Pre[→] = Pre[→perf →loss] = Pre[→perf ]Pre[→loss], 'est-à-dire que

Pre est la omposition de Preperf et Pre loss. Comme Pre loss oïnide ave l'opérateur ↑ defermeture vers le haut, on obtient le résultat attendu.1.1.3 Variantes de LCSOn peut dé�nir de plusieurs façons des automates ommuniants à pertes. Ces modèlesdi�èrent par deux aspets : la loalisation des pertes (à quel endroit du anal peuvent elles seproduire ?) et la granularité à la fois des ations et des pertes.Dans un premier temps, un anal non �able était modélisé par l'intermédiaire d'un auto-mate additionnel qui modi�ait les ontenus des anaux en y lisant des messages. C'est parexemple l'approhe de Za�ropulo et al. dans [ZWR+80℄.Cette modélisation amène Finkel à dé�nir les ompletely spei�ed protools [Fin94℄, pourlesquels les pertes de messages sont modélisées par l'ajout sur haque état de ontr�le deboules de leture (s, c?m, s) pour haque ouple (c,m) omposé d'un anal et d'un message.Ces ajouts reviennent à onsidérer que les messages peuvent être perdus quand ils sont en têtedes anaux. Le modèle de Finkel, omme elui de Za�ropulo et al., ont pour avantage de nepas néessiter l'introdution d'une nouvelle sémantique opérationnelle : les boules de leturespermettent de représenter les pertes au sein du système parfait.Abdulla et Jonsson [AJ96b, AJ93℄ innovent alors en hoisissant de modi�er la sémantiqueopérationnelle plut�t que l'ensemble des règles de transition. Cei permet selon la sémantiquehoisie à la fois de simuler le modèle de Finkel, mais aussi de dé�nir un modèle où les pertesde messages peuvent se produire partout dans les anaux (et plus seulement en tête). Cette25



CHAPITRE 1. AUTOMATES COMMUNICANTSnouvelle modélisation est une véritable avanée oneptuelle et est mathématiquement plusélégante.Selon les résultats à prouver, ertains formalismes sont plus failes à manier que d'autres,même si au fond le omportement des systèmes est similaire. Par exemple lorsque Abdullaet al. prouvent omment simuler des anaux parfaits ave des anaux à pertes probabi-listes [ABPJ05℄, ils utilisent un modèle pour lequel les pertes de messages ne se font qu'aumoment où les messages sont envoyés dans les anaux (pertes à l'ériture). Une autre preuved'indéidabilité, par Shnoebelen [Sh01℄, est faite pour le modèle front lossy où les pertes nese produisent qu'en tête des anaux.La granularité entre les ations et les pertes est aussi di�érente selon les modèles. Pargranularité, on entend la omposition d'une étape du système de transitions sous-jaent :nombre de pertes possible et position par rapport aux ations du système. Dans tous les as,la relation de transition donnée par la sémantique opérationnelle est une ombinaison des deuxrelations →perf et →−1, où →perf est la relation de transition parfaite (sans perte) et →−1représente la perte d'un message. Parfois, les transitions atomiques sont soit une ation, soitune perte d'un message : 'est le as des travaux de Baier et Engelen [BE99℄ dans leur modèleprobabiliste, ou de Finkel pour les ompletely spei�ed protools. Le plus souvent néanmoinsles pertes sont regroupées en une relation →loss=→∗
−1, exprimée par la relation sous-mot. Ilreste alors à hoisir leur position par rapport aux ations : avant et après les ations, seulementaprès omme dans ette thèse, et...D'autre modèles pourraient être étudiés, par exemple en supposant que si la ommuniationest défetueuse elle l'est pour tous les messages présents dans le anal. On pourrait par exempledemander que, soit auun, soit tous les messages sont perdus, ou enore, que tous les messagesqui suivent un message perdu sont perdus dans la même étape. Pour es variantes les résultatsseraient sans doute similaires. Nous �xons un modèle général dans ette thèse et la plupartdes résultats se transposeraient aux di�érents modèles évoqués i-dessus.Dans ette thèse, on opte don pour une sémantique opérationnelle où un nombre arbitrairede pertes suivent les ations du système.1.2 Automates ommuniants étendusLes règles de transition des systèmes ommuniants étudiés jusqu'alors (à la fois dans lalittérature et dans ette thèse) sont uniquement onstituées d'ations sans pré-ondition, ougarde, expliite. Bien sûr, les letures imposent une pré-ondition impliite, en e�et il faut quele message m soit en tête du anal c pour pouvoir tirer une règle de type s c?m−→ t. Le fait de nepas ajouter de garde sur les transitions vise à simpli�er le modèle. Néanmoins, les protoolesde ommuniation utilisent fréquemment des gardes qui par exemple testent les ontenus desanaux avant de hoisir une transition plut�t qu'une autre. La pré-ondition la plus simple estun test du vide, du type s c=ε?−−→ t qui permet d'autoriser une transition seulement si le anal cest vide.Pour être à la fois plus général, plus simple et plus expressif, on onsidère dans ette thèsedes gardes régulières sur les ontenus des anaux. Aussi, nous introduisons dans [BBS06b℄un nouveau modèle, appelé GLCS (pour Generalized Lossy Channel Systems) ou LCS étendudans ette thèse. Ce modèle permet d'exprimer à la fois les tests de vide et les tests d'our-rene, es derniers étant utilisés par Ouaknine et Worrell [OW06℄ dans le adre d'automatesommuniants ave erreurs d'insertion. 26



1.3. REGULAR MODEL-CHECKING POUR LES LCSDé�nition 1.12 (LCS étendu). Un LCS étendu est un n-uplet L = (S,C,M,∆) où S,C,Msont, omme pour les LCS, des ensembles �nis d'états de ontr�le, de anaux et de messages,et où l'ensemble ∆ est onstitué de règles de transition δ de la forme
s

G:op−−→ s′où s, s′ ∈ S, op est une opération omme dans les LCS standards et G est un ensemble régulierde ontenus de anaux, appelé garde.La garde G est un sous-ensemble de (M∗)C donné par exemple sous la forme d'une expres-sion régulière ou d'une ontrainte logique. Soit σ = (s,w) une on�guration de L, on érira
w ∈ G pour dénoter que w satisfait la garde G.Exemple 1.13. Comme on l'a déjà évoqué, les gardes permettent de tester la présene demessages dans les anaux, et don de faire des tests de vide ou des tests d'ourrenes d'unmessage donné. On peut également utiliser des gardes pour implémenter des hoix exlusifs,ou des priorités entre les règles : si les ontenus de anaux véri�ent telle propriété, les règlespossibles sont elles-là, sinon e sont elles-i, et... Cei permet de supposer sans pertes degénéralité que les LCS étendus que nous onsidérons sont sans on�guration bloquante. Il su�tpour ela d'ajouter un état de ontr�le qui sera l'état puits, et d'ajouter des règles de transitionvers et état à partir des on�gurations bloquantes. Ces dernières peuvent être exprimées pardes gardes régulières omme omplément des on�gurations non bloquantes. En�n, on peut àl'aide des gardes établir un ordre de priorité entre les gardes, toujours en utilisant des gardesexlusives entre les di�érentes règles de transition possibles.La sémantique opérationnelle d'un LCS étendu est prohe de elle d'un LCS ordinaire ;néanmoins pour qu'une transition soit tirable, il faut désormais que la garde soit véri�ée,'est-à-dire que la on�guration appartienne à la région G. Plus préisément, soit δ : s

G:op−−→ s′une règle de transition du LCS étendu L. Alors,
σ = (s,w)

G:op−−→ τ ssi {
w ∈ G et,
σ → τ.Remarque 1.14. On notera simplement s op−→ s′ plut�t que s G:op−−→ s′ dans le as où G est laontrainte triviale : G = (M∗)C.La sémantique des GLCS permet d'exprimer simplement les prédéesseurs et les suesseursà partir des mêmes opérateurs dans les LCS lassiques (i.e., sans garde) :Proposition 1.15. Soit A ⊆ Conf un sous-ensemble des on�gurations de L.

Pre[s
G:op−−→ s′](A) = G ∩ Pre[s

op−→ s′](A),

Post [s
G:op−−→ s′](A) = Post [s

op−→ s′](G ∩A).1.3 Regular model-heking pour les LCSDans le but d'étudier le omportement des systèmes, en faisant par exemple du regularmodel-heking, plusieurs représentations ont été proposées pour les ensembles de on�gura-tions des automates ommuniants. Le regular model-heking [BJNT00, KMM+01℄, est un27



CHAPITRE 1. AUTOMATES COMMUNICANTSadre de véri�ation symbolique pour les systèmes à espae d'états in�ni. Il a été appliqué àde nombreuses lasses de systèmes, allant des algorithmes distribués aux systèmes hybridesou aux programmes manipulant des strutures de données dynamiques. Le prinipe du regularmodel-heking est de onsidérer des ensembles �réguliers� de on�gurations et de les repré-senter de façon �nie, par exemple par des automates �nis, ou des expressions régulières. Lessystèmes qui se prêtent au regular model-heking sont tels que si A est un ensemble régulierde on�gurations, alors Post(A) (ou Pre(A)) est enore un ensemble régulier, que l'on peutaluler à partir de A. Puisque les ensembles réguliers sont fermés pour les opérations boo-léennes, on peut alors essayer de aluler l'ensemble des on�gurations aessibles depuis Init(resp. o-aessibles) par la proédure suivante qui est l'algorithme naturel utilisé dans le asdes systèmes à espae d'états �ni.A := InitB := Post(A)tant que A 6= Bfaire A := BB := Post(B)�n de tant queretourner AL'égalité de deux ensembles réguliers étant déidable, le alul i-dessus peut, en utilisant untest d'égalité permettre de savoir si la limite est atteinte en temps �ni.Dans le as des systèmes in�nis, la onvergene n'est pas assurée. Il est rare que l'algorithmed'itération donné pour le alul de Pre∗ onverge en temps �ni [BFLS05℄. C'est pourquoiatuellement des méthodes sont proposées pour aluler diretement, ou deviner et véri�er, ouapproher (par une sur-approximation ou sous-approximation) l'ensemble Post∗(A) [BLW03,Boi03, BHV04, HV05, BFLS05℄.La première ontribution de ette thèse est de donner un résultat général de onvergene(en temps �ni) pour les aluls de points �xes. Nous établissons e résultat pour un ensemblede on�gurations quelonques (pas forément elui d'un LCS). On ommene par dé�nir lanotion d'algèbre des régions monotone et par isoler un fragment d'un mu-alul pour lequella onvergene est assurée. En�n, nous montrons omment appliquer e théorème général auas des LCS.1.3.1 Algèbre des régionsSoit (W,⊑) un ensemble muni d'un bel ordre.Une région est un sous-ensemble de W , 'est-à-dire un ensemble d'éléments de W .Dé�nition 1.16. Un opérateur d'arité n, o : 2W n → 2W est monotone si pour tous n-uplets
(V1, · · · , Vn) et (V ′

1 , · · · , V ′
n),

V1 ⊆ V ′
1 et · · · et Vn ⊆ V ′

n ⇒ o(V1, · · · , Vn) ⊆ o(V ′
1 , · · · , V ′

n)L'opérateur o est ω-sup-ontinu si pour tout suite roissante (Vn)n∈N de sous-ensembles de
W , ⋃

n∈N

o(Vn) = o(
⋃

n∈N

Vn)En�n, o est ω-inf-ontinu si pour toute suite déroissante (Vn)n∈N de sous-ensembles de W ,
⋂

n∈N

o(Vn) = o(
⋂

n∈N

Vn)28



1.3. REGULAR MODEL-CHECKING POUR LES LCSUn résultat important (f. par exemple [AN01℄) établit que pour les fontions ω-sup-ontinues (resp. ω-inf-ontinues), le plus petit point �xe (resp. plus grand point �xe) estatteint à ω.Proposition 1.17. Si φ est ω-sup-ontinue, alors JµX.φKenv =
⋃

n∈N
Jφn(∅)K.Si φ est ω-inf-ontinue, alors JνX.φKenv =

⋃
n∈N

Jφn(W )K.Pour ontinuer la dé�nition de l'algèbre des régions qui permettra de manipuler des en-sembles de on�gurations par le biais d'opérateurs monotones, on s'intéresse à présent à esderniers. Les opérateurs sont eux que l'on appliquera pour dé�nir des proédures de véri�a-tion symbolique sur les ensembles de on�gurations.Dé�nition 1.18 (Algèbre des régions monotone). Soit O = {o1, o2, · · · } une famille d'opéra-teurs monotones, ontenant les opérateurs d'arité un C↑, C↓,K↑,K↓ et les opérateurs d'aritézéro ∅ et W .On appelle algèbre des régions engendrée par O, notée RO, le plus petit sous-ensemble de
2W los par les opérateurs de O. Chaque élément de RO est appelé région.De façon équivalente, RO est onstruit indutivement à partir des opérateurs d'arité nulleet en appliquant les opérateurs de O aux régions onstruites jusqu'alors.Remarque 1.19. Les opérateurs C↑, C↓,K↑,K↓ sont bien monotones.L'algèbre des régions engendrée par O est dite e�etive s'il existe des algorithmes implé-mentant les opérateurs de O et le test d'appartenane à une région (étant donnés w ∈ W et
R ∈ RO, déider si w ∈ R). La notion d'e�etivité présuppose un enodage �ni des régions etdes éléments de W . De plus si plusieurs enodages sont possibles pour une même région, onsuppose que le test d'égalité est lui-même e�etif.Cas des LCS Dans [BBS06b℄ nous étudions ertains ensembles de on�gurations pour lesLCS, les régions régulières, ou simplement régions.Soit L = (S,C,M,∆) un LCS.Dé�nition 1.20 (Région). R ⊆ Conf est une région si on peut l'érire sous la forme :

R =
∑

i∈I

(qi, R
1
i , · · · , R|C|

i )où I est un ensemble �ni d'indies, haque qi est un état de ontr�le, et les Rj
i sont des langagesréguliers sur l'alphabet M.Les régions régulières sont loses pour toutes les opérations booléennes et aussi par lesopérateurs Pre et Post .Nous dérivons une algèbre des régions e�etive pour les LCS. On rappelle que les régionssont des ensembles réguliers de on�gurations. Comme opérateurs sur les régions, en plus desopérateurs d'arité zéro (∅ et Conf), on inlut l'union, l'intersetion, les opérateurs de fermetures(C↑,C↓,K↑ etK↓). Chaun est monotone, e�etif et préserve la régularité des régions. On inlutégalement des opérateurs spéi�ques à la véri�ation : Pre et P̃re. Rappelons que pour toutensemble de on�gurations A, P̃re(A) = ¬Pre(¬A). Nous montrons i-dessous que les deux29



CHAPITRE 1. AUTOMATES COMMUNICANTSopérateurs Pre et P̃re sont e�etifs et préservent la régularité. Pour ela on se onentred'abord sur le as partiulier des transitions sans pertes.
Preperf [p

ci?m−−→ r](q,R1
p, · · · , R|C|

p ) =

{
(p,R1

p, . . . , R
i−1
p ,m •Ri

p, R
i+1
p , . . . , R

|C|
p ) si q = r,

∅ sinon.
Preperf [q

ci!m−−→ q′](q,R1
p, · · · , R|C|

p ) =

{
(p,R1

p, . . . , R
i−1
p , Ri

pm
−1, Ri+1

p , . . . , R
|C|
p ) si q = r,

∅ sinon.
Preperf

(∑

i∈I

(qi, R
1
i , . . . , R

|C|
i )

)
=

∑

i∈I

∑

δ∈∆

Preperf [δ](qi, R
1
i , . . . , R

|C|
i ).La notation m • R représente la onaténation du message m ave le langage régulier R, et

Rm−1 est le résiduel à droite de R par m.Rappelons que dans le as des LCS, l'ensemble des prédéesseurs d'un ensemble oïnideave l'ensemble de prédéesseurs de la fermeture vers le haut de et ensemble (f. proposi-tion 1.11 page 25). De même, si on onsidère l'opérateur dual du Pre, i.e. le P̃re, on peutavant de l'appliquer prendre le noyau fermé vers le bas.Lemme 1.21. Soit A ⊆ Conf un ensemble de on�gurations.� Pre(A) = Pre(C↑A),� P̃re(A) = P̃re(K↓A).Un µ-alul Nous étendons à présent l'algèbre des régions ave des points �xes. Soit χ =
{X1, X2, · · · } un ensemble dénombrable de variables. On note Lµ(W,⊑, O) (ou suintement
Lµ quand à la fois (W,⊑) et O sont lairement identi�és par le ontexte) l'ensemble des termessur O ave plus petits et plus grands points �xes donnés par la syntaxe suivante.

Lµ ∋ φ, ψ ::= o(φ1, . . . , φk)
∣∣ X

∣∣ µX.φ
∣∣ νX.φ

∣∣ C↑(φ)
∣∣ C↓(φ)

∣∣ K↑(φ)
∣∣ K↓(φ)où X est un élément de χ, et o un opérateur d'arité k de O. Notons que les opérateurs

C↑, C↓,K↑,K↓ sont déjà présents dansO. On hoisit pourtant de les expliiter dans la dé�nitionde Lµ à ause de leur r�le partiulier.La sémantique des termes de Lµ est lassique :Dé�nition 1.22 (Environnement). Un environnement est une appliation env : χ→ 2W quiinterprète haque variable X ∈ χ omme un sous-ensemble de W .Étant donné un environnement env, un terme φ de Lµ dénote un sous-ensemble de W ,noté JφKenv et dé�ni par indution sur la struture de φ. Dans ette dé�nition, pour haque
φ, X, env, Ω[φ,X, env] est un opérateur unaire dé�nit par Ω[φ,X, env](V )

def
= JφKenv[X:=V ], oùenv[X := V ] est l'environnement qui di�ère de env seulement sur X où il vaut V .

JXKenv def
= env(X) Jo(φ1, . . . , φk)Kenv def

= o(Jφ1Kenv, . . . , JφkKenv)
JC↑(φ)Kenv def

= C↑
(
JφKenv) JC↓(φ)Kenv def

= C↓(JφKenv)
JK↑(φ)Kenv def

= K↑(JφKenv) JK↓(φ)Kenv def
= K↓

(
JφKenv)

JµX.φKenv def
= lfp

(
Ω[φ,X, env]) JνX.φKenv def

= gfp
(
Ω[φ,X, env])30



1.3. REGULAR MODEL-CHECKING POUR LES LCSRemarquons que JφKenv est indépendant de env(X) si X n'est pas une variable libre dans
φ. Ainsi, pour une formule lose φ on notera simplement JφK plut�t que JφKenv.La sémantique des points �xes dans le treillis omplet (2W ,⊆) est bien dé�nie puisque,pour tout terme φ, pour toute variable X et tout environnement env, l'opérateur Ω[φ,X, env]est monotone. De plus, si env et env′ sont deux environnements tels que pour toute variable
Y ∈ χ, env(Y ) ⊆ env′(Y ) alors lfp(Ω[φ,X, env]) ⊆ lfp(Ω[φ,X, env]) et gfp(Ω[φ,X, env]) ⊆
gfp(Ω[φ,X, env]).1.3.2 Mu-alul gardé - Théorème de onvergeneNous dé�nissons à présent la notion entrale de variables gardées vers le haut ou vers lebas.Dé�nition 1.23 (Termes gardés). 1. Une variable X est gardée vers le haut dans le terme

φ si haque ourrene libre de X dans φ est sous la portée d'un des opérateurs C↑ ou
K↑, i.e., apparaît dans un sous-terme de la forme C↑(ψ) ou K↑(ψ).2. De façon symétrique, X est gardée vers le bas si haune de ses ourrenes libres estsous la portée d'un des opérateurs C↓ ou K↓.3. Un terme φ est gardé si pour tout sous-terme µX.ψ, X est gardé vers le haut dans ψ,et pour tout sous-terme νX.ψ, X est gardé vers le bas dans ψ.Dé�nition 1.24. Étant donnés φ, X et env, les approximations suessives de JµX.φKenvsont les (Mi)i∈N, sous-ensembles de W dé�nis par M0 = ∅ et Mi+1 = JφKenv[X:=Mi].De façon analogue on dé�nit la suite (Ni)i∈N des approximations de gfp(Ω[φ,X, env]) par

N0 = W et Ni+1 = JφKenv[X:=Ni].Puisque φ est monotone, la suite (Mi)i∈N est roissante :
M0 ⊆M1 ⊆M2 ⊆ · · · ⊆ lfp(Ω[φ,X, env]). (1.1)Pour la suite (Ni)i∈N, la monotonie de φ entraîne
N0 ⊇ N1 ⊇ N2 ⊇ · · · ⊇ gfp(Ω[φ,X, env]). (1.2)Lemme 1.25 (Convergene �nie des approximations). Soient X une variable et φ un termede Lµ. Si X est gardé vers le haut dans φ alors il existe un indie k ∈ N tel que
JµX.φKenv = Mk = Mk+1 = Mk+2 = · · · (1.3)De façon analogue, si X est gardé vers le bas dans φ alors il existe k′ ∈ N tel que
JνX.φKenv = Nk′ = Nk′+1 = Nk′+2 = · · · (1.4)Preuve : Il su�t de prouver la première partie du lemme, la seonde étant obtenue pardualité.Soit φ un terme de Lµ. On note ψ1, · · · , ψm les sous-termes maximaux de φ qui sont sousla portée immédiate d'un opérateur C↑ ou K↑. Le terme φ peut alors être érit sous la forme

φ ≡ Φ(⇑ ψ1, . . . ,⇑ ψm)31



CHAPITRE 1. AUTOMATES COMMUNICANTSoù ⇑ remplae soit C↑ soit K↑. Dans les deux as, et pour tout environnement env′, l'ensemble
J⇑ ψiKenv′ est fermé vers le haut. On suppose que le ontexte Ψ(Y1, · · · , Ym) utilise des nouvellesvariables Y1, · · · , Ym qui sont substituées par les (⇑ ψi)i.Si V1, · · · , Vm sont des sous-ensembles de W , on notera simplement JΨK(V1, · · · , Vm) à laplae de JΨKenv[Y1:=V1,··· ,Ym:=Vm]. Par hypothèse, X est gardé vers le haut dans ψ, don sesourrenes sont toutes dans les ψi et auune ne se trouve dans Ψ. Ainsi

Mi+1 = JφKenv[X:=Mi] = JΦK(J⇑ ψ1Kenv[X:=Mi], . . . , J⇑ ψmKenv[X:=Mi])

= JΦK(Li,1, . . . , Li,m)en notant Li,j l'ensemble J⇑ ψjKenv[X:=Mi].De l'équation (1.1) qui exprime en partiulier la roissane des (Mi)i, on tire L0,j ⊆
L1,j ⊆ L2,j ⊆ · · · . D'autre part le résultat de l'appliation d'un des opérateurs C↑ ou K↑est un ensemble fermé vers le haut. Les Li,j forment don à indie j �xé une suite roissanted'ensembles fermés vers le haut. On utilise alors la Proposition 1.9 (page 24) qui donne pourhaque j = 1, · · · ,m un entier kj à partir duquel la suite (Li,j)i se stabilise. Alors en hoisissant
K = max(k1, . . . , kj) on obtient pour tout i ≥ K

Mi+1 = JΦK(Li,1, . . . , Li,m) = JΦK(Lk1,1, . . . , Lkm,m) = JΦK(LK,1, . . . , LK,m) = MK+1.Ainsi ⋃
i∈N

Mi = MK+1 = MK+2 et MK+1 est un point �xe de Ω[φ,X, env]. C'est même leplus petit point �xe grâe à l'équation (1.1). Choisir k = K + 1 permet don de onlure.À présent, nous présentons le résultat prinipal sur Lµ. Les sous-ensembles dé�nis par destermes de Lµ sont des régions, et peuvent être alulés e�etivement dès que l'algèbre desrégions est e�etive.On parle d'environnement de régions pour désigner un environnement env : χ → R quiassoie à haque variable une région. Si env est un environnement de régions, et si le terme
φ ne possède pas de sous-terme µX. ou νY. (toutes les variables sont libres), alors JφKenv estune région.Théorème 1.26. Soit φ un terme de Lµ et env un environnement de régions. Si φ est gardé,alors JφKenv est une région. De plus, si l'algèbre des régions est e�etive, JφKenv peut être aluléde façon e�etive à partir de φ et env.Preuve : La preuve se fait par indution sur la struture des termes de Lµ.Si φ est un opérateur 0-aire (i.e., une onstante), le résultat repose sur la dé�nition del'algèbre des régions.Supposons φ = o(φ1, · · · , φk) où haque JφiKenv est une région (e�etive) par hypothèsed'indution. Alors JφKenv est également une région (e�etive) par dé�nition de la sémantiquede Lµ. Cet argument s'applique en partiulier aux opérateurs d'arité zéro et aux opérateursunaires que l'on met en exergue : C↑, C↓, K↑ et K↓.Soit φ = µX.ψ. On ommene par montrer par réurrene que haque approximation
M0,M1,M2, · · · de JφKenv est une région. M0 = ∅ est bien une région, et si Mi est une région,alorsMi+1 en est une également puisque env′ = env[x := Mi] est un environnement de régionset que par hypothèse d'indution JψKenv′ est une région si env′ est un environnement de régions.Lorsque RO est e�etive, on peut aluler e�etivement les ensembles Mi, et don déteterà quel moment Mk = Mk+1 ar l'égalité des régions est déidable. Alors JφKenv = Mk peutégalement être alulé de façon e�etive.En�n, le as φ = νX.ψ est dual. 32



1.3. REGULAR MODEL-CHECKING POUR LES LCSExemple 1.27 (Une algèbre des régions pour les langages réguliers). Considérons W = Σ∗l'ensemble des mots �ni sur un alphabet �ni Σ. La relation de sous-mot ⊑ est un bel ordre(f. Théorème 1.5 page 24). Les langages réguliers sur Σ onstituent un hoix naturel pourles régions. De plus les opérateurs de l�ture (C↑ et C↓) préservent la régularité et peuventêtre implémentés. En e�et, à partir d'un automate �ni pour R ⊆ Σ∗ régulier, on obtient unautomate �ni pour C↑R en ajoutant des boules q a−→ q pour tous les états q, et toutes les lettres
a ∈ Σ. Un automate �ni pour C↓R est obtenu en ajoutant des ε-transitions q ε−→ q′ à haquefois qu'une transition q a−→ q′ (ave a ∈ Σ) existe.D'autres opérateurs sont naturellement ajoutés à l'algèbre des régions, omme l'union etl'intersetion. En fait, toute opération sur les langages qui est monotone, préserve la régularité,et peut être implémentée, peut faire partie de l'algèbre des régions. C'est par exemple le as dela onaténation (notée R • R′), de l'étoile de Kleene (notée R∗), des résiduels à gauhe ouà droite (notés R−1R′ et R′R−1), du mélange (le shu�e noté R ∃ R′), du miroir (noté ←−R ),de la onjugaison (notée R̃), des images par homomorphisme et homomorphisme inverse, etbeauoup d'autres [Per90℄.La omplémentation, n'est pas autorisée puisque et opérateur n'est pas monotone, epen-dant le omplément peut être utilisé ave la restrition que les variable liées soient sous laportée d'un nombre pair d'opérateurs de omplément. En e�et, si o est monotone, e�etif etpréserve la régularité, alors son dual, noté õ l'est aussi.Une appliation du Théorème 1.26 est que pour tous langages réguliers R1 et R2, le langagedé�ni par µX.νY.(K↑

[
R1 ‖ (X∗ ∩ C↓(Y −1←−X ∩X−1R2))

]) est régulier et on peut en alulerune représentation �nie à partir de R1 et R2.Considérons à présent trois problèmes de déision sur les algèbres de régions : le modelheking, la satisfaisabilité et l'universalité.Model hekingInstane : Un élément w ∈W et un terme φ ∈ Lµ los et gardé.Question : w ∈ JφK ?SatisfaisabilitéInstane : Un terme φ ∈ Lµ los et gardé.Question : JφK 6= ∅ ?UniversalitéInstane : Un terme φ ∈ Lµ los et gardé.Question : JφK = W ?Corollaire 1.28. Les problèmes de model-heking, satisfaisabilité et universalité sont déi-dables dans les algèbres de régions monotones et e�etives.1.3.3 Véri�ation des LCSLe Théorème 1.26 possède de nombreuses appliations dans le domaine de la véri�ationdes LCS et d'autres familles de systèmes bien struturés. Nous donnons ii quelques exemplesd'appliations. Le Théorème 1.26 sera également très fréquemment utilisé dans les preuves dedéidabilité de la troisième partie. 33



CHAPITRE 1. AUTOMATES COMMUNICANTSAessibilité Dans tout système de transitions, l'ensemble des prédéesseurs de A en unnombre arbitraire d'étapes s'exprime de la façon suivante :
Pre∗(A) = µX.A ∨ Pre(X).Dans le as partiulier des LCS, l'ensemble des prédéesseurs en une étape d'un ensemblequelonque de on�gurations oïnide ave l'ensemble des prédéesseurs du fermé vers le haut.Cei est dû aux pertes de messages qui peuvent survenir après que les transitions parfaitessont tirées.

Pre(A) = Pre(C↑A).Notons que ette propriété est fortement liée à la sémantique que nous avons hoisie pour lespertes. Dans le as où les pertes peuvent se produire à la fois avant et après les ations parfaites(omme dans [AJ96b℄), on aurait l'égalité Pre(A) = C↑Pre(C↑A). En�n, si les pertes avaientlieu uniquement avant les ations l'équation deviendrait Pre(A) = C↑Pre(A). Néanmoins, esmodi�ations n'altéreraient pas le aratère gardé des termes utilisant Pre ar, à haque fois,l'ensemble A est sous la portée de l'opérateur C↑, et il est don don gardé vers le haut.Lemme 1.29 (Prédéesseurs). Soit L un LCS et A un ensemble quelonque de on�gurations.Alors,
Pre∗(A) = µX.A ∨ Pre(C↑X)Corollaire 1.30. Étant donnés L un LCS et R ⊆ Conf une région, l'ensemble Pre∗(R) desprédéesseurs de R est une région et peut être alulé e�etivement.Propriétés de sûreté Au delà des propriétés d'aessibilité, nous nous intéressons mainte-nant aux propriétés de sûreté et montrons que l'on peut les traiter grâe au Théorème 1.26.Une propriété de sûreté s'exprime dans la logique CTL sous la forme : ∀(V1RV2) en utilisantl'opérateur �Release� R . Rappelons que R est le dual de la modalité Until : un hemin πsatisfait ∀(V1RV2) si et seulement si le long de π, V2 est toujours vrai jusqu'à e que V1 soitpeut-être atteint.Grâe au Lemme 1.21 (page 30), on érit J∀(V1RV2)K, l'ensemble des on�gurations pourlesquelles la propriété de sûreté est vraie sous la forme suivante :

J∀(V1RV2)K
= νX.

(
V2 ∩ (P̃re(X) ∪ V1)

)
) par [EC80℄

= νX.
(
V2 ∩ (P̃re(K↓(X)) ∪ V1)

) grâe au Lemme 1.21.Cette dernière équation permet d'érire J∀(V1RV2)K omme un terme gardé de Lµ. On endéduit :Corollaire 1.31. Pour toutes régions V1, V2 ⊆ Conf, J∀(V1RV2)K est une région et peut êtrealulé e�etivement.Au delà de la sûreté On peut érire dans Lµ des propriétés d'inévitabilité ou d'aessibilitérépétée. Pour l'inévitabilité par exemple :
J∀♦V K = µX.

(
V ∪ (Pre(Conf) ∩ P̃re(X))

)34



1.3. REGULAR MODEL-CHECKING POUR LES LCSCe terme n'est pas gardé, et le Lemme 1.21 (page 30) ne permet pas de le transformer en unterme gardé. Cei n'est pas surprenant puisque, pour les LCS, même si on peut déider si uneon�guration donnée satisfait ∀♦V , l'ensemble de on�gurations J∀♦V K n'est pas alulableen général [May03℄.Pour les propriété d'aessibilité répétée, on fait un onstat similaire. Le terme suivant
J∃�♦V K = νX.

(
µY.((V ∪ Pre(Y )) ∩ Pre(X)))n'est pas gardé, mais J∃�♦V K n'est pas alulable en général. Et même, savoir si une on�-guration σ satisfait ∃�♦V est indéidable [AJ96a℄.Remarque 1.32 (Généralisation aux LCS étendus). Tous les résultats de alulabilité pré-sentés i-dessus s'étendent de façon limpide aux LCS étendus. En e�et, il su�t de remarquerque les propriétés utilisées (à savoir elles du Lemme 1.21) sont toujours valables et que lesopérateurs Pre et P̃re sont enore e�etifs.1.3.4 Historique des représentations symboliquesPlusieurs représentations ont été proposées pour les ensembles de on�gurations dans leadre du regular model-heking des automates ommuniants. Nous terminons e hapitrepar un aperçu de es diverses représentations.Cas des anaux parfaits Dans un premier temps, et pour les automates ommuniants àanaux parfaits, Finkel et Maré [FM96℄ proposent une proédure d'analyse symbolique parle biais d'expressions régulières d'un ertain type. Cependant l'ensemble d'aessibilité alulépar ette proédure n'est pas toujours exat.Boigelot et al. [BG99, BGWW97℄ utilisent des automates �nis, les QDD, pour représenterles ontenus des anaux. Les QDD permettent de représenter des ensembles reonnaissablesde suites de veteurs. Ces strutures ne sont pas stables par l'itération des boules dès quel'automate ommuniant possède deux anaux. Pour aluler et représenter l'e�et d'une bouledans le as des anaux parfaits, il est néessaire de passer aux CQDD qui sont des QDDontraints [BH97℄.Expressions régulières simples Pour les automates ommuniants à pertes, les relationssur le nombre d'ourrenes des messages dans les anaux, qui sont exprimées par les CQDDne sont plus valables, à ause des pertes possibles. C'est pourquoi Abdulla et al. ont dé�ni lesSRE (simple regular expressions) qui sont adaptées aux LCS et permettent de aluler l'e�et deboules bien plus failement que dans le as de anaux parfaits. Les SRE sont des expressionsrégulières partiulières qui sont utilisées pour le alul en avant (alul des suesseurs d'unensemble initial). Elles présentent l'avantage de posséder une forme anonique, qui est de plusalulable en temps quadratique.Dé�nissons les SRE sur l'alphabet de messages M.Dé�nition 1.33 (SRE). Une expression atomique est une expression régulière de la forme� (m+ ε) où m ∈ M, ou� (m1 + · · ·+ml)

∗ où m1, · · · ,ml ∈ M. 35



CHAPITRE 1. AUTOMATES COMMUNICANTSUn produit p est la onaténation (éventuellement vide) e1 • · · · • en d'expressions atomiques
e1, · · · , en. On note ε le produit vide, expression régulière qui dénote le singleton {ε}.Une SRE (expression régulière simple) r est de la forme p1 + · · · + pm où p1 · · · pm sontdes produits. On note ∅ la somme vide qui dénote le langage vide.Des méthodes sont données dans [BH97℄ pour tester l'inlusion de SRE en temps quadra-tique, aluler la SRE obtenue par l'e�et d'une transition, ou un nombre d'itérations quel-onques d'une boule dans un LCS. Ces tehniques permettent alors de onstruire un algo-rithme d'exploration de l'ensemble des états aessibles. Les SRE et leur algorithmes dédiés,ont été implémentées dans l'outil TReX [ABS01℄.Contraintes Abdulla, Bouajjani et d'Orso ont introduit plusieurs types de ontraintes (f.[ABd03℄). Les briques de base qu'ils dé�nissent sont les ontraintes fermées vers le haut quireprésentent des ensembles fermés vers le haut. Les ontraintes fermées vers le haut étenduessont alors de la forme x•φ où φ est une ontrainte fermée vers le haut, et x un mot sur l'alphabetdes messages M. Ces dernières permettent de spéi�er le début des ontenus des anaux. Parexemple m1m2↑(s, ↑ε) dénote l'ensemble des on�gurations ayant s omme état de ontr�le etdont le ontenu de anal ommene par m1m2. Pour e type de représentations, l'intersetionest alulable de façon e�etive, l'ensemble des prédéesseurs également, et l'appartenaned'une on�guration est déidable. Cei leur permet de résoudre des jeux d'aessibilité (oud'invariant) sur des LCS où l'un des joueurs ontr�le à la fois les ations qu'il tire, et lespertes qui suivent es ations.Ensembles ontraints Ku£era et Shnoebelen [KS06℄ ont dé�ni des ensembles ontraints,qui ette fois-i permettent une étude d'aessibilité en arrière, 'est-à-dire en alulant l'en-semble des prédéesseurs d'un état �nal.Leur travail repose sur une sémantique des LCS un peu di�érente de elle adoptée dansette thèse et que nous avons déjà évoquée : les pertes de messages peuvent se produire à lafois avant et après les transitions parfaites.Dé�nition 1.34. Un ensemble restreint est dénoté par une expression ρ de la forme ↑σ −
↑τ1 − · · · − ↑τn où σ et τ1 · · · τn sont des on�gurations. L'ensemble restreint ρ représente leson�gurations qui sont dans ↑σ sans être dans une �restrition� τi.Un ensemble ontraint est une union �nie d'ensembles restreints : γ = ρ1 + · · ·+ ρm.Du point de vu expressivité, les ensembles ontraints représentent la l�ture booléennedes SRE, qui ne sont pas stables par omplémentation. Les ensembles ontraints sont bienadaptés à l'étude en arrière des LCS puisqu'en plus d'être los par les opérations booléennesde façon e�etive, ils sont aussi los par prédéesseurs. Étant donné un ensemble ontraint
γ on peut aluler γ′ tel que γ′ = Pre(γ) (ou plus préisément, l'ensemble dénoté par γ′ estonstitué des prédéesseurs de l'ensemble dénoté par γ). On peut même aluler les ensemblesde on�gurations satisfaisant une formule du type ∃A Until B ou ∃ X B, e qui permet devéri�er des propriétés d'aessibilité ontrainte.Remarque 1.35. Si on fait le hoix de la sémantique opérationnelle des LCS où les pertesn'ont lieu qu'après les transitions parfaites, les ensembles ontraints ne sont plus stables parl'opérateur Pre. Cependant, on peut modi�er légèrement leur dé�nition, et établir de nouveauxalgorithmes pour traiter ette sémantique-là. Nous le verrons en détail dans la quatrième partie.36
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Chapitre 2LCS probabilistes
Sommaire2.1 La sémantique markovienne des LCS . . . . . . . . . . . . . . . . . 392.1.1 Chaînes de Markov . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 402.1.2 Les LCS probabilistes ou PLCS . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 422.2 Notion d'attrateur dans les haînes de Markov . . . . . . . . . . 452.2.1 Présentation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 452.3 Véri�ation qualitative des PLCS . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 472.3.1 Véri�ation qualitative dans les haînes de Markov : aessibilité etaessibilité répétée . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 472.3.2 Appliation aux PLCS . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 512.4 Travaux liés et perspetives . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 56La sémantique non déterministe des LCS telle que vue au Chapitre 1 est trop pessimiste,en partiulier par rapport aux propriétés de vivaité. En e�et, rien n'assure qu'un message,même retransmis un grand nombre de fois, �nira par ne pas être perdu et pourra être lu parun réepteur. Une sémantique probabiliste pour les pertes permet de pallier et inonvénient,puisqu'elle entraîne une équité forte sur les pertes de messages : si un message est envoyé surun anal in�niment souvent, presque sûrement il �nira par être transmis.Une autre motivation pour l'introdution d'une sémantique probabiliste est la possibilitédans e formalisme de onsidérer des questions quantitatives. Lorsque la probabilité de perted'un message est prise en ompte dans un modèle, une question naturelle est la suivante : � Laprobabilité qu'une erreur survienne est-elle basse ? � Ou de façon similaire : � La probabilitéque le système fontionne orretement est-elle supérieure à 0.9 ? �.2.1 La sémantique markovienne des LCSAprès avoir fait quelques rapides rappels relatifs aux probabilités, on présente une séman-tique des LCS sous forme de haînes de Markov. Pour ela, on dé�nit un taux de perte, eton munit les ations de poids. Ce modèle a été présenté de façon indépendante dans [AR03℄et [BS03℄. 39



CHAPITRE 2. LCS PROBABILISTES2.1.1 Chaînes de MarkovNous ne onsidérerons que des haînes de Markov à temps disret (qui représentent lesétapes), à espae d'état dénombrable (e sont les on�gurations) et homogènes (la probabilitéde passer d'une on�guration à une autre n'évolue pas au ours du temps). On donne donla dé�nition de haîne de Markov dans e adre partiulier. Aussi, dans la suite, on parlerasimplement de haîne de Markov pour � haîne de Markov à temps disret, espae d'étatdénombrable, et homogène �.Pour une dé�nition générale des haînes de Markov nous renvoyons à la leture d'ou-vrages de probabilités (omme par exemple [Ouv98, Ouv00℄). D'autre part, nous signalonsl'existene d'un artile qui introduit la théorie de la mesure et les probabilités pour les infor-matiiens [Pan01℄.Dé�nition 2.1. Une haîne de Markov est un ouple M = (E,P ) où E est un ensembledénombrable d'états ; P : E × E → [0, 1], la probabilité de transition qui véri�e ∀x ∈
E,

∑
y∈E P (x, y) = 1.La fontion de probabilité de transition peut être vue omme une matrie de transition enordonnant les états de E :

P
def
= (P (x, y))x,y∈E .On dit que y est un suesseur de x si P(x, y) > 0.Remarque 2.2. La dé�nition 2.1 implique en partiulier que tout état possède au moins unsuesseur. Si dans le système à modéliser e n'est pas le as, on augmente les états sanssuesseurs d'une boule de probabilité 1.Système de transition sous-jaent Une haîne de Markov homogène à espae d'état �nipeut être représentée par un graphe orienté et étiqueté. Les n÷uds sont les états deM et lesétiquettes sont les probabilités données par P. Chaque étiquette est un réel ompris entre 0et 1 et pour tout état i ∈ E, la somme des étiquettes des arêtes sortantes vaut 1.La haîne de MarkovM induit un système de transition sous-jaent STM

def
= (E,→), ayantpour ensemble d'états E et tel que la relation de transition → véri�e : s → t si et seulementsi P(s, t) > 0. Dans la suite on s'autorise à utiliser des notions ayant trait au système detransition en parlant de la haîne de Markov. Par exemple, les omposantes fortement onnexes�nales1 deM sont en fait elles de son système de transition sous-jaent.Prenons omme exemple la haîne de MarkovM = (E,P) ave E et la matrie de tran-sitions P donnés i-dessous :

E = {s0, s1, s2, s3, s4, s5} P =




0 1/4 1/4 1/2 0 0
1/4 3/4 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0
0 0 0 1/2 0 1/2
0 0 0 2/3 0 1/3
0 0 0 0 2/3 1/3




(2.1)Le système de transition étiqueté sous-jaent est donné Figure 2.1.1f. Dé�nition 2.16 page 47. 40



2.1. LA SÉMANTIQUE MARKOVIENNE DES LCS
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Fig. 2.1 � Représentation graphique de la haîne de Markov (2.1)Mesure d'ensembles d'exéutions Une exéution deM = (E,P) à partir de x0 est unesuite in�nie d'états x0, x1, . . . de E. Si on �xe un état initial x0, une haîne de MarkovM =
(E,P) est munie naturellement d'une mesure sur l'ensemble de ses exéutions. Préisément,soit x0 un état de M ; l'espae de probabilités 〈Ω,∆,P〉 sur les exéutions partant de x0 estdé�ni omme suit :� Ω = x0E

ω est l'ensemble des exéutions in�nies partant de x0,� ∆ est la σ-algèbre engendrée par les ylindresDπ = πEω pour tout hemin �ni π ∈ x0E
∗,� P est la mesure dé�nie par P(Dπ)

def
=

∏
0≤i<n P(xi, xi+1) si π : x0 · · ·xn. Elle est étendueà tous les ensembles mesurables.Sur l'exemple de la Figure 2.1, et pour le hemin �ni π = s0s1s0 on a P(Dπ) = 1

4 .
1
4 = 1

16et le ylindre Dπ est représenté Figure 2.2.
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. . .Fig. 2.2 � Ensemble des hemins du ylindre s0s1s0On peut alors parler de la mesure d'ensemble de hemins, sous réserve que et ensemblesoit mesurable. Un résultat dû à Vardi [Var85℄ montre que l'ensemble des hemins qui satisfontune propriété exprimée dans la logique LTL, ou de façon équivalente par un automate de motsin�nis, est un ensemble mesurable.Proposition 2.3 ([Var85℄). Soit M = (E,P) une haîne de Markov et B un automate deBühi sur l'alphabet E. Alors l'ensemble M(B) des exéutions π : x1x2 · · · de M telles que
x1x2 · · · est aepté par B est mesurable. 41



CHAPITRE 2. LCS PROBABILISTESLa tradution de formules LTL en automates des Bühi permet alors de onlure que lesensembles de hemins d'une haîne de Markov dé�nis par une formule LTL sont mesurables.On note Pr(x |= φ) pour la mesure de l'ensemble des hemins issus de x qui satisfont lapropriété φ. Traditionnellement, on dit d'un événement de mesure 1 qu'il est presque sûr, ouqu'il arrive presque sûrement. Ainsi, si Pr(x |= φ) = 1, on dira que la propriété φ est vraiepresque sûrement à partir de x.Lemme 2.4. Soit M une haîne de Markov et x1, x2 deux de ses états. Si x1
∗−→ x2, alorspour tout état x, Pr(x |= �♦x1 ∧�♦x2) = Pr(x |= �♦x1).Idée de la preuve. Comme x2 est atteignable depuis x1, haque fois que x1 est visité, il y aune probabilité non nulle d'atteindre x2, en un nombre �ni d'étapes. Alors si x1 est visitéin�niment souvent, x2 sera visité presque sûrement, et en itérant e raisonnement, x2 seramême visité in�niment souvent ave probabilité 1.2.1.2 Les LCS probabilistes ou PLCSNous proposons à présent une sémantique en terme de haîne de Markov pour les LossyChannel Systems. Cette vision est partiulièrement adaptée dans le as où à la fois les ationset les pertes suivent une loi de probabilité. Le modèle obtenu, qui en plus du LCS intègre untaux de perte des messages et un poids pour les ations, est appelé LCS probabiliste, abrégéen PLCS.Baier et Engelen [BE99℄ ont introduit une sémantique markovienne pour les PLCS pourlaquelle il y a une probabilité τ �xée que la prohaine étape soit une perte. Pour e modèle,appelé modèle à fautes globales si τ > 1

2 , la véri�ation qualitative est déidable : on peutdéider si une formule de la logique du temps linéaire est satisfaite presque sûrement. Cepen-dant, e résultat ne tient plus lorsque le taux de perte est faible. La déidabilité est obtenuepour un taux supérieur à 0.5, une valeur disutable pour ertains systèmes. Pour un modèlelégèrement di�érent [ABPJ00℄ montrent que la véri�ation est indéidable si τ n'est pas assezgrand. Le fait que la déidabilité dépende du taux de pertes, qui est �xé de façon souventarbitraire, est un inonvénient. D'autre part, il est naturel de penser que la probabilité deperdre un message est plus grande si le nombre de messages en transit augmente.Pour es raisons, nous introduisons un modèle plus réaliste, appelé modèle à fautes loales :tout message a une probabilité τ > 0 d'être perdu à haque étape, indépendamment desautres messages présents dans les anaux. Une onséquene est que plus un anal ontient demessages, plus il y a des hanes qu'un message soit perdu.Rappelons que nous avons fait le hoix dans ette thèse d'une sémantique des LCS (etdon des PLCS) où les pertes ont lieu après les ations du système.Dé�nition 2.5. Un LCS probabiliste (PLCS) P est un n-uplet 〈S,C,M,∆, λ, w〉 où L def
=

〈S,C,M,∆〉 est un LCS, λ ∈]0, 1[ est le taux de perte et w une fontion de poids qui assoieà haque règle δ ∈ ∆ un entier positif w(δ) ∈ N \ {0}.Exemple 2.6. La Figure 2.3 donne un exemple de PLCS. Les anaux c1 et c2 ne sont pasreprésentés. Les arêtes sont étiquetées à la fois par l'opération des règles de transition et lepoids attribué à la règle par la fontion de poids w.42



2.1. LA SÉMANTIQUE MARKOVIENNE DES LCS
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c1?b c2!d
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Fig. 2.3 � Un exemple de PLCSLa haîne de Markov MP À partir d'un PLCS P, on onstruit une haîne de Markov enattribuant des probabilités aux transitions du système de transition sous-jaent : ette haînede MarkovMP onstitue la sémantique de P. Dans une on�guration donnée, le hoix entreles règles se fait de façon probabiliste en tenant ompte du poids de haune des règles tirables.De plus, après haque ation, les messages peuvent être perdus, haun ave une probabilité
λ, indépendamment des autres. Ainsi la probabilité d'atteindre en une étape (s2,w2) à partirde (s1,w1) est égale à la probabilité d'atteindre un ertain (s3,w3) par une ation du LCSmultipliée par la probabilité d'atteindre (s2,w2) à partir de (s3,w3) par des pertes de messages.Nous dé�nissons i-dessous plus formellement les probabilités de la haîne de MarkovMP .On s'intéresse d'abord aux probabilités de hanger de on�guration par des pertes demessages. Soient x, y des mots sur l'alphabet M, représentant le ontenu d'un anal. On dé�nit
#(x, y) omme la taille de l'ensemble :

{(i1, . . . , in)|i1 < . . . < in et x = y(i1) . . . y(in)}En d'autre termes, #(x, y) est le nombre de façons d'obtenir x en ignorant des lettres de y.Exemple 2.7. � higman ⊑ highmountain et #(higman, highmountain) = 1,� aba ⊑ abracadabra et #(aba, abracadabra) = 8,� x 6⊑ y ssi #(x, y) = 0.On dé�nit alors :
PL(x, y)

def
= #(y, x)λ|x|−|y|(̇1− λ)|y|qui est la probabilité que x devienne y en perdant des symboles, si haque symbole peut êtreperdu (indépendamment des autres) ave probabilité λ.Si |x| ≥ k, (|x|

k

) dénote le nombre de façons de hoisir k positions parmi les lettres de
x, don orrespond au nombre de sous-mots de longueur k de x. Lors de e déompte, unsous-mot y apparaît #(y, x) fois. Ainsi ∑

y∈Mk #(y, x) =
(|x|

k

).Véri�ons que ∑
y∈M∗ PL(x, y) = 1 pour tout x ∈ M∗ :

∑

y∈M∗

PL(x, y) =
∑

y∈M∗

#(y, x) · λ|x|−|y| · (1− λ)|y|

=
∑

k∈N

λ|x|−k · (1− λ)k ·
∑

y∈Mk

#(y, x).43



CHAPITRE 2. LCS PROBABILISTESEn prenant en ompte que ∑
y∈Mk #(y, x) =

(|x|
k

) on obtient don :
∑

y∈M∗

PL(x, y) =
∑

k∈N

λ|x|−k · (1− λ)k ·
(|x|
k

)

= [λ+ (1− λ)]|x| grâe à la formule du bin�me
= 1La fontion y → PL(x, y) dé�nie pour les mots sur l'alphabet M véri�e bien que la sommedes probabilités PL(x, y) pour un x �xé vaut 1, e qui en fait une loi de probabilité sur M∗.Cette loi de probabilité s'étend de façon naturelle aux ontenus de anaux w ∈ M∗C, enfaisant le produit des probabilités pour haun des anaux. Plus préisément, si w1 et w2sont des ontenus de anaux (i.e., des appliations de C dans M∗), on dé�nit PL(w1,w2)

def
=∏

c∈C
PL(w1(c),w2(c)).Pour deux on�gurations (s1,w1) et (s2,w2) on pose

PL((s1,w1), (s2,w2))
def
=

{
PL(w1,w2) si s1 = s2,

0 sinon. (2.2)Ainsi, pour toute on�guration σ ∈ Conf,
∑

τ∈Conf

PL(σ, τ) = 1. (2.3)Pour prendre en ompte le poids des di�érentes transitions tirables dans une on�gurationpréise, on introduit :
w(σ)

def
=

∑

δ∈∆(σ)

w(δ)la somme des poids de toutes les transitions tirables dans la on�guration (s,w).On peut alors donner préisément la haîne de Markov MP
def
= (Conf,P) induite par lePLCS P. Les états sont les on�gurations du LCS sous-jaent à P, et la matrie de transition

P est dé�nie par :
P(σ, τ)

def
=

∑

δ∈∆(σ)

w(δ)

w(σ)
PL(δ(σ), τ) (2.4)Remarque 2.8. Le fait qu'auune on�guration du PLCS ne soit bloquante garantit que P(·, ·)est bien dé�nie (pas de division par zéro dans l'équation (2.4)).On véri�e que la dé�nition de P fait bien de MP une haîne de Markov. Pour ela,montrons que ∑

τ P(σ, τ) = 1.
∑

τ

P(σ, τ) =
∑

τ

∑

δ∈∆(σ)

w(δ)

w(σ)
PL(δ(σ), τ)

=
1

w(σ)

∑

δ∈∆(σ)

w(δ)
∑

τ

PL(δ(σ), τ)

=
1

w(σ)

∑

δ∈∆(σ)

w(δ) grâe à (2.3)
= 1 par dé�nition de w(σ)44



2.2. NOTION D'ATTRACTEUR DANS LES CHAÎNES DE MARKOV
s1 s2

c!b
c!a

35
s1, ε

s1, a

s2, ε

s2, b5/8 (1- λ)5/8 λ 3/8 λ3/8 (1 - λ)
Fig. 2.4 � La sémantique markovienne sur un exempleExemple 2.9. La Figure 2.4 illustre la dé�nition deMP à partir de P. On a isolé une partiedu PLCS P, onstituée de deux états de ontr�le s1 et s2. Deux transitions partent de l'état deontr�le s1. On représente à droite de la �gure la partie de la haîne de Markov orrespondantà l'appliation d'une transition à partir de la on�guration (s1, ε).2.2 Notion d'attrateur dans les haînes de Markov2.2.1 PrésentationDans ette sous-setion, nous introduisons la notion d'attrateur pour les haînes de Mar-kov. Nous verrons plus tard que les attrateurs (et plus préisément les attrateurs �nis) jouentun r�le important dans l'analyse des haînes de Markov. L'existene d'un attrateur �ni dansune haîne de Markov in�nie simpli�e en e�et l'étude des propriétés de ette haîne et rap-prohe son analyse de elle d'une haîne de Markov �nie. Nous appliquerons les tehniquesexposées pour les haînes de Markov possédant un attrateur �ni à la véri�ation qualitativede propriétés d'aessibilité ou d'aessibilité répétée pour les PLCS.Dé�nition 2.10 (Attrateur). Un ensemble A ⊆ E d'états de la haîne de Markov M =

(E,P) est un attrateur si pour tout état x ∈ E on a Pr(x |= ♦A) = 1.Autrement dit, un attrateur est en ensemble d'état qui sera visité presque sûrement,quelque soit l'état initial. Toute haîne de Markov admet pour attrateur l'ensemble E detous ses états ; e dernier sera appelé attrateur trivial.Proposition 2.11. Soit A un attrateur pourM = (E,P). Alors pour tout état x ∈ E, on a
Pr(x |= �♦A) = 1.Idée de la preuve. Par dé�nition de l'attrateur, partant de x, A sera presque sûrement atteint.À haque fois qu'une exéution quitte A, par exemple dans un état y ∈ E, le même argumentpermet d'assurer qu'on reviendra à A ave probabilité 1. Alors, à partir de x on visiteral'ensemble A au moins à deux reprises presque sûrement. En itérant e raisonnement, presquesûrement l'ensemble A sera visité in�niment souvent.Exemple 2.12 (Marhes aléatoires sur Zn). Les marhes aléatoires sur Zn sont des as parti-uliers de haînes de Markov. Nous donnons ii des résultats lassiques que l'on peut retrouver45



CHAPITRE 2. LCS PROBABILISTESpar exemple dans [Bré99℄. La marhe aléatoire isotrope sur Z représentée Figure 2.5 possèdel'état {0} omme attrateur. Presque sûrement toutes les exéutions dans ette haîne de Mar-kov reviennent à l'état initial 0. En fait, tout ensemble �ni est un attrateur pour la marhealéatoire isotrope sur Z. C'est aussi le as pour la marhe aléatoire sur Z2 (f. Figure 2.6).Pour des dimensions supérieures, ei n'est plus vrai.
· · · -2 -1 0 1 2 · · ·
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1/2 1/2 1/2 1/2Fig. 2.5 � Marhe aléatoire isotrope sur Z
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Fig. 2.6 � Marhe aléatoire isotrope sur Z2Lemme 2.13. Soit A un attrateur d'une haîne de MarkovM, et A′ un ensemble d'états de
M. On suppose que A est �ni. Si l'ensemble A′ est aessible depuis haque état x ∈ A, alors
A′ est aussi un attrateur pour M.Preuve : Fixons x ∈ E. Comme A est un attrateur, Pr(x |= �♦A) = 1, 'est à dire Pr(x |=
�♦

⋃
y∈A y) = 1. La �nitude de A entraîne alors l'existene d'un état y1 ∈ A tel que Pr(x |=

�♦y1) = 1. (En général, et élément y1 dépend de l'état initial x). Par hypothèse, y1 peutatteindre A′, don il existe y2 ∈ A′ tel que y1
∗−→ y2. Le Lemme 2.4 (page 42) implique alors

Pr(x |= �♦y2) = 1. Comme y2 ∈ A′, on onlut Pr(x |= �♦A′) = 1. Cei étant valable pourtout état x ∈ E, A′ est un attrateur pourM.Dans le Chapitre 3 nous donnerons une ondition su�sante pour qu'un ensemble A soitun attrateur. On s'intéresse maintenant aux onséquenes de l'existene d'un attrateur �nidans les haînes de Markov. 46



2.3. VÉRIFICATION QUALITATIVE DES PLCSLes LCS probabilistes fournissent un exemple de haînes de Markov qui possèdent unattrateur �ni :Théorème 2.14. Soit P un PLCS, et S0 ⊆ Conf l'ensemble des on�gurations pour lesquellesles anaux sont vides. Alors S0 est un attrateur dansMP .La preuve de e théorème sera donnée dans le Chapitre 3 omme onséquene du Théo-rème 3.5 (page 62). Néanmoins, nous allons utiliser e fait dans la suite, 'est pourquoi nousl'énonçons dès maintenant.Intuitivement lorsqu'un nombre important de messages est en transit dans les anaux,la probabilité pour qu'à la prohaine étape le nombre de messages diminue est plus forteque la probabilité que le nombre de messages augmente. Ainsi le système sera ramené à deson�gurations petites (ayant peu de on�gurations), et en partiulier à elles où les anauxsont vides.Le onept d'attrateur pour les PLCS est introduit indépendamment dans [AR03℄ et[BS03℄. La notion est sous-jaente dans [BE99℄, sans être expliitée. Néanmoins, 'est la lefde la véri�ation qualitative des PLCS. Depuis, la notion d'attrateur dans les haînes deMarkov est beauoup utilisée, voire ra�née [ABM05, ABMS06℄.2.3 Véri�ation qualitative des PLCS2.3.1 Véri�ation qualitative dans les haînes de Markov : aessibilité etaessibilité répétéeSoit M = (E,P) une haîne de Markov ayant A ⊆ E omme attrateur �ni. On dé�nit
Graph(A) omme le graphe dont les sommets sont les on�gurations du sous-ensemble A ⊆ Eet tel qu'il existe une arête entre deux on�gurations σ et τ de A si et seulement si σ ∗−→ τdans STM, 'est à dire si la probabilité d'atteindre τ à partir de σ dans M (en une ouplusieurs étapes) est stritement positive. Cette dé�nition fait de Graph(A) un sous-graphede la fermeture transitive de STM.Exemple 2.15. Pour les PLCS, un attrateur �ni est l'ensemble des on�gurations aveanaux vides S0. On donne un exemple de la onstrution de Graph(S0) pour un PLCS parti-ulier à la Figure 2.7. À gauhe �gure un système ommuniant à un anal (non représenté)que l'on peut voir omme un PLCS en ajoutant un taux de pertes λ et des poids aux règlesde transition. À droite est représenté Graph(S0) pour e PLCS. Notons qu'il n'y a pas d'arêteentre (s2, ε) et (s3, ε) ar depuis s2 une leture est néessaire pour atteindre s3.Dé�nition 2.16. On appelle omposante fortement onnexe d'un graphe orienté G = (V,→)un ensemble maximal de sommets C ⊆ V tels que pour tout ouple (x, y) ∈ C, x ∗−→ y et
y

∗−→ x.
C est appelée omposante fortement onnexe �nale si C est une omposante fortementonnexe et pour tout x ∈ C il n'existe pas d'arête x→ y ave y /∈ C.Exemple 2.17. Les omposantes fortement onnexes �nales de Graph(S0) sont entouréesdans la Figure 2.7 : C1 = {(s1, ε)}, C2 = {(s3, ε), (s4, ε)} et C3 = {(s5, ε)}.Dans un premier temps, nous donnons une propriété des omposantes fortement onnexes�nales de Graph(A) lorsque A est un attrateur �ni.47



CHAPITRE 2. LCS PROBABILISTES
s0

s1 s2
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c?a
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c!a
c!a

s0, ε

s1, ε s2, ε

s3, εs4, ε s5, εFig. 2.7 � Exemple de PLCS et Graph(S0) assoiéLemme 2.18. Soit A un attrateur �ni d'une haîne de Markov M = (E,P). Si C est uneomposante fortement onnexe �nale de Graph(A) et x un état de C, alors pour tout état
s′ ∈ S, Pr(x |= �♦x′) = 1.Preuve : A est un attrateur pour M don Pr(x |= �♦A) = 1. D'autre part, puisque Cest une omposante fortement onnexe �nale de Graph(A), les états de A \ C ne sont pasatteignables depuis C. Ainsi, Pr(x |= �♦A) = 1 implique Pr(x |= �♦C) = 1, ar x ∈ C.

A est �ni, don C est �ni également. On en déduit qu'il existe un état x′ de la omposante
C tel que Pr(x |= �♦x′) = 1. Comme tout état de C est aessible depuis tout autre état (parexemple x′), on obtient Pr(x |= �♦x′) = 1 pour tout x′ ∈ E, en appliation du Lemme 2.4,page 42.Lemme 2.19. Soit A un attrateur �ni d'une haîne de MarkovM = (E,P). Soient C1, . . . , Cples omposantes fortement onnexes �nales de Graph(A). Pour tout état x ∈ E

Pr(x |= ♦C1) + . . .+ Pr(x |= ♦Cp) = Pr(x |= �♦C1) + . . .+ Pr(x |= �♦Cp) = 1.Preuve : Par dé�nition des omposantes fortement onnexes �nales, C def
= C1 ∪ . . . Cp estatteignable depuis tout état de A. Le lemme 2.13 (f. page 46) implique que C est un attrateur.De plus Pr(x |= ♦Ci∧♦Cj) = 0 si i 6= j ar dans e as Ci n'est pas aessible depuis Cj . Ainsi

Pr(x |= ♦C) = 1 entraîne Pr(x |= ♦C1) + . . . + Pr(x |= ♦Cp) = 1. On onlut en observantque Pr(x |= ♦Ci) = Pr(x |= �♦Ci) grâe au lemme 2.18.Ce dernier lemme peut être ra�né enLemme 2.20. Soient A un attrateur �ni d'une haîne de MarkovM = (E,P), et x ∈ E unétat de M. Si C ′
1, . . . , C

′
q sont les omposantes fortement onnexes �nales de Graph(A) quisont aessibles depuis x, alors

Pr(x |= ♦C ′
1) + . . .+ Pr(x |= ♦C ′

q) = 1.Preuve : C'est une onséquene du lemme 2.19, en onstatant que si une omposante forte-ment onnexe �nale Ci n'est pas aessible depuis x, Pr(x |= ♦Ci) = Pr(x |= �♦Ci) = 0.48



2.3. VÉRIFICATION QUALITATIVE DES PLCSEn�n nous donnons un lemme qui sera utilisé pour résoudre le problème de l'aessibilitérépétée probabiliste.Lemme 2.21. Soit A un attrateur �ni de la haîne de Markov M. Soient x ∈ E un étatet Q ⊆ E un ensemble d'états. Alors Pr(x |= �♦Q) = 1 si et seulement si depuis touteomposante fortement onnexe �nale aessible depuis x, on peut atteindre Q.Remarque 2.22. Si depuis toute omposante fortement onnexe �nale on peut atteindre Q,alors depuis haque état de haque omposante fortement onnexe �nale on peut atteindre Q.Preuve : (⇐=) : Notons C ′
1, . . . , C

′
q les omposantes fortement onnexes �nales que l'on peutatteindre depuis x, et UC l'union de es ensembles : UC = C ′

1 ∪ . . . C ′
q. Le lemme 2.20 donne

Pr(x |= ♦UC) = Pr(x |= �♦UC) = 1. On onlut par le lemme 2.4 (page 42) que :
Pr(x |= �♦UC ∧�♦Q) = 1ar Q est aessible depuis haque état UC.

(=⇒) : Supposons que Q n'est pas aessible depuis une omposante fortement onnexe�nale donnée C. Alors Pr(x |= �♦Q) ≤ 1− Pr(x |= ♦C) < 1.Aessibilité probabiliste qualitative Nous expliquons à présent omment véri�er desquestions d'aessibilité dans les haînes de Markov ave attrateur. Comme on va le voir, lespropriétés qualitatives d'aessibilité probabiliste se réduisent à des questions d'aessibilité(non déterministe) sur le système de transition sous-jaent à la haîne de Markov. C'est-à-direque les valeurs préises des probabilités n'ont pas d'in�uene. Le fait qu'on puisse réduirele problème de l'aessibilité probabiliste à des questions d'aessibilité non déterministe estsimilaire à la situation des haînes de Markov �nies. Pour les haînes de Markov in�nies en'est pas le as en général. Cei n'est vrai que grâe à l'existene d'un attrateur �ni, existenequi dépend des valeurs des probabilités.Formellement, le problème que nous onsidérons est le suivant :Aessibilité probabilisteInstane : Une haîne de Markov M = (E,P), un état x ∈ E, et un ensemble
Q ⊆ E.Question : Est-e que Pr(x |= ♦Q) = 1 ?, i.e. est-e que Q est atteint presquesûrement depuis x ?SoitM = (E,P) une haîne de Markov ayant pour attrateur �ni un ensemble A ⊆ E. Onréduit les problèmes d'aessibilité probabiliste dans M à des problèmes d'aessibilité dans

Graph(A).Lemme 2.23. Soient M une haîne de Markov, A un attrateur �ni de M, x ∈ E un étatde M et Q ⊆ E un ensemble d'états. Alors Pr(x |= ♦Q) < 1 si et seulement si il existe uneomposante fortement onnexe �nale C de Graph(A) telle que :1. C ne peut atteindre Q, et,2. on peut atteindre C depuis x sans passer par Q.49



CHAPITRE 2. LCS PROBABILISTESPreuve : (⇐=) : Soit π un hemin �ni menant de x à C sans traverser Q. Puisque parhypothèse Q n'est pas atteignable à partir de C, toute exéution ayant omme pré�xe π nerenontre jamaisQ. L'ensemble de es exéutions a pour mesure la mesure du ylindre engendrépar π, 'est-à-dire Pr(Dπ) > 0. Alors Pr(x |= ¬♦Q) ≥ Pr(Dπ) > 0, et don Pr(x |= ♦Q) < 1.
(=⇒) : Notons C1, . . . , Cp les omposantes fortement onnexes �nales de Graph(A), et UCl'union de es ensembles : UC = C1 ∪ . . . Cp. On a vu que UC est un attrateur s'il existeun attrateur �ni pourM (f. Lemme 2.19 page 48). On en déduit que Pr(x |= �♦UC) = 1pour tout état x ∈ E, et don Pr(x |= ♦Q) = Pr(x |= ♦Q ∧ �♦UC). Les événements

�♦C1, . . . ,�♦Cp forment une partition de �♦UC ar Ci n'est pas aessible depuis Cj quand
i 6= j (voir toujours le Lemme 2.19). En onséquene, Pr(s |= ♦Q ∧ �♦UC) = Pr(s |=
♦Q ∧ �♦C1) + . . . + Pr(s |= ♦Q ∧ �♦Cp). Alors Pr(s |= ♦Q) < 1 entraîne l'existene de
C ∈ {C1, . . . , Cp} tel que

Pr(s |= ♦Q ∧�♦C) < Pr(s |= �♦C). (2.5)Raisonnons à présent par l'absurde pour montrer que C satisfait les assertions (1) et (2) dulemme. Si C ∗−→ Q, alors Pr(x |= �♦C) = Pr(x |= �♦C ∧ �♦Q) (f. Lemme 2.4 page 42),qui ontredit la onlusion (2.5). De façon similaire, si toutes les exéutions partant de x quiatteignent C visitaient Q avant C, alors Pr(x |= �♦C) = Pr(x |= �♦C∧♦Q), e qui ontreditégalement (2.5). Finalement l'équation (2.5) implique (1) et (2).Le lemme 2.23 nous donne une proédure pour résoudre le problème d'aessibilité quali-tative probabiliste.Proédure � Aessibilité probabilisteEntrée Une haîne de Markov M = (E,P) ayant un attrateur �ni, etson système de transition sous-jaent STM = (E,→), un état x ∈ E, et unensemble Q ⊆ E.Sortie Q est-il atteint presque sûrement depuis x ?début1. onstruire un attrateur �ni A2. onstruire Graph(A) et établir la liste de ses omposantes fortementonnexes �nales C1, . . . , Cp3. pour haque omposante fortement onnexe �nale C de Graph(A)3a. si x ∈ (S \Q) Until C3b. et ¬(
C

∗−→ Q
)3. alors retourner(faux)4. retourner(vrai)�nAessibilité répétée probabiliste Le problème de l'aessibilité répétée probabiliste 2est dé�ni i-dessous.2Ii enore, on ne onsidère que la variante � qualitative �50



2.3. VÉRIFICATION QUALITATIVE DES PLCSAessibilité répétée probabilisteInstane : Une haîne de Markov M = (E,P) ayant un attrateur �ni, et sonsystème de transition sous-jaent STM, un état x ∈ E, et un ensemble Q ⊆ E.Question : Est-e que Pr(x |= �♦Q) = 1 ?, i.e. est-e que Q est visité in�nimentsouvent presque sûrement depuis x ?Le lemme 2.21 permet de dé�nir une proédure résolvant le problème de l'aessibilitérépétée probabiliste.Proédure � Aessibilité répétée probabilisteEntrée Une haîne de Markov M = (E,P) ayant pour système de tran-sition sous-jaent T = (E,→), un état x ∈ E, et un ensemble Q ⊆ E.Sortie Q est-il visité in�niment souvent presque sûrement depuis x ?début1. onstruire un attrateur �ni A2. onstruire Graph(A) et établir la liste de ses omposantes fortementonnexes �nales C1, . . . , Cp3. pour haque omposante fortement onnexe �nale C de Graph(A)3a. si x ∗−→ C3b. et ¬(
C

∗−→ Q
)3. alors retourner(faux)4. retourner(vrai)�nCette méthode est alquée sur elle proposée pour l'aessibilité probabiliste et ne di�èreque par l'instrution 3a. qui est remplaée par :3a. si x ∗−→ C2.3.2 Appliation aux PLCSAessibilité et aessibilité répétée Puisque l'aessibilité est déidable dans les LCSet que le système de transition sous-jaent à un PLCS est indépendant du taux de perte λ, onobtient :Lemme 2.24. Étant donné un ensemble �ni de on�gurations A, on peut onstruire de façone�etive Graph(A).De plus, si on se donne deux PLCS P = 〈S,C,M,∆, λ, w〉 et P ′ = 〈S,C,M,∆, λ′, w′〉qui ne di�èrent que par les valeurs des probabilités ('est-à-dire on suppose que pour tout

δ ∈ ∆, w(δ) > 0 ⇐⇒ w′(δ) > 0), Graph(A) sera identique pour P et P ′. Alors, dans lesproblèmes d'aessibilité probabiliste et aessibilité répétée probabiliste, qui sont basées surune analyse de Graph(A), les réponses seront les mêmes pour P et P ′, sous réserve que A soitun attrateur dans les deux as. Soulignons le fait que ei est lié au fait que P et P ′ possèdentun même attrateur �ni. On retrouve ii un fait lassique du as où la haîne de Markov est�nie : lorsque l'on s'intéresse à des propriétés qualitatives, la valeur exate des probabilités n'a51



CHAPITRE 2. LCS PROBABILISTESpas d'importane, seule la topologie du graphe ompte. C'est pourquoi dans l'exemple 2.15(page 47) il n'était pas utile de préiser des valeurs pour le taux de pertes λ et les poids desdi�érentes règles de transition.Dé�nissons formellement les problèmes d'aessibilité et aessibilité répétée pour lesPLCS.Aessibilité probabiliste dans les PLCSInstane : Un PLCS P = 〈S,C,M,∆, λ, w〉, une on�guration σ ∈ Conf, et unerégion régulière R ⊆ Conf.Question : Est-e que Pr(σ |= ♦R) = 1 ?, i.e. est-e que la région R est aessiblepresque sûrement depuis σ ?Aessibilité répétée probabiliste dans les PLCSInstane : Un PLCS P = 〈S,C,M,∆, λ, w〉, une on�guration σ ∈ Conf, et unerégion régulière R ⊆ Conf.Question : Est-e que Pr(σ |= �♦R) = 1 ?, i.e. est-e que la région R est visitéein�niment souvent presque sûrement depuis σ ?Théorème 2.25. Les problèmes de l'aessibilité probabiliste et de l'aessibilité répétée pro-babiliste sont déidables pour les PLCS.Preuve : Les Lemmes 3.6 (page 64) et 2.24 (page 51) et la déidabilité du problème del'aessibilité dans les LCS (f. Corollaire 1.30 page 34) permettent d'implémenter la proédured'aessibilité répétée probabiliste dans les haînes de Markov. Pour e qui est de l'aessibilitéprobabiliste, on peut utiliser le fait que les problèmes d'aessibilité ontrainte sont déidablesdans les LCS ('est aussi une onséquene du Théorème 1.26 sur les termes du µ-alul gardé).Il existe une autre preuve : réduire l'aessibilité probabiliste à l'aessibilité répétée pro-babiliste. Nous détaillons ette rédution i-dessous. Soit P un PLCS, et RConf une région.On modi�e la struture de P pour obtenir un PLCS étendu P ′. Si s op−→ t est une transitionde P, elle est remplaée dans P ′ par la transition gardée s R:op−−→ t. De plus pour tout état deontr�le s, on ajoute une règle de transition s R:op−−→ s. Cette onstrution véri�e l'équivalenesuivante :
Pr(σ |=P ′ �♦R) = Pr(σ |=P ♦R) (2.6)e qui montre que le problème de l'aessibilité se réduit au problème d'aessibilité répétéedans les PLCS.Exemple 2.26. Reprenons l'exemple de la Figure 2.7 page 48 (et les notations de l'Exemple 2.17),ave R = (s1, ↑b) + (s4, ↑ε) + (s5, ↑aa), et x = (s0, ε) omme état initial. Alors depuis ha-une des omposantes fortement onnexes �nales de GraphS0, on peut atteindre R. Ainsi,

Pr((s0, ε) |= ♦R) = 1 et aussi Pr((s0, ε) |= �♦R) = 1On onsidère à présent la région R′ = (s1, ↑b) + (s2, ↑ε). Depuis C1 on peut atteindre R′e qui viole la ondition 3.b (voir la proédure d'aessibilité probabiliste page 50) ; pour C2 et
C3, 'est la ondition 3.a qui n'est pas respetée puisque s2 est visité avant d'atteindre C2 ou
C3. On onlut que Pr((s0, ε) |= ♦R′) = 1. Par ontre, si on s'intéresse à la propriété �♦R′,
C2 et C3 sont aessibles depuis (s0, ε) et satisfont ¬Ci

∗−→ Q. Autrement dit, à la fois C2et C3 satisfont les onditions 3.a et 3.b de la proédure pour l'aessibilité répétée probabilisteproposée page 51. On en déduit que Pr((s0, ε) |= �♦R′) < 1.52



2.3. VÉRIFICATION QUALITATIVE DES PLCSModel-heking probabiliste On s'intéresse maintenant à des propriétés plus généralesque l'aessibilité ou l'aessibilité répétée pour les PLCS. Soit φ une formule du temps linéaireet P un PLCS. On se demande si Pr(σ |= φ) = 1 pour une on�guration σ donnée, 'est-à-diresi les exéutions issues de σ satisfont presque sûrement la propriété φ.Nous montrons ii que si les propriétés sont spéi�ées par des automates �ni (ave ondi-tions d'aeptation de Müller par exemple), ou de façon équivalente par des formules de lalogique monadique du seond ordre (formules MSO), le problème est déidable.Des résultats similaires sont obtenus pour des PLCS ayant d'autres types d'erreurs en plusdes pertes (dupliation, orruption ou insertion de messages).Remarque 2.27. Nous supposons ii que les propositions atomiques des formules du tempslinéaire sont des régions de ontr�le, plut�t que des régions en toute généralité. Cette restritionpermet de donner une preuve plus simple mais le résultat de déidabilité tiendrait pour desformules LTL sur des régions régulières. Pour ela, il serait néanmoins néessaire d'utiliserdes LCS étendus (f. setion 1.2 page 26), pour réaliser le produit d'un automate de Müllerpour la propriété ave le LCS sous-jaent au NPLCS onsidéré. Nous traitons don dans lasuite le as plus simple où les proposition atomiques des formules du temps linéaires sont desrégions de ontr�le ( i.e. des ensembles d'états de ontr�le).Pour véri�er une propriété spéi�ée par un automate �ni déterministe, il nous faut onstruirele produit de et automate ave le PLCS. Cette approhe néessite d'étendre les LCS ave unefontion d'étiquetage. Un LCS étiqueté est un LCS muni d'un alphabet Σ et d'une fontiond'étiquetage l : S → Σ. L'étiquetage d'un LCS L est transféré au système de transitions STLsous-jaent à L. Une on�guration σ = (s,w) a pour étiquette elle de son état de ontr�le :
l(σ) = l(s). Pour un PLCS P = 〈L, λ, w〉, on peut également supposer que le LCS sous-jaent
L est muni d'un étiquetage et que e dernier est étendu à la haîne de MarkovMP . De ettemanière, on obtient des PLCS étiquetés, et des haînes de Markov étiquetées.La trae d'une exéution σ0σ1 · · · dans un système de transition étiqueté est le mot
l(σ0)l(σ1) · · · ∈ Σω. Une exéution véri�e la propriété spéi�ée par l'automate A, si sa traeest aeptée par A.Dé�nition 2.28 (Automate de Müller). Un automate de Müller est un n-uplet A = 〈Q,Σ,→
, q0,F〉 où� Q est un ensemble �ni d'états,� Σ est un alphabet �ni,� →⊆ Q× Σ×Q est la relation de transition,� q0 ∈ Q est l'état initial, et� F ⊆ 2Q est un ensemble de onditions d'équité.Classiquement, on érit q a−→ q′ si (q, a, q′) ∈→. A est déterministe si pour tout état q ∈ Qet toute lettre a ∈ Σ, il y a exatement un état q′ ∈ Q tel que q a−→ q′.Une exéution de A est une suite in�nie q0a0q1a1 · · · telle que pour tout i ≥ 0, qi ai−→ qi+1. Àune exéution π de A, on assoie l'ensemble Inf(π) des états q ∈ Q visités in�niment souventle long de π. Une exéution π satisfait les onditions d'équité F si l'ensemble Inf(π) appartientà F . Un mot in�ni a0a1 · · · sur Σ est aepté par A s'il existe une exéution q0a0q1a1 · · · quisatisfait les onditions d'équité F . Le langage aepté par A est l'ensemble des mots in�nisaeptés par A. 53



CHAPITRE 2. LCS PROBABILISTESOn rappelle que pour tout langage dé�ni par une formule de MSO, il existe un automatede Müller déterministe dont 'est le langage aepté [Tho90℄. Cei permet de se restreindreaux automates de Müller déterministes pour spéi�er les propriétés.Soit A = 〈Q,Σ,→, q0,F〉 un automate de Müller et ST = (S,→,Σ, l) un système detransition étiqueté. Le produit A× ST de A et ST est un système de transition ST′ = 〈S′,→′

, q′0, l
′〉 dé�ni de la façon suivante :États : S′ = Q× S,Étiquetage : l′(q, s) = l(s) ; (q, s) a la même étiquette que s dans ST, etRelation de transition : (q, s)→′ (q′, s′) ssi s→ s′ dans ST et q l(s)−→ q′ dans A.On dé�nit également, le produit R = A×M d'un automate déterministe A ave une haînede Markov étiquetéeM = 〈E,P,Σ, l〉. R est une haîne de Markov étiquetée 〈E′,P′,Σ, l′〉. Lesétats de R sont les ouples (q, x) ∈ Q×E, et la fontion d'étiquetage l′ véri�e l′(q, x) = l(x).En�n, la probabilité P

′ est donnée par :
P

′((q, x), (q′, x′)) =

{
P(x, x′) si q l(s)−→ q′ dans A,
0 sinon.Remarque 2.29. Le fait que A soit déterministe assure que la somme des probabilités destransitions à partir d'un état (q, x) est la même que la somme des probabilités des transitions àpartir de l'état x dansM, et don ette somme est 1. Ainsi, R est bien une haîne de Markovétiquetée.De plus, A×STM est le système de transition sous-jaent à A×M : A×STM = STA×M.En�n, le produit L′ = A× L d'un automate ave un LCS L = 〈S,C,M,∆,Σ, l〉 est dé�nipar : L′ = 〈S′,C,M,∆′,Σ, l′〉 tel que� S′ = Q× S,� ((q, s), op, (q′, s′)) ∈ ∆′ ssi (s, op, s′) ∈ ∆ et q l(s)−→ q′ dans A, et� l′((q, s)) = l(s).Le produit d'un automate déterministe ave un PLCS P suit le même shéma.La notation Inf(π) est étendue aux exéutions du produit d'un automate, ave une haînede Markov ou un système de transition. Néanmoins, on se restreindra à la projetion des exéu-tions sur les états de A lorsqu'on s'intéresse aux états visités in�niment souvent : Inf(π) ⊆ Q.Ces onstrutions véri�ent la propriété ruiale suivante.Lemme 2.30. Soit L un LCS, et P un PLCS. Alors� A× STL est isomorphe à STA×L,� A×MP est isomorphe àMA×P .L'isomorphisme en question assoie dans le premier as ((q, s),w) état de STA×L à (q, (s,w))état de A × STL, et dans le seond as il assoie ((q, s),w) état de MA×P à (q, (s,w)) étatde A×MP .Lemme 2.31. Soit A un automate déterministe ayant F omme onditions d'équité. SoientMune haîne de Markov étiquetée, et R le produit A×M. La mesure de l'ensemble des exéutionsdansM à partir de x et aeptées par A égale la mesure de l'ensemble des exéutions π de Rà partir de (q0, x) telles que Inf(π) ∈ F . 54



2.3. VÉRIFICATION QUALITATIVE DES PLCSPreuve : À une exéution π = x0x1 · · · deM on assoie πA, l'unique exéution de R de laforme (q0, x0)(q1, s1) · · · ave pour tout i, qi l(xi)−−→ qi+1. Étant donné π, l'existene et l'uniitéde πA sont des onséquenes du déterminisme de A. De plus, toute exéution de R est le πAd'un π de M. Finalement, la mesure d'un ensemble L d'exéutions dans M est exatementla mesure dans R de LA def
= {πA|π ∈ L}. Le lemme déoule alors de l'observation suivante : πest aepté par A ssi Inf(πA) ∈ F .Pour plus de détails sur le produit d'une haîne de Markov ave un automate �ni de motsin�nis, nous suggérons de onsulter [CY95℄ (setion 4.1) où e sujet est développé.À présent, dé�nissons formellement le problème qui nous intéresse.Model-heking probabiliste dans les PLCSInstane : Un PLCS étiqueté P = 〈S,C,M,∆, λ, w,Σ, l〉 qui dé�nit une haîne deMarkov étiquetéeMP , une on�guration σ ∈ Conf, et un automate A.Question : Est-e que les exéutions de MP partant de σ sont aeptées pas Aave probabilité 1 ?Ce qui reste de ette setion est dédié à la démonstration du théorème :Théorème 2.32. Le problème du model-heking probabiliste est déidable pour les PLCS.Preuve : Soit A = 〈Q,Σ,→, q0,F〉 un automate ave onditions d'aeptation de Müller,que l'on suppose déterministe (rappelons que pour les automates de Müller ei n'est pas unerestrition). On onsidère le produit de A ave la haîne de Markov MP induite par P ; eproduit est noté R. Grâe au Lemme 2.31, il su�t de montrer que Pr((q0, σ) |= Inf ∈ F) = 1.Pour ela, on utilise le résultat suivant :Lemme 2.33. Supposons que B est un attrateur �ni de R. On a alors l'équivalene entre lesdeux assertions :1. Pr((q0, σ) |= Inf ∈ F) = 1.2. Pour toute omposante fortement onnexe �nale C de Graph(B), si C est aessibledepuis (q0, σ), alors il existe F ∈ F tel que :(a) si (q, τ) est aessible dans R depuis C, alors q ∈ F , et(b) pour tout q ∈ F , il existe une on�guration τ de MP telle que (q, τ) est aessibledans R depuis C.Preuve du lemme : (1⇒ 2) : Supposons que C est une omposante fortement onnexe �nalede Graph(B), aessible depuis (q0, σ). Alors Pr((q0, σ) |= ♦C) > 0 et Pr((q0, σ) |= �♦C) > 0.Par hypothèse Pr((q0, σ) |= Inf ∈ F) = 1, don Pr((q0, σ) |= Inf ∈ F ∧ �♦C) > 0, e quientraîne l'existene de F ∈ F tel que

Pr((q0, σ) |= Inf = F ∧�♦C) > 0 (2.7)Cei impose que pour tout q ∈ F , C peut atteindre (q, τ) pour une ertaine on�guration τdeMP . De plus, si C ∗−→ (q, τ) alors Pr((q0, σ) |= �♦C ⇔ �♦(q, τ)) = 1. C'est pourquoi (2.7)implique q ∈ F .
(2 ⇒ 1) : Supposons que pour une omposante fortement onnexe �nale C, il existe

F ∈ F véri�ant 2.(a) et 2.(b). De 2.(a) on tire Pr(�♦C) = Pr(�♦C ∧ Inf = F ). D'un autre�té, pour tout q ∈ F , 2.(b) entraîne Pr(�♦C) = Pr(�♦C ∧ �♦(q, τ)) = Pr(�♦C ∧ q ∈55



CHAPITRE 2. LCS PROBABILISTES
Inf). Alors Pr(�♦C) = Pr(�♦C ∧ Inf ∈ F). Puisque ei est vrai pour toute omposantefortement onnexe �nale atteignable à partir de (q0, σ), on obtient que Pr(Inf ∈ F) = 1 parle Lemme 2.19 (page 48) �n de preuve du lemme

R = A×MP peut aussi être vu omme la haîne de Markov induite par le PLCS P ′ = A×P(f. Lemme 2.30, page 54). Dans ette onstrution l'ensemble B des on�gurations de R aveanaux vides est un attrateur �ni.On peut don appliquer le lemme 2.33 et donner des onditions néessaires et su�santespour que les exéutions deMP partant de σ soient aeptées par A ave probabilité 1.Il reste à montrer que les onditions du lemme 2.33 peuvent être véri�ées de façon e�e-tive. Tout d'abord, Graph(B) est alulable par analyse d'aessibilité dans P ′. Ensuite lesonditions de l'assertion 2 du lemme peuvent être véri�ées par le biais d'algorithmes pour l'a-essibilité des ensembles fermés vers le haut. Plus préisément, la ondition (a) demande que
((Q\F )×Conf) ↑ ne soit pas aessible, et la ondition (b) demande que haque ({q}×Conf) ↑soit aessible. Ces questions sont déidables pour les LCS, omme onséquenes du théorèmesur le mu-alul gardé (f. Théorème 1.26, page 32 et ses appliations aux LCS).Complexité La méthode exposée pour l'aessibilité probabiliste ou l'aessibilité répétéeprobabiliste d'une région dans un PLCS réduit le problème à un nombre polynomial de ques-tions d'aessibilité dans le LCS sous-jaent. De plus, on peut aisément réduire le problème del'aessibilité dans un LCS à une question d'aessibilité probabiliste dans un PLCS assoié.Cei permet de onlure que la véri�ation de propriétés d'aessibilité qualitative probabi-liste dans les PLCS, et elle de propriétés d'aessibilité dans les LCS ont la même omplexité.Comme l'aessibilité dans les LCS est un problème non primitif réursif [Sh02℄, il en est demême de l'aessibilité qualitative probabiliste dans les PLCS.Pour e qui est de la véri�ation de propriétés ω-régulières, étant donné un automate deMuller A pour la propriété, notre méthode réduit le problème à des questions d'aessibilitédans le produit A×L. Si l'automate spéi�ant la propriété est non-déterministe, la phase dedéterminisation induit un fateur exponentiel. Dans e as, la omplexité est bornée par f(|L|×
exp |A|), où f est une fontion non-primitive réursive. Une question ouverte est l'existened'autres méthodes évitant ette explosion ombinatoire, 'est-à-dire ayant une omplexité dela forme f(|L|)× g(|A|) où g est plus simple que f , par exemple élémentaire.2.4 Travaux liés et perspetivesLCS probabilistes Purushotoman Iyer et Narasimha furent les premiers à dé�nir un modèlede LCS probabilistes [PN97℄. Dans leur modèle, les ations sont munies d'un poids, et haqueétape peut être une ation du système ou la perte d'un message. Leur sémantique probabilisteest une étape intéressante vers une modélisation plus �dèle des LCS, en voyant en partiulierles pertes omme des erreurs, ayant une ertaine probabilité de survenir. Cependant l'analysefaite dans e travail est fausse.Une deuxième approhe a été entreprise par Baier et Engelen [BE99℄ qui fournissent uneanalyse orrete du modèle, mais pour laquelle des restritions sont néessaires. En partiulier,le prinipal résultat est la déidabilité de la véri�ation de formule de LTL sans opérateur Next(ou X), lorsque le taux de perte, qui représente la fréquene des pertes par rapport aux ationsdu système, est supérieur à 1

2 . Dans le as positif, leur travail repose, sans que e soit lairementénoné, sur l'existene de l'attrateur �ni. Pour un taux de perte inférieur à 1
2 , Abdulla et56



2.4. TRAVAUX LIÉS ET PERSPECTIVESal. [ABPJ05℄ ont montré que la véri�ation de formules de LTL\ X était indéidable. La preuveest en fait exposée pour un modèle légèrement di�érent de elui de Baier et Engelen [BE99℄,puisque les pertes ne se produisent qu'en tête du anal (LCS front lossy).Perspetives Nous nous sommes attahés à l'étude de la véri�ation qualitative des PLCS.Cependant, il existe des travaux dans lesquels les aspets quantitatifs ont aussi été étudiés[Rab06, Sh04℄.Dans le adre de la véri�ation de PLCS, les questions quantitatives qui se posent sontde la forme : étant donnés φ une formule du temps linéaire, σ une on�guration initiale, et
ǫ > 0 une onstante d'erreur, donner à ǫ près la probabilité que φ soit véri�ée à partir de σ.C'est-à-dire trouver p tel que p − ǫ ≤ Pr(σ |= φ) ≤ p + ǫ. Beauoup de problèmes restentouverts dans la véri�ation quantitative des PLCS. Par exemple, on ne sait toujours pas si laprobabilité qu'une formule soit véri�ée est un rationnel, ou même un nombre algébrique.Nous n'allons pas nous étendre plus sur les PLCS. En e�et, le modèle des haînes deMarkov possède l'avantage de modéliser de façon réaliste les pertes de messages, mais n'estpour autant le modèle le mieux adapté à la véri�ation de protooles. C'est pourquoi nousintroduirons dans la troisième partie un autre modèle pour les LCS sous forme de proessusde déision markovien. Nous détaillerons alors les motivations de e nouveau modèle, et enpartiulier son avantage par rapport aux PLCS.
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Chapitre 3Un ritère su�sant d'existene d'unattrateur �ni
Sommaire3.1 Chaînes de Markov orientées à gauhe . . . . . . . . . . . . . . . . 593.2 Résultat prinipal . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 603.2.1 Un premier ritère . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 603.2.2 Un ritère plus général . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 623.3 Limites de l'approhe . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 633.4 Appliation aux PLCS . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 643.5 Autres appliations . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 653.5.1 Dupliation, orruption et insertion . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 653.5.2 Autres types d'erreurs . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 703.5.3 Model-heking . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 70Dans e hapitre, nous donnons un ritère su�sant pour l'existene d'un attrateur dans leshaînes de Markov à espae d'état dénombrable [BBS06a℄. Ce ritère s'applique en partiulierdans le as des haînes de Markov engendrées par un LCS probabiliste.3.1 Chaînes de Markov orientées à gauheNous introduisons tout d'abord la notion de haîne de Markov orientée à gauhe. Onmontrera par la suite que, pour es haînes de Markov, un attrateur existe. Intuitivement leshaînes de Markov orientées à gauhe peuvent être représentées de telle sorte que dans haqueétat, il est on a tendane à plus aller vers la gauhe que vers la droite. C'est par exemple leas de la marhe aléatoire sur N dérite Figure 3.1, ave q = 1− p et p ≥ 1

2 .
0 1 . . . i− 1 i i+ 1 . . .

1

p

q q

p pFig. 3.1 � Exemple de marhe aléatoire sur N, orientée à gauhe si p ≥ 1
2Plus formellement voii la dé�nition d'une haîne de Markov orientée à gauhe.59



CHAPITRE 3. UN CRITÈRE SUFFISANT D'EXISTENCE D'UN ATTRACTEUR FINISoit E =
⋃

i∈N
Si une partition disjointe de l'espae d'états deM. L'ensemble Si est appeléle i-ème niveau dansM. Pour tout état x ∈ E, niv(x), le niveau de x, dénote l'unique indie

i ∈ N tel que x ∈ Si.L'espérane, partant de l'état x, du prohain niveau dansM est noté E(x). Par dé�nition,
E(x)

def
=

∑
y∈E P(x, y)niv(y). En regroupant les états y qui appartiennent au même niveau Sjon obtient : E(x) =

∑∞
j=0 P(x, Sj) · j.Dé�nition 3.1. Étant donnée une partition E =

⋃
i∈N

Si,M est dite orientée à gauhe pour
(Si)i∈N, s'il existe une onstante δ ∈ R+∗ telle que pour tout état x ∈ E\S0, E(x) ≤ niv(x)−δ.De façon informelle, une haîne de Markov est orientée à gauhe pour la partition (Si)i∈Nsi le niveau a tendane à baisser.3.2 Résultat prinipal3.2.1 Un premier ritèreThéorème 3.2. SoitM une haîne de Markov orientée à gauhe. Alors S0 est un attrateur.Preuve : Montrons que pour tout état x ∈ E, Pr(x |= ♦S0) = 1. On suppose, pour failiterles aluls, que l'ensemble S0 forme un puits : ∀x ∈ S0, P(x, S0) = 1. Cela peut se faire sansperte de généralité, ar on s'intéresse aux probabilité d'atteindre S0 ; hanger les transitionssortantes de S0 est don sans onséquene sur le fait que S0 est ou non un attrateur. Sousette hypothèse, P

n(x, S0) est la probabilité d'atteindre S0 depuis x en au plus n étapes. Enonséquene, Pr(x |= ♦S0) = limn→∞ P
n(x, S0).On ommene par montrer l'inégalité suivante, onernant l'espérane du niveau après nétapes :Lemme 3.3. Soit δ une onstante stritement positive telle que pour tout état x ∈ E \ S0,

E(x) ≤ niv(x)− δ. Alors,
∞∑

j=0

P
n(x, Sj) · j ≤ niv(x) − nδ + δ

n−1∑

ℓ=1

P
ℓ(x, S0). (3.1)Preuve : On fait la preuve par réurrene sur n.Pour n = 1, l'équation (3.1) exprime le aratère � orienté à gauhe � de la haîne deMarkovM. Soit n ≥ 2 et supposons la propriété vraie pour n− 1. Soit x ∈ E \ S0. Alors :60



3.2. RÉSULTAT PRINCIPAL
∞∑

j=0

P
n(x, Sj) · j =

∞∑

j=1

P
n(x, Sj) · j (la ontribution pour j = 0 est nulle)

=
∞∑

j=1

∞∑

k=0

∑

y∈Sk

P
n−1(x, y) ·P(y, Sj) · j (en e�et x n−→ Sj ⇔ ∃y x n−1−→ y → Sj)

=
∞∑

j=1

∞∑

k=1

∑

y∈Sk

P
n−1(x, y) ·P(y, Sj) · j (ar S0 6→ Sj)

=

∞∑

k=1

∑

y∈Sk

P
n−1(x, y) ·

∞∑

j=1

P(y, Sj) · j

≤
∞∑

k=1

∑

y∈Sk

P
n−1(x, y) · (niv(y)− δ)

=
∞∑

k=1

∑

y∈Sk

P
n−1(x, y) · (k − δ)

=

∞∑

k=1

∑

y∈Sk

P
n−1(x, y) · k − δ ·

∞∑

k=1

∑

y∈Sk

P
n−1(x, y)

=
∞∑

k=1

∑

y∈Sk

P
n−1(x, y) · k − δ · (1−P

n−1(x, S0))

≤ niv(x) − (n− 1)δ + δ
n−2∑

ℓ=1

P
ℓ(x, S0) − δ · (1−P

n−1(x, S0))par hypothèse de réurrene,
= niv(x) − nδ + δ

n−1∑

ℓ=1

P
ℓ(x, S0).Ainsi ∑∞

j=0 P
n(x, Sj) · j ≤ niv(x) − nδ + δ

∑n−1
ℓ=1 P

ℓ(x, S0), e qui est exatement lapropriété au rang n.Supposons à présent que S0 n'est pas un attrateur pourM. Alors il existe x ∈ E tel que
Pr(x |= ♦S0) < 1. Soit alors n ∈ N su�samment grand pour que

n >
niv(x)

δ(1− Pr(x |= ♦S0))
.61



CHAPITRE 3. UN CRITÈRE SUFFISANT D'EXISTENCE D'UN ATTRACTEUR FINIL'inégalité P
ℓ(s, S0) ≤ Pr(x |= ♦S0) entraîne
−nδ + δ

n−1∑

ℓ=1

P
ℓ(x, S0) ≤ −nδ + (n− 1)δ Pr(x |= ♦S0)

= −nδ
(
1− Pr(x |= ♦S0)

)
︸ ︷︷ ︸

> niv(x)

− δ Pr(x |= ♦S0)︸ ︷︷ ︸
≥ 0

< −niv(x).Et, en appliquant l'équation (3.1), on obtient la ontradition suivante :
0 ≤

∞∑

j=0

P
n(x, Sj) · j ≤ niv(x)− nδ + δ

n−1∑

ℓ=1

P
ℓ(x, S0) < niv(x)− niv(x) = 0.Cette dernière série d'inégalités mène à une absurdité. En onséquene, pour tout état x ∈ E,on a Pr(x |= ♦S0) = 1, et S0 est un attrateur pourM.Ce théorème permet d'uni�er les preuves d'existene d'attrateur pour les PLCS et leurs va-riantes (f. setion 3.4, page 64). Il est apparenté au lemme de Foster (voir par exemple [Bré99℄,p.167). Cependant, notre théorème possède l'avantage de disposer d'une preuve élémentaire,pour laquelle auune notion omplexe de probabilité (martingales par exemple) n'est nées-saire.L'hypothèse � orientée à gauhe � pour M pourrait sembler trop ontraignante. Nousdonnons dans la sous-setion 3.2.2 des extensions possibles, et dans la setion 3.3 des limitesdu Théorème 3.2.3.2.2 Un ritère plus généralDans un premier temps, nous relâhons l'hypothèse � orientée à gauhe � pour les haînesde Markov, en une hypothèse � faiblement orientée à gauhe �, qui sous réserve de faiblesontraintes d'aessibilité et de ardinal, entraîne le aratère attrateur de l'ensemble S0.Dé�nition 3.4. Une haîne de Markov M est dite faiblement orientée à gauhe s'il existeune onstante δ ∈ R+∗ et un entier n0 ∈ N tels que pour tout état x ∈ E dont le niveau estsupérieur à n0 ( i.e. véri�ant niv(x) ≥ n0), E(x) ≤ niv(s)− δ.Dans le as des haînes de Markov faiblement orientées à gauhe, et sous quelques hypo-thèses supplémentaires, S0 est enore un attrateur.Théorème 3.5. SoitM une haîne de Markov faiblement orientée à gauhe (pour un ertain

n0), telle que les niveaux Si pour 0 < i ≤ n0 sont �nis, et où S0 est atteignable depuis toutétat x ∈ S1 ∪ · · · ∪ Sn0
. Alors S0 est un attrateur.Preuve : On onsidère une nouvelle partition S′

i onstruite à partir de Si de la façon suivante :
S′

0 =
⋃

1≤i≤n0
Si, S′

i = ∅ pour 1 ≤ i ≤ n0 et S′
i = Si pour tout i > n0. Cette onstrutionassure queM est orientée à gauhe pour S′

i. Le Théorème 3.2 (page 60) s'applique et S′
0 estun attrateur pourM. Pour tout état initial x ∈ E, S′

0 est visité in�niment souvent presquesûrement. Par hypothèse, S′
0 \ S0 est �ni et S0 est aessible depuis tout état de S′

0 \ S0.Finalement, S0 est visité in�niment souvent, quel que soit l'état initial.62



3.3. LIMITES DE L'APPROCHE3.3 Limites de l'approheNous pouvons également poser la question du as des haînes de Markov orientées à droite.On pourrait penser que si la haîne de Markov tend à aller à droite, vers des niveaux plusélevés ('est-à-dire E(x) > niv(x) pour tout état x), il n'existe pas d'attrateur non trivial(i.e. distint de E). Pourtant, dans e as, auune onlusion générale ne peut être tirée. Etmême, il n'y a auune fontion f : N → N assurant qu'il n'y a pas d'attrateur non trivial si
E(x) > f(niv(x)). En e�et, onsidérons une haîne de Markov ayant N pour espae d'états,et Si = {i}, i = 0, 1, . . . omme partition. On suppose que les probabilités de transitionssatisfont P(i, 0) = 1

2 et P(i, 4f(i)) ≥ 1
4 . Les probabilités restantes pour les suesseurs de iétant arbitraires. La Figure 3.2 présente une telle haîne de Markov. Alors E(i) ≥ f(i) pourtout entier i, pourtant S0 = {0} est un attrateur. En e�et, S0 est aessible depuis tout état

i ∈ S ave probabilité 1
2 .

0 1 . . . i . . . 4f(i)1

1
41

2

1
2

1
2Fig. 3.2 � Exemple de haîne de Markov ave attrateur et telle que E(x) > f(niv(x))D'un autre �té, il existe des haînes de Markov telles que E(x) = niv(x) + δ pour une� petite � onstante δ, qui n'ont pas d'attrateur. Par exemple, onsidérons la marhe aléatoiresur N représentée Figure 3.3 et formalisée par la haîne de MarkovM = (N,P) ave P(i, i−

1) = 1
2 − δ

2 et P(i, i+ 1) = 1
2 + δ

2 pour i ≥ 1. Dans ette haîne de Markov, E(i) = (1
2 − δ

2)(i−
1) + (1

2 + δ
2)(i+ 1) = i+ δ, maisM ne possède pas d'attrateur (non trivial).

0 1 . . . i− 1 i i+ 1 . . .
1

1−∆
2

1+∆
2

1+∆
2

1−∆
2

1−∆
2Fig. 3.3 � Marhe aléatoire sur N, dérivant à droiteLimites La ondition δ > 0 peut sembler trop ontraignante. Nous montrons ii qu'il n'y apas de onlusion générale dans le as E(x) ≤ niv(x) pour tout x /∈ S0.Tout d'abord, onsidérons la marhe aléatoire équilibrée sur N. Plus préisément, il s'agitde la haîne de Markov (N,P) où P(i, i + 1) = P(i, i − 1) = 1
2 si i ≥ 1 et P(0, 1) = 1 (f.Figure 3.4). On prend la partition induite par les états : Si = {i}. Cette haîne admet S0omme attrateur et véri�e E(i) = i pour tout i > 0.

0 1 . . . i− 1 i i+ 1 . . .
1

1
2

1
2

1
2

1
2

1
2Fig. 3.4 � Marhe aléatoire isotrope sur NAu ontraire, intéressons nous à la haîne de Markov (N,P) pour laquelle P(i, i) = 163



CHAPITRE 3. UN CRITÈRE SUFFISANT D'EXISTENCE D'UN ATTRACTEUR FINIdérite Figure 3.5. Pour ette haîne de Markov, tout état véri�e E(i) = i, mais S0 n'est biensûr pas un attrateur, puisqu'il n'est pas aessible depuis Si pour i > 0.
0 1 . . . i . . .

1 1 1Fig. 3.5 � Une marhe aléatoire dégénérée sur NCes deux exemples montrent l'impossibilité d'une onlusion dans le as où E(x) ≤ niv(x)pour tout x /∈ S0, sans hypothèse omplémentaire.3.4 Appliation aux PLCSNous allons montrer que dans les PLCS, l'ensemble des on�gurations ave anaux videsest un attrateur. C'est le résultat énoné dans le Théorème 2.14 (page 47). L'intuition de erésultat est la suivante : plus il y a de messages dans les anaux, plus la probabilité est fortede perdre des messages. On l'énone à nouveau dans le lemme qui suit :Lemme 3.6. Soit P = 〈S,C,M,∆, λ, w〉 un PLCS. Alors, S0
def
= {(s, ǫ)|s ∈ S} est un attra-teur dansMP .Le résultat sur les haînes de Markov presque orientées à gauhe s'applique ii pour montrerque l'ensemble des on�gurations ave anaux vides est un attrateur.Preuve : On applique le Théorème 3.5 (f. page 62) à MP , la haîne de Markov induitepar le PLCS P, ave pour partition (Si)i∈N où Si est l'ensemble des on�gurations de taille

i ('est-à-dire ayant exatement i message(s) au total dans les anaux). Montrons que ettepartition fait deMP une haîne presque orientée à gauhe.Soit σ = (s,w) ∈ Conf une on�guration de taille supérieure ou égale à 1 : |σ| = n ≥ 1.
E(σ) =

∞∑

j=0

P(σ,Qj).j

= (n+ p!(σ)− p?(σ))(1− λ)

≤ (n+ 1)(1− λ).Puisque λ > 0, il existe N0 ∈ N tel que pour tout n ≥ N0

(n+ 1)(1− λ) ≤ n− 1

2
.Ainsi, pour tout n ≥ N0 et pour tout σ tel que niv(σ) = n, E(σ) ≤ niv(σ) − 1

2 .M est donpresque orientée à gauhe et le Théorème 3.5 permet de onlure que S0 est un attrateur.Nous allons voir que le même résultat s'applique aux PLCS ave erreurs d'insertion et/oude dupliation. 64



3.5. AUTRES APPLICATIONS3.5 Autres appliations3.5.1 Dupliation, orruption et insertionDans ette setion, nous nous intéressons à des PLCS pour lesquels, en plus de pertes demessages, d'autres types d'erreurs peuvent se produire, tels que la dupliation, la orruptionou l'insertion de messages. Pour es modèles qui ombinent à la fois des pertes de messages etd'autres erreurs, on montre que le Théorème 3.5 s'applique enore. Cei montre la généralitédu résultat sur les haînes de Markov orientées à gauhe (ou presque orientées à gauhe).Les Théorèmes 3.2 et 3.5 fournissent un ritère d'existene d'attrateur �ni ; jusqu'alors despreuves ad ho étaient faites, lorsqu'elle étaient fournies. De plus, es preuves spéi�ques sontlourdes.Dupliation On onsidère une variante des PLCS où, en plus des pertes, les messagespeuvent être dupliqués. Un LCS ave erreurs de dupliations est enore de la forme L = 〈S,C,M,∆〉(omme un LCS). La sémantique opérationnelle est di�érente des LCS et prend en ompte lesdupliations possibles.Soit m ∈ M in message. On note mn la onaténation de n opies du message m. Pour toutmot x = m1m2 · · ·mn sur M, on dé�nit D(x) (pour � Dupliation � de x) omme l'ensemble
{w1w2 · · ·wn|wi = mi ou wi = m2

i pour tout 1 ≤ i ≤ n}Ainsi D(x) est don l'ensemble des mots qui peuvent être obtenus à partir de x pardupliation d'un ou plusieurs messages. On étend la dé�nition de D à S × (C −→ M∗) par
D(w) : C→ M

∗

c→ D(w(c))

D(s,w)
def
= (s,D(w))Remarque 3.7. Remarquons que, si on dé�nit l'opérateur D−1 par

D−1(σ)
def
= {τ |σ ∈ D(τ)},les extensions ensemblistes de D et D−1, notés D̂ : 2Conf → 2Conf et D̂−1 : 2Conf → 2Conf , sontdes opérateurs monotones, préservent la régularité et sont e�etifs.La relation de transition →D d'un PLCS ave erreurs de dupliation est dé�nie par exten-sion de elle → d'un PLCS lassique de la façon suivante :� Si (s1,w1)

δ−→ (s2,w2) alors (s1,w1)
δ−→D (s′2,w

′
2) pour tout (s′2,w

′
2) ∈ D((s2,w2)).Il s'agit bien d'une extension, 'est-à-dire qu'il y a plus de omportements, ar σ ∈ D(σ).Céé, Finkel et Purushothaman Iyer ont montré que l'aessibilité est déidable dans les LCSave erreurs de dupliation [CFP96℄.Remarque 3.8. La déidabilité de l'aessibilité dans les LCS ave erreur de dupliationpeut aussi être vue omme une onséquene du Théorème 1.26 (f. page 32). En e�et, lesprédéesseurs en une étape d'un LCS ave erreurs de dupliation s'expriment par un termegardé. Soient R ⊆ Conf une région et δ ∈ ∆ une règle de transition. Alors,

Pre[δ](R) = Preperf [δ]
(
C↑(D̂−1(R))

)65



CHAPITRE 3. UN CRITÈRE SUFFISANT D'EXISTENCE D'UN ATTRACTEUR FINIComme D̂−1 est monotone et e�etif, et en utilisant la dé�nition habituelle par point �xe de
Pre∗, on peut appliquer le Théorème 1.26. Il en va de même pour l'aessibilité ontraintepuisque J∃A Until BK s'exprime grâe à l'opérateur Pre.Lemme 3.9. Soit L un LCS ave des erreurs de dupliation.1. Pour toutes on�gurations σ1 et σ2, on peut déider si σ2 est aessible à partir de

s1 [CFP96℄. Le graphe Graph(A) est don alulable pour un ensemble �ni de on�gu-rations donné A.2. Pour toute on�guration σ et tout ensemble Q ⊆ S on peut déider si l'ensemble deson�gurations (s,w) ave s ∈ Q est aessible à partir de σ [CFP96℄.On probabilise maintenant un LCS ave erreurs de dupliations pour donner un PLCS aveerreurs de dupliations. Un PLCS ave erreurs de dupliation est un n-uplet 〈S,C,M,∆, λ, w, λD〉où 〈S,C,M,∆, λ, w〉 est un PLCS et λD ∈ [0, 1]. La valeur de λD représente la probabilité qu'unmessage soit (indépendamment des autres) dupliqué.On dé�nit la haîne de Markov induite par un PLCS ave erreurs de dupliation en alu-lant les probabilités d'atteindre des on�gurations par dupliation de messages.Soient x, y ∈ M∗ ave x = m1m2 · · ·mn. On dé�nit #D(x, y) omme la taille de l'ensemble
{(i1, · · · , in)|1 ≤ ij ≤ 2 et y = mi1

1 m
i2
2 · · ·min

n }. En d'autres termes, #D(x, y) est le nombrede façons par lesquelles on peut obtenir y à partir de x en dupliquant des messages. Commedans les as des pertes de messages, on dé�nit :
PD(x, y)

def
= #D(x, y) · λ|y|−|x|

D · (1− λD)|x|,qui est étendu aux ontenus de anaux par PD(w1,w2) =
∏

c∈C
PD(w1(c),w2(c)).On peut véri�er que pour x ∈ M∗, ∑

y∈M∗ PD(x, y) = 1. En e�et, de façon similaire auas des pertes, ∑
y∈Mk #D(x, y) =

(
k

k−|x|
), puisque ela revient à hoisir parmi k messages, les

k−|x| qui ont été dupliqués pour obtenir à partir de x un mot de longueur k. Or (
k

k−|x|
)

=
(

k
|x|

).Alors :
∑

y∈M∗

PD(x, y) =
∑

y∈M∗

#D(x, y) λ
|y|−|x|
D (1− λD)|x|

=
∑

k∈N

∑

y∈Mk

#D(x, y) λ
k−|x|
D (1− λD)|x|

=
∑

k∈N

λ
k−|x|
D (1− λD)|x|

∑

y∈Mk

#D(x, y)

=
∑

k∈N

λ
k−|x|
D (1− λD)|x|

(
k

|x|

)

= 1 par la formule du bin�me.On obtient une haîne de Markov (Conf, P ′
D) où Conf = (S × (C −→ M∗)) omme avant et

P ′
D((s1,w1)(s2,w2)) =

∑

w3∈(C−→M∗)

P ((s1,w1), (s2,w3)) · PD(w3,w2). (3.2)66



3.5. AUTRES APPLICATIONSRemarque 3.10. La dé�nition de P ′
D revient à onsidérer que les dupliations ont lieu aprèsles ations et les pertes. D'autre part, on suppose qu'un message peut être dupliqué au plusune fois à haque étape. Des remarques similaires pourront être faites lors de l'étude des LCSave insertion ou orruption (voir les paragraphes suivants).Tous es hoix sont faits en vue de simpli�er les aluls et les dé�nitions. Bien sûr desvariantes sont possibles. Dans tous les as qui nous sont venus à l'esprit, les résultats dedéidabilité présentés i-dessous pourraient être adaptés.Lemme 3.11. Soit 〈S,C,M,∆, λ, w, λD〉 un PLCS ave erreurs de dupliation, tel que λ ≥

λD > 0. Alors, l'ensemble Q0 = {(s, ε)|s ∈ S} est un attrateur.Preuve : Regardons e qui arrive à un message m �xé lors des phases de dupliation etde perte. Ave probabilité (1 − λD), la dupliation n'a�etera pas le message m, et il seraalors perdu ave probabilité λ. Sinon, ave probabilité λD, le message sera dupliqué et sesdeux opies peuvent être perdues ave probabilité λ2. Ces deux omportements sont euxpossibles pour qu'un message soit perdu. Ainsi, la probabilité qu'un message soit e�aé est
peff = λ− λλD + λ2λD.De façon similaire, on exprime la probabilité qu'un message soit dupliqué et que haunede ses deux opies ne soit pas a�etée par les pertes : paug = λD(1−λ)2 = λD−2λλD +λ2λD.Si λ > λD

1+λD
, alors peff > paug > 0. C'est en partiulier le as quand λ ≥ λD > 0. Enreprenant la notion de niveau pour les PLCS (le niveau i est omposé des on�gurations detaille i), à partir d'une on�guration de niveau i, l'espérane du niveau des suesseurs estinférieure à i. Ainsi la haîne de Markov induite par le PLCS est orientée à gauhe et leThéorème 3.2 s'applique. L'ensemble S0 des on�gurations ave anal vide est un attrateur(�ni) pourMP quand P est un PLCS ave erreurs de dupliations tel que λ ≥ λD.Les lemmes 3.9 et 3.11 entraînent le résultat suivant :Théorème 3.12. Les problèmes d'aessibilité probabiliste et d'aessibilité répétée probabilistesont déidables pour les PLCS ave erreurs de dupliation lorsque λ ≥ λD > 0.Corruption On onsidère maintenant des LCS ave erreurs de orruption : lorsqu'ils sontdans les anaux, les messages peuvent être orrompus et transformés en d'autres messages,ei en plus des pertes. On supposera que |M| > 1 pour que les orruptions puissent modi�erquelque hose au omportement normal.Comme on vient de le voir pour les LCS ave erreurs et dupliations, on étend la sémantiquedes LCS pour tenir ompte des orruptions possibles.Soit x ∈ M∗ un ontenu de anal. On note C(x) l'ensemble {y ∈ M∗||y| = |x|}. Ainsi,les éléments de C(x) sont obtenus à partir de x si ertains messages sont orrompus. Cettedé�nition est étendue aux on�gurations. De plus, on ajoute à la relation de transition duLCS la règle suivante :� Si (s1,w1) −→ (s2,w2) alors (s1,w1) −→ (s′2,w

′
2) pour tout (s′2,w

′
2) ∈ C((s2,w2)).La déidabilité de l'aessibilité dans les LCS ave erreurs de orruption vient du faitque (s1, w1)

+−→ (s2, w2) implique (s1, w1)
+−→ (s2, w3) pour tout w3 tel que |w3(c)| = |w2(c)|,pour haque anal c ∈ C. Ainsi, le seul élément à retenir dans l'analyse d'aessibilité est lenombre de messages présents dans haque anal. Le problème est don réduit à un problèmed'aessibilité dans un LCS pour lequel l'alphabet des messages est un singleton. Le problèmede l'aessibilité ontrainte peut être résolu de la même façon.67



CHAPITRE 3. UN CRITÈRE SUFFISANT D'EXISTENCE D'UN ATTRACTEUR FINILemme 3.13. Soit L un LCS ave des erreurs de orruption.1. Pour toutes on�gurations s1 et s2, on peut déider si s2 est aessible à partir de s1. Legraphe Graph(A) est don alulable pour un ensemble �ni de on�gurations donné A.2. Pour toute on�guration s et tout ensemble Q ⊆ S on peut déider si l'ensemble deson�gurations (q, w) ave q ∈ Q est aessible à partir de s.Un PLCS ave erreurs de orruption est de la forme 〈S,C,M,∆, λ, w, λC〉 où 〈S,C,M,∆, λ, w〉est un PLCS et λC ∈ [0, 1], représente la probabilité qu'un message soit transformé en un autre.Soient x, y ∈ M∗. On dé�nit #C(x, y) omme étant le ardinal l'ensemble {i|x(i) 6= y(i)},'est-à-dire le nombre d'éléments qui doivent être orrompus pour passer de x à y. Les proba-bilités assoiées sont dé�nies omme suit :
PC(x, y) =

{
( λC

|M|−1)#C(x,y) · (1− λC)|x|−#C(x,y) si |x| = |y|,
0 sinon. (3.3)De ette façon, PC(x, y) est la probabilité que x devienne y quand #C(x, y) de ses lettressont orrompues de façon indépendante ave probabilité λC .Remarquons que pour k ≤ |x|, il y a exatement (|M| − 1)k

(|x|
k

) mots pour lesquels
#C(x, y) = k. Alors on véri�e que ∑

y∈M∗PC(x,y)=1.La fontion PC est étendue de M∗ à Conf de la manière habituelle. On peut alors dé�nirla haîne de Markov induite par le PLCS ave des erreurs de orruption :M = (Conf, P ′
C) où

P ′
C((s1,w1), (s2,w2)) =

∑

w3∈(C−→M∗)

P ((s1,w1), (s2,w3)) · PC(w3,w2). (3.4)Lemme 3.14. Soit 〈S,C,M,∆, λ, w, λC〉 un PLCS ave erreurs de orruption, tel que λ > 0.Alors l'ensemble Q0 = {(s, ε)|s ∈ S} est un attrateur.Preuve : Les orruptions ne hangent pas le nombre de messages dans le anaux. Alors lamême preuve que pour les PLCS (ave pertes seules) permet de onlure que Q0 est unattrateur.Les lemmes 3.13 et 3.14 permettent de onlure :Théorème 3.15. Les problèmes d'aessibilité probabiliste et d'aessibilité répétée probabilistesont déidables pour les PLCS ave erreurs de orruption.Insertion On s'intéresse maintenant aux LCS qui, en plus des pertes, ont des erreurs d'inser-tion : 'est-à-dire pour lesquels des messages arbitraires peuvent apparaître dans les anaux.Ce modèle est introduit pas Céé et al. dans [CFP96℄. Comme préédemment, on étend lasémantique des LCS pour prendre en ompte les insertions.Pour x ∈ M∗ et par analogie ave D(x), on dé�nit I(x) omme l'ensemble {y ∈ M∗|x ⊑ y}des sur-mots de x. En fait I(x) = ↑x, et l'on peut étendre la dé�nition de I à C −→ M∗ et Conf,omme on l'a expliqué pour ↑.La relation de transition des LCS est alors augmentée de la règle suivante :� Si (s1,w1) −→ (s2,w2) alors (s1,w1) −→ (s′2,w
′
2) pour tout (s′2,w

′
2) ∈ I((s2,w2)).68



3.5. AUTRES APPLICATIONSLe problème de l'aessibilité dans les LCS ave erreurs d'insertion est déidable [CFP96℄.Ce résultat repose sur le fait que
(s1,w1) −→ (s2,w2) ⇐⇒ (s1,w1) −→ (s2, ε).Un PLCS ave erreurs d'insertion est un n-uplet 〈S,C,M,∆, λ, w, λI〉 où λI ∈ [0, 1[ régit laprobabilité qu'un message soit inséré. Plus préisément, on suppose que l'insertion de messagessuit une loi géométrique : la probabilité que k messages soient insérés à une étape est pardé�nition λk

I · (1− λI). D'autres hoix seraient possibles.La dé�nition de PI(x, y), probabilité que x devienne y après insertion de messages, dis-tingue plusieurs as. On pose PI(x, x) = (1 − λI) et, si |y| > |x|, on dé�nit PI(x, y) parindution sur le nombre de messages insérés, i.e., |y| − |x| :
PI(x, y) = λI

∑

z∈M|x|+1

#(x, z)

|M| · (1 + |x|) · PI(z, y). (3.5)Dans tous les autres as, on pose PI(x, y) = 0.On utilise alors l'égalité ombinatoire qui suit :
∑

z∈M|x|+1

#(x, z) = |M| · (1 + |x|), (3.6)pour montrer par réurrene sur k que
∑

y∈M|x|+k

PI(x, y) = λk
I (1− λI). (3.7)Une onséquene direte est que ∑

y∈M∗ PI(x, y) = 1 pour tout x ∈ M∗.Comme on l'a fait pour PD et PC , on étend PI de M∗ à Conf. Le PLCS ave erreursd'insertion induit une haîne de Markov (S, P ′
I) ave

P ′
I((s1,w1)(s2,w2)) =

∑

w3∈(C−→M∗)

P ((s1,w1), (s2,w3)) · PI(w3,w2). (3.8)La distribution que nous avons hoisie fait que la probabilité que k messages soient in-troduits ne dépend pas de la taille et du ontenu des anaux, e que l'on onstate dansl'équation 3.7. En onséquene, le système sera, omme 'est le as des PLCS lassiques, attirévers les on�gurations à peu de messages.Lemme 3.16. Soit 〈S,C,M,∆, λ, w, λI〉 un PLCS ave erreurs d'insertion, tel que λ > 0.Alors l'ensemble Q0 = {(s, ε)|s ∈ S} est un attrateur.Preuve : Soit K l'espérane du nombre de messages insérés en une étape. Alors l'espéranedu prohain niveau, étant donnée une on�guration σ de taille n, véri�e :
E(σ) ≤ (n+ 1)(1− λ) +KAlors, pour δ > 0 �xé, en hoisissant N0 ∈ N su�samment grand, E(σ) < n pour tout indie

n ≥ N0, et la haîne de Markov est presque orientée à gauhe. Le Théorème 3.5 (f. page 62)s'applique et Q0 est un attrateur.Comme les problèmes d'aessibilité et d'aessibilité ontrainte sont déidables pour lesPLCS ave erreur d'insertion, le lemme 3.16 entraîne :Théorème 3.17. Les problèmes d'aessibilité probabiliste et d'aessibilité répétée probabilistesont déidables pour les PLCS ave erreurs d'insertion.69



CHAPITRE 3. UN CRITÈRE SUFFISANT D'EXISTENCE D'UN ATTRACTEUR FINI3.5.2 Autres types d'erreursL'approhe que nous avons développée pour les PLCS ave dupliations, orruption etinsertion, peut être adapté à des PLCS où plusieurs soures de non-�abilité sont ombinées.Par exemple, on pourrait s'intéresser à des modèles où des erreurs de dupliation et de orrup-tion s'ajoutent aux pertes. Dans tous les as, nos méthodes s'adaptent si l'aessibilité restedéidable et s'il existe un attrateur �ni. Pour l'existene de l'attrateur �ni, il est néessaireque les erreurs qui font augmenter la taille des anaux (omme les dupliations, les insertions)restent dominées par les pertes.3.5.3 Model-hekingDe la même façon que pour les PLCS, la véri�ation de formules du temps linéaire pourles PLCS ave erreurs du dupliation, de orruption ou d'insertion est déidable, toujours sousréserve que l'attrateur �ni existe. Par exemple, pour les PLCS ave erreurs de dupliation, onimpose (omme pour les problèmes d'aessibilité et d'aessibilité répétée) que λ ≥ λD > 0.L'idée essentielle est enore que l'attrateur �ni permet d'analyser le omportement deshaînes de Markov induites par les PLCS en regardant les omposantes fortement onnexes�nales.
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Chapitre 4Les LCS omme proessus de déisionmarkoviens
Sommaire4.1 Proessus de déision markoviens . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 744.1.1 Sémantique . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 744.2 Cas des NPLCS . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 774.2.1 Sémantique opérationnelle . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 774.2.2 Attrateur �ni . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 784.2.3 Adversaires aveugles, presque aveugles . . . . . . . . . . . . . . . . . 80Les proessus de déision markoviens permettent de représenter des systèmes ombinantprobabilités et non-déterminisme. Dans le as des systèmes à anaux non �ables, la séman-tique probabiliste pour le hoix entre les ations, omme 'est le as dans la deuxième partie,n'est pas pleinement satisfaisante. Certains omportements non-déterministes ne peuvent pasêtre représentés par des hoix probabilistes, sans qu'ils soient dénaturés. Dans le as de sys-tèmes distribués par exemple, l'ordre des ations entre les di�érents proessus n'est pas établià l'avane puisque l'évolution de haque proessus est indépendante des autres. Il est don in-dispensable de onserver des hoix non déterministes pour modéliser es inertitudes. Un autreas de non-déterminisme intrinsèque apparaît lorsque le système interagit ave un environne-ment dont le omportement n'est pas maîtrisé. En e�et, là enore la onnaissane imparfaitede l'environnement, et don de ses ations, néessite d'adopter un formalisme non détermi-niste. En�n, on utilise souvent le non-déterminisme dans une première étape de oneption,pour ne pas tranher entre les possibilités d'implémentation qui seront préisées dans unephase ultérieure. Pour toutes es raisons, les probabilités ne peuvent pas se substituer aunon-déterminisme dans bien des as.D'autre part, un inonvénient majeur de l'utilisation de lois de probabilité pour les hoixentre les ations possibles pour les automates ommuniants est l'équité qu'elles engendrent.Plus préisément, si une transition de probabilité positive est tirable in�niment souvent, ellesera tirée presque sûrement in�niment souvent. Cette onséquene est fâheuse dans le as desystèmes purement non déterministes, pour lesquels le omportement normal pourrait tout àfait être inéquitable entre les règles.Pour toutes es raisons, il est ommode de onsidérer un formalisme qui ombine non-déterminisme et probabilités, ra�ner l'étude de systèmes probabilistes et non déterministes.73



CHAPITRE 4. LES LCS COMME PROCESSUS DE DÉCISION MARKOVIENSLes proessus de déision markoviens (dénotés PDM) onstituent un tel formalisme. Les sys-tèmes assoiés à e modèle mathématique sont parfois aussi appelés Probabilisti Nondeter-ministi Systems [BA95℄.4.1 Proessus de déision markoviensSoit E un ensemble dénombrable. On note Dist(E) l'ensemble des distributions de proba-bilité sur E.Dé�nition 4.1 (Proessus de déision markovien). Un proessus de déision markovien estun ouple PDM = 〈E, 〉 où E est un ensemble dénombrable d'états et  : E → 2Dist(E) assoieà haque état un ensemble �ni de distributions sur S.Dérivons le omportement : étant donné un état x ∈ E, on peut onsidérer que lessuesseurs sont hoisis en deux phases. Supposons que x {px
1 , · · · , px

kx
}. Tout d'abord, unedistribution px

i est hoisie de façon non déterministe parmi px
1 , · · · , px

kx
, puis un suesseur esthoisi en fontion de la distribution px

i .Dans la littérature, on trouve d'autres dé�nitions pour les proessus de déisions marko-viens. Par exemple, il est possible de onsidérer que l'espae des on�gurations est une partition
(Sn, Sp) entre les on�gurations � non déterministes � et les on�gurations � probabilistes �.Dans ette approhe, les transitions sont dérites par deux fontions T et p : T assoie àhaque on�guration de Sn un ensemble de suesseurs et p assoie à haque on�guration de
Sp une distribution sur S.Nous adoptons dans ette thèse le formalisme hoisi par Biano et de Alfaro dans [BA95℄pour les Probabilisti Nondeterministi Systems. D'autres appellations des proessus de dé-isions markoviens se trouvent dans la littérature : haînes de Markov réatives [Var99℄ ouhaînes de Markov onurrentes [Var85, HSP83℄.Remarque 4.2. Dans ette thèse, omme 'était déjà le as pour les haînes de Markov, onne s'intéressera qu'à des proessus de déision markoviens à espae d'états dénombrable.4.1.1 SémantiqueNotion d'adversaireÉtant donné un proessus de déision markovien, on ne peut pas dé�nir diretement unespae de probabilité sur les exéutions du système. On dispose néanmoins d'un espae deprobabilité pour haque arbre de hoix non déterministes, 'est-à-dire une fois que sont �xésles hoix non déterministes. Il est néessaire de restreindre l'ensemble des hemins onsidérésen déterminant les hoix entre les ations à haque étape, pour pouvoir dé�nir un espae deprobabilité. De plus, la probabilité de passer d'une on�guration à une autre dépend de l'ationhoisie : il se peut que deux transitions di�érentes fassent passer d'une même on�guraton σà une même on�guration τ . Il est don insu�sant de onnaître la suite des on�gurationsvisitées le long d'un hemin �ni pour aluler sa mesure.On appelle adversaire le dispositif qui fait les hoix non déterministes dans haque on�-guration entre les di�érentes ations possibles. L'adversaire peut se baser sur l'historique deson�gurations visitées jusqu'alors. On utilise le terme adversaire pour e qui est appelé ad-versaire déterministe dépendant de l'historique1 dans la lassi�ation de Puterman [Put94℄.1history-dependent deterministi sheduler 74



4.1. PROCESSUS DE DÉCISION MARKOVIENSEn e�et, on ne s'intéresse dans ette thèse qu'à des adversaires déterministes (par oppositionà probabilistes) : dans haque on�guration, en fontion des on�gurations déjà visitées, l'ad-versaire hoisit un suesseur plut�t qu'une distribution sur les suesseurs. Nous justi�eronse hoix plus tard (f. Remarque 4.4).Pour un adversaire donné, un proessus de déision markovien induit une haîne de Mar-kov, e qui permet de parler de la probabilité qu'une formule soit véri�ée, omme on l'a faitdans le as des PLCS vus omme des haînes de Markov (f. Partie II). Partant d'un proes-sus de déision markovien (à espae d'états dénombrable), la haîne de Markov obtenue estenore à espae d'états dénombrable, même pour les adversaires les plus généraux possibles.Intuitivement, on obtient une haîne de Markov, à partir d'un ouple (PDM,U) (proessus dedéision markovien et adversaire), en dépliant PDM en un arbre ayant S
+ omme feuilles et enélaguant les branhes qui ne suivent pas les hoix de U . Une dé�nition formelle est donnée parla suite.Véri�ation Introduisons à présent des questions de véri�ation qui se posent pour lesproessus de déision markoviens. On montre omment, es questions ombinent elles dessystèmes probabilistes et elles des systèmes non déterministes. Dans le as de la véri�ationde formules du temps linéaire pour les systèmes non déterministes, on dit qu'un modèle satisfaitune spéi�ation donnée, si pour toute exéution du système, la propriété est vraie. Pour leshaînes de Markov, modèle naturel des systèmes purement probabilistes, on se demande, étantdonnée une formule, si la probabilité de l'ensemble des hemins satisfaisant la spéi�ationest égale à 1 ou non. Le as des proessus de déision markoviens mixe les deux approhespuisque la question naturelle qui se pose est la suivante : pour tout adversaire, la haîne deMarkov obtenue satisfait-elle la spéi�ation presque sûrement ?Plus généralement, on onsidérera les questions suivantes : quel que soit l'adversaire, laprobabilité que la formule φ soit véri�ée est-elle 1 ? est-elle positive ? ou enore, existe-t-il unadversaire tel que la probabilité que la formule φ soit véri�ée est 1 ? est positive ?Il est fréquemment plus aisé de raisonner en utilisant la formulation existentielle pour lesadversaires : � existe-t-il un adversaire tel que... �. Nous onsidérerons don la plupart dutemps les questions sous ette forme (plut�t que sous la forme universelle) ar elle est plusnaturelle pour poser des problèmes de véri�ation. On s'intéressera don aux quatre problèmesde véri�ation qualitative : existe-t-il un adversaire tel que la haîne de Markov induite véri�ela propriété� presque sûrement (i.e., ave probabilité 1) ?� ave probabilité stritement positive ?� ave probabilité < 1 ?� ave probabilité nulle ?Dé�nissons formellement la notion d'adversaire pour un proessus de déision markovien.Dé�nition 4.3 (Adversaire). Un adversaire pour N est une appliation U qui assoie à haquehemin �ni π dans N , une règle de transition δ ∈ ∆ qui est tirable dans la dernière on�gu-ration de π.On trouve d'autres appellations dans la littérature : poliy dans [dA99℄, sheduler pour lessystèmes distribués [PZ86℄, ou enore strategy.Remarque 4.4. Les adversaires que nous onsidérons sont déterministes (aussi appelés mar-koviens) : pour haque hemin �ni, ils hoisissent une règle de transition à appliquer. Plus75



CHAPITRE 4. LES LCS COMME PROCESSUS DE DÉCISION MARKOVIENSgénéralement on peut dé�nir des adversaires stohastiques qui assoient à un hemin �ni unedistribution sur les transitions possibles dans la on�guration ourante. Le as des adversairesdéterministes est don un as partiulier.Dans de nombreux adres, on restreint l'étude aux adversaires déterministes puisqu'ils suf-�sent à atteindre les extremums (minimum et maximum) de la probabilité qu'une ertainepropriété soit véri�ée. En onséquene, la véri�ation qualitative peut se limiter à la lassedes adversaires déterministes. C'est par exemple le as de la véri�ation de formules des lo-giques pCTL et pCTL∗ pour les proessus de déision markoviens à espae d'état dénom-brable [BA95℄.Dé�nition 4.5 (Exéution onforme). Soit N un proessus de déision markovien et U unadversaire pour N . Une exéution Π : σ0
δ0−→ σ1

δ1−→ σ2 · · · est dite onforme à U si pour toutpré�xe π = σ0
δ0−→ σ1 · · ·σn−1

δn−1−−→ σn de Π, U(π) = δn.Les exéutions onformes onstituent exatement l'ensemble des exéutions dans la haînede Markov engendrée par le proessus de déision markovien et l'adversaire U �xé. Étant donnéun adversaire U , on note PU la probabilité dé�nie par U sur le proessus de déision markovien.Ainsi, PU (σ |= φ) dénote la mesure de l'ensemble des exéutions issues de σ, onformes à Uet véri�ant la propriété φ.De façon similaire, on parlera de hemin onforme à U pour les hemins �nis Π : σ0
δ0−→

σ1 · · ·σn qui respetent les hoix de l'adversaire U .Chaîne de Markov induite La ombinaison d'un proessus de déision markovien PDM etd'un adversaire U donne lieu à une haîne de Markov PDMU = 〈S+, PU 〉. Pour tout x ∈ S+suite �nie d'états, on dé�nit :
PU (xσ, xσσ′) def

=

{
P (σ, σ′) si U(xσ) = δ et σ δ−→ σ′,

0 sinon.et PU (xσ, yσ′) = 0 lorsque y 6= xσ.Par la suite, nous introduisons quelques sous-lasses d'adversaires qui orrespondent à deshypothèses sur l'environnement : les adversaires à mémoire �nie, sans mémoire, ou aveugles. Ladesription d'un adversaire dans es lasses est plus simple que elle des adversaires généraux ;de plus es lasses restreintes possèdent des propriétés intéressantes vis-à-vis de la véri�ationde propriétés de vivaité par exemple.Adversaires à mémoire �nie et sans mémoireNous introduisons les adversaires à mémoire �nie. Ces adversaires modélisent �dèlement leomportement d'un système réel implémenté. Ils sont basés sur un ensemble �ni de modes quiguident leur hoix dans haque on�guration. Ainsi pour une on�guration donnée, les hoix del'adversaire peuvent être di�érents selon le mode, mais les adversaires à mémoire �nie ne sontpas aussi puissants que les adversaire généraux, qui peuvent être vus omme des adversairespossédant un nombre dénombrable de modes. La dé�nition formelle d'un adversaire à mémoire�nie est donnée i-dessous. 76



4.2. CAS DES NPLCSDé�nition 4.6. Un adversaire à mémoire �nie pour N est un adversaire U pour lequel ilexiste un quadruplet (U,D, η, u0) tel que pour toute on�guration σ0, si π = σ0 → · · · → σn,alors
U(π) = D(u, σn) où U ∋ u = η∗(u0, π)

def
= η(· · · η(η(u0, σ0), σ1, · · · , σn).Dans ette dé�nition, U est un ensemble �ni de modes et u0 ∈ U le mode initial. Lafontion D : U × Conf → ∆ est la règle de déision qui assoie à haque paire (u, σ) une règle

δ ∈ ∆(σ), et η : U × Conf → U est une appliation qui détermine le prohain mode.Les modes peuvent être utilisés pour stoker une information de taille bornée sur le heminparouru jusqu'alors. On peut, par exemple, utiliser un adversaire �ni pour rendre équitablesles hoix entre un nombre �xé de transitions : si {δ0, · · · , δk} ⊆ ∆(σ) sont des règles detransition tirables en σ, et que l'on veut qu'elles soient tirées tour à tour quand σ est visitée,il su�t de prendre k modes 0, 1, · · · , k−1 qui dénotent haun la règle qui sera tirée lors de laprohaine visite de σ. Dans et exemple, la fontion de hangement de mode est donnée par
η(i, σ) = i+ 1 mod k et la déision de U en σ par D(i, σ) = δi.Remarque 4.7. Un adversaire à mémoire �nie ne peut pas être en général représenté �nimentpuisque l'ensemble des on�gurations est potentiellement in�ni et que les hoix de l'adversairen'ont, a priori, auune propriété de régularité. En partiulier, D et η ne sont pas des fontionsréursives en général.Nous introduisons une sous-lasse des adversaires à mémoire �nie, les adversaires sansmémoire.Dé�nition 4.8 (Adversaire sans mémoire). Un adversaire à mémoire �nie U = (U,D, η, u0)est sans mémoire s'il ne possède qu'un seul mode : |U | = 1.Un adversaire sans mémoire fait toujours le même hoix, dans une on�guration donnée ;ses hoix ne dépendent pas de l'historique des on�gurations déjà visitées. On peut alorsle donner sous la forme plus simple d'une appliation de l'ensemble des on�gurations dansl'ensemble des règles de transitions U : Conf → ∆.4.2 Cas des NPLCSDans ette setion, nous détaillons la sémantique des proessus de déision markoviens pourles LCS. Nous avons introduit la notion de NPLCS -Nondeterministi Probabilisti ChannelSystems- dans [BS03℄. Ces derniers permettent de modéliser le hoix entre les ations del'automate de façon non déterministe et les pertes de messages de façon probabiliste.4.2.1 Sémantique opérationnelleSoit L un LCS, et λ un taux de perte. Pour toute on�guration σ ∈ Conf, on dénote par
Dist(σ) la distribution dé�nie par

Dist(σ)(σ′) = PL(σ, σ′)où PL est la probabilité de passer de σ à σ′ en perdant des messages (dé�nie formellementdans la Partie II page 43).Le non-déterminisme du hoix entre les ations et le aratère aléatoire des pertes demessages sont ombinés de la façon suivante. 77



CHAPITRE 4. LES LCS COMME PROCESSUS DE DÉCISION MARKOVIENSDé�nition 4.9. PDML = 〈Conf, 〉, le proessus de déision markovien assoié à L est donnépar : Si σ δ−→perf τ , alors σ δ−→ Dist(τ) est une règle de transition de PDML.Ainsi, à haque on�guration σ, la relation de transition  assoie un ensemble de distri-butions, une pour haque suesseur parfait de σ dans L. Le omportement de PDML est unesuession de hoix non déterministes de la prohaine étape entreoupés de pertes probabi-listes.
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.5Fig. 4.1 � La sémantique des NPLCS sur un exempleExemple 4.10. La sémantique des NPLCS est illustrée Figure 4.1. Dans la partie gauhesont représentés deux états et deux transitions d'un automate ommuniant. En ajoutant untaux de pertes λ, e dernier peut être vu omme un NPLCS N . Sur l'exemple, on a hoisi
λ = 1

2 . On représente à droite de la �gure, une partie du proessus de déision markovienassoié à N , ave pour on�guration initiale (s0, aa). À partir de ette on�guration, deuxrègles de transition sont tirables : ∆(s0, aa) = {(s0, ?a, s1), (s0, !a, s0)}. Ces deux transitionsengendrent haune une distribution de probabilité représentée en pointillés, selon les pertesqui ont lieu après avoir e�etué la transition hoisie.Une fois dé�ni le proessus de déision markovien PDML à partir de L, on peut onsidérerles adversaires d'un NPLCS. L'adversaire fait le hoix des ations (leture, ériture, ationinterne) tandis que les pertes sont résolues de façon probabiliste.4.2.2 Attrateur �niSoit N = 〈S,C,M,∆, λ〉 un NPLCS �xé. Étant donné un adversaire U , le proessus dedéision markovien assoié à N donne une haîne de Markov, notée MU
N . Dans ette haînede Markov, omme 'était le as pour MP , haîne de Markov d'un PLCS P, l'ensemble deson�gurations où les anaux son vides onstitue un attrateur �ni. Si U est un adversaire78



4.2. CAS DES NPLCSpour N et T un ensemble de on�gurations, on dira que T est un attrateur pour U si
PrU (σ |= �♦T ) = 1 pour toute on�guration σ. Cette terminologie est moins lourde que deparler de l'attrateur de la haîne de Markov obtenue à partir de PDMN en �xant l'adversaire
U .Théorème 4.11 (Attrateur �ni). Pour tout adversaire U , l'ensemble Q0

def
= {(s, ε)|s ∈ A}est un attrateur pour U .Preuve : Soit U un adversaire pour N . Alors MU

N est une haîne de Markov. De la mêmefaçon que pour les haînes de Markov engendrées par les PLCS, MU
N est presque orientée àgauhe. Les états de la haîne de MarkovMU

N ne sont plus simplement des on�gurations σ =
(s,w), mais ontiennent l'historique des on�gurations visitées jusqu'alors. On les regroupenéanmoins toujours en fontion de la taille de la on�guration ourante. Pour ette partitionla même démonstration que pour le Lemme 3.6 (f. page 64) permet de montrer queMU

N estpresque orientée à gauhe.Nous donnons également une propriété des adversaires à mémoire �nie pour les NPLCS.Proposition 4.12. Soient U un adversaire à mémoire �nie et σ ∈ Conf une on�guration.1. Si τ ∈ Conf, u est un mode de U et S(τu) l'ensemble des on�gurations qui sont aes-sibles depuis τu par U alors :
PrU (σ |= �♦τu) = PrU (σ |=

∧

τ ′∈S(τu)

�♦τ ′).2. Si Q ⊆ S est un ensemble d'états de ontr�le,
PrU (σ |= �♦Q) = PrU (σ |= �♦Qε)où Qε

def
= {(s, ε)|s ∈ Q}.Preuve : Le premier point repose sur le Lemme 2.4 (f. page 42). En e�et si τ ′ ∈ S(τu) alors

τ ′ est aessible depuis τu par un hemin onforme à U . Dans la haîne de MarkovMU
N , onpeut don appliquer le Lemme 2.4 à τ et τ ′. Cei est valable pour toutes les on�gurations de

S(τu) (dont τu fait partie) ; e qui donne le résultat.Soit à présent Q ⊆ S un ensemble d'états de ontr�le. La deuxième assertion déoule de
1. en utilisant le fait que si (q,w) est aessible depuis σ en une ou plusieurs étapes, alors ilen est de même de (q, ε).Remarque 4.13. Dans le as restreint des adversaires sans mémoire, la Proposition 4.12devient : soit τ une on�guration, alors

PrU (σ |= �♦τ) = PrU (σ |= �♦τ ∧
∧

τ ′∈S(τ)

�♦τ ′)puisque U n'a qu'un mode. 79



CHAPITRE 4. LES LCS COMME PROCESSUS DE DÉCISION MARKOVIENS4.2.3 Adversaires aveugles, presque aveuglesDans le adre des NPLCS, nous utiliserons des notions plus spéi�ques pour les adversaires :aveugles, presque aveugles. Nous en donnons les dé�nitions et les premières propriétés i-dessous.Dé�nition 4.14 (Adversaire aveugle). Un adversaire est aveugle si ses déisions ne dépendentque des états de ontr�le, et pas du ontenu des anaux.Formellement, si π = σ0 → σ1 · · ·σn−1 → σn, ave σi = (si, wi), pour tout π′ = (s0, w
′
0)→

· · · · · · (sn, w
′
n) on a U(π) = U(π′).Comme les hoix probabilistes a�etent seulement les pertes, et don uniquement les onte-nus de anaux, les projetions sur les états de ontr�le des exéutions onformes à un adversaireaveugle sont toutes identiques.Remarque 4.15. Notons qu'un adversaire aveugle ne hoisit jamais de transitions qui sontdes letures. En e�et, il doit hoisir une ation qui aurait aussi bien pu être tirée dans le mêmeétat de ontr�le ave tous les anaux vides. Néanmoins, e type d'adversaires sera utile par lasuite.Un adversaire est appelé presque aveugle s'il se omporte à partir d'un moment omme unadversaire aveugle. Plus préisément, nous donnons i-dessous la dé�nition formelle.Dé�nition 4.16 (Adversaire presque aveugle). Un adversaire U est presque aveugle s'il existeun adversaireW et un adversaire aveugle U tels que pour toute on�guration σ et presque touteexéution onforme à U partant de σ : π = σ = σ1 → σ2 → · · · , il existe un entier n ≥ 0véri�ant :� U(σ1 → · · ·σi) =W(σ1 → · · ·σi) pour tout i ≤ n, et� U(σ1 → · · ·σi) = V(σ1 → · · ·σi) pour tout i > n.
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Chapitre 5Véri�ation qualitative
Sommaire5.1 Indéidabilité de la véri�ation qualitative . . . . . . . . . . . . . 825.1.1 Gadget de nettoyage . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 825.1.2 Un as d'indéidabilité de l'aessibilité répétée . . . . . . . . . . . . 845.1.3 Autres résultats d'indéidabilité . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 885.2 Premiers résultats de déidabilité . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 915.2.1 Aessibilité . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 915.2.2 Conjontion d'aessibilité . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 975.2.3 Aessibilité répétée . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1005.2.4 Complexité . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1035.3 Véri�ation qualitative pour des adversaires à mémoire �nie . . 1075.3.1 Retour sur les problèmes indéidables . . . . . . . . . . . . . . . . . 1075.3.2 Propriétés ω-régulières . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1145.4 Adversaires équitables . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 116Dans e hapitre nous étudions des questions de véri�ation qualitative pour les NPLCS ennous intéressant tout d'abord aux adversaires les plus généraux possibles. On montre alors l'in-déidabilité de la véri�ation qualitative de propriétés du temps linéaire. Cela ontraste aveles résultats obtenus dans la setion 2.3 pour les PLCS (f. page 47). La soure de l'indéida-bilité réside dans le pouvoir des adversaires. Dans un deuxième temps, nous nous restreignonsdon à une lasse d'adversaires, elle des adversaires à mémoire �nie, pour laquelle on prouve ladéidabilité de la véri�ation qualitative des formules LTL. En�n, nous montrerons ommentgénéraliser les résultats obtenus dans le as d'adversaires équitables (à mémoire �nie). Unearatéristique importante dans l'étude des propriétés qualitatives des NPLCS est que le tauxde perte λ n'a pas d'in�uene sur le aratère déidable des problèmes, ni sur les propriétésqualitatives véri�ées. Par exemple, omme 'était le as pour les PLCS (f. Partie II), on peutprouver l'existene d'un attrateur �ni quel que soit le taux de perte λ > 0.Remarque 5.1. Nous avons introduit les LCS probabilistes et non déterministes (NPLCS)dans [BS03℄, et poursuivi leur étude dans [BS04℄. Dans es premiers travaux, les problèmesétaient légèrement di�érents, puisque à la fois les adversaires utilisés mais aussi les propriétésonsidérées n'étaient pas les mêmes. Tout d'abord, on onsidérait des adversaires qui pou-vaient hoisir entre rester dans un état de ontr�le ou tirer une transition. Cette apaité de81



CHAPITRE 5. VÉRIFICATION QUALITATIVE� idling � s'est révélée trop puissante par la suite, notamment lorsque l'on s'interessa à desquestions de vivaité. D'autre part, nous ne onsidérions dans e travail préliminaire que desformules dont les propositions atomiques étaient des ensembles d'états de ontr�le. Il étaitalors impossible d'exprimer des propriétés onernant les ontenus des anaux. Notre étude aensuite été étendue dans es deux diretions [BBS07℄.5.1 Indéidabilité de la véri�ation qualitativeLe résultat prinipal de l'étude des NPLCS ave adversaires généraux est le suivant. Étantdonnée une propriété exprimée sous forme d'une formule de logique temporelle φ, les problèmesde véri�ation qualitative rappelés i-dessous sont indéidables, en général (même dans le asde formules relativement simples) :� Existe-t-il un adversaire U tel que PrU (σ |= φ) = 1 ?� Existe-t-il un adversaire U tel que PrU (σ |= φ) > 0 ?Par dualité, 'est aussi le as pour les questions � ave probabilité < 1 � et ave probabiliténulle.Nous montrons es résultats d'indéidabilité pour des as partiuliers de formules LTL,aussi simples que possible. On montrera dans la setion 5.2 que es formules sont les pluspetites pour lesquelles on a l'indéidabilité.5.1.1 Gadget de nettoyageDans les preuves d'indéidabilité (et aussi elles de di�ulté - voir la sous-setion 5.2.4),nous utiliserons un gadget de nettoyage qui permet de vider les anaux de ommuniations d'unLCS, sans introduire de bloage. Le gadget de nettoyage est un NPLCS représenté Figure 5.1.Il peut être intégré à un NPLCS plus grand, symbolisé ii par les �èhes en pointillé (une quiarrive sur in et une qui sort de out). Pour simpli�er, nous onsidérons ii le as d'un analunique, il n'est don pas préisé dans les règles de transitions.in 1 out
23

!$ ?$
√

?$?a

!$!a

?m

?m

?m

Fig. 5.1 � Gadget de nettoyage NetM, ave $ 6∈ MÉtant donné un alphabet M, le NPLCS de la Figure 5.1 utilise un nouveau symbole $ 6∈ M.La lettre a est une lettre a ∈ M hoisie une fois pour toutes, et les boules de leture ?monernent les |M| + 1 messages du nouvel alphabet M ∪ {$}. Le nouveau message $ permetde véri�er que le anal est bien vide pour passer de 1 à out. Dans la suite on note NetM leLCS onstituant le gadget de nettoyage paramétré par l'alphabet de messages M.Nous allons dérire l'ensemble des on�gurations aessibles du gadget. Soit T ⊆ Conf la82



5.1. INDÉCIDABILITÉ DE LA VÉRIFICATION QUALITATIVErégion dénotée par l'expression régulière suivante :
T = (in,M∗) + (1,M∗($ + ε)) + (2,M∗$∗) + (3, $∗M∗) + (out, ε).Lemme 5.2. T oïnide ave Post∗(in,M∗).Preuve : On prouve que l'ensemble des on�gurations aessibles depuis la région (in,M∗)est inlus dans T en montrant que T est un invariant par rapport aux transitions du gadget.Par exemple, en appliquant la transition (2, ?$, 3) sur la région (2,M∗$∗), on obtient la région

(3, $∗) qui est inlus dans T (dans (3, $∗M∗) plus préisément).L'inlusion inverse est montrée en exhibant, pour haque on�guration σ ∈ T , une exéu-tion partiulière menant à σ. Remarquons qu'on peut hoisir des exéutions sans perte. Parexemple, la on�guration (2, w$k) est atteignable depuis (in, w) en érivant $ pour rejoindre
(1, w$), puis en tirant la transition √ pour atteindre (2, w$).Les propriétés de NetM dont nous aurons besoin par la suite sont listées i-dessous :Lemme 5.3. Pour tout w ∈ M∗,1. Si U est un adversaire et v 6= ε alors

PrU ((in, w) |= ♦(out, v)) = 0.2. Il existe un adversaire (sans mémoire) U pour lequel
PrU ((in, w) |= ♦(out, ε)) = 1.Preuve : La première propriété peut être renforée : en e�et, l'ensemble des exéutions par-tant de (in, w) et visitant (out, v) ave v 6= ε est non seulement de mesure nulle, mais pluspréisément vide, par le Lemme 5.2.La seonde propriété exprime qu'il existe un adversaire qui parviendra presque sûrementà vider le anal en parourant le gadget depuis in jusqu'à out. On montre de plus que etadversaire peut être hoisi sans mémoire. Dans l'état de ontr�le 1, si le symbole $ est en têtedu anal, U hoisit de lire e $ et de passer dans l'état out. Sinon, il hoisit de lire les messagesde M tant que le anal ommene par m ∈ M. Si le anal est vide, il hoisit de passer dansl'état de ontr�le 2. Dans l'état de ontr�le 2, U érit $ dans le anal jusqu'à e que e symbolesoit onservé et peut ensuite tirer la transition de leture (2, ?$, 3). Dans l'état 3, U érit unelettre de l'alphabet originel a ∈ M et la lit dès que elle-i n'est pas perdue pour atteindre

(in, ε). En répétant es opérations, presque sûrement, le $ érit entre les états in et 1 seraonservé et pourra être lu pour rejoindre (out, ε). En e�et, il y a une probabilité stritementpositive que le symbole $ ne soit pas perdu. L'ensemble des on�gurations aessibles depuis
(in,M∗) par des exéutions onformes à U est exatement :

T0 = (in,M∗) + (1,M∗($ + ε)) + (2, $ + ε) + (3,M + ε) + (out, ε).À partir de la deuxième visite de l'état initial, l'ensemble des on�gurations visitées se restreintmême à :
T ′

0 = (in, ε) + (1, $ + ε) + (2, $ + ε) + (3,M + ε) + (out, ε).83



CHAPITRE 5. VÉRIFICATION QUALITATIVERemarque 5.4. Il est impossible de onstruire un gadget véri�ant les deux propriétés duLemme 5.3 sans introduire un nouveau symbole (un message qui n'est pas dans M).Plus préisément, supposons que partant de σ0 = (s0, w0), ave w0 ∈ M∗ et s0 = in, onpuisse atteindre par un hemin π une on�guration �nale (out, ε) dans un NPLCS ayant pouralphabet M. On dé�nit une suite de on�gurations (σi) extraite du hemin π. La on�guration
σi+1 = (si+1, wi+1) est elle obtenue lorsque toutes les lettres de wi ont été lues ou perdues,'est-à-dire lorsque le mot wi n'est plus dans le anal. La suite (σi) est �nie ar σ0

∗−→ (out, ε)et le dernier élément de la suite est (out, ε) = (sn+1, wn+1). On a don l'exéution suivante
σ0

ρ1−→ σ1 · · ·
ρn+1−−→ σn+1 = (out, ε), où les ρi sont des suites de transitions a priori ave pertes.Notons que tous les ontenus du anal (i.e. les (wi)) sont des mots sur l'alphabet M. Pour toutmot u ∈ M∗, l'exéution suivante est valide :

(s0, w0w1 · · ·wnu)
ρ1−→ (s1, w1 · · ·wnuw1) · · ·

ρn+1−−→ (sn+1, uw1 · · ·wn) = (out, uw1 · · ·wn)Alors, le NPLCS ne véri�e pas l'assertion 1. du Lemme 5.3.5.1.2 Un as d'indéidabilité de l'aessibilité répétéeNous utilisons à présent le gadget de nettoyage intégré à un NPLCS arbitraire pour prouverl'indéidabilité de l'existene d'un adversaire pour lequel une propriété de Bühi est véri�éeave probabilité positive. Plus préisément, nous réduisons le problème de la �nitude (bounded-ness) pour montrer l'indéidabilité. Rappelons qu'un LCS L est borné pour une on�gurationinitiale donnée si l'ensemble des on�gurations aessibles depuis ette on�guration initialeest �ni. Le problème de la �nitude est dé�ni ainsi :FinitudeInstane : Un LCS L, une on�guration σ ∈ Conf.Question : L'ensemble Post∗(σ) des on�gurations atteignables depuis σ dans TSL est-il�ni ?Rihard Mayr a prouvé l'indéidabilité de e problème :Théorème 5.5 ([May03℄). Le problème de la �nitude est indéidable pour les LCS.Nous utilisons e résultat en réduisant le problème de la �nitude à une question d'aessi-bilité répétée. Plus préisément, étant donné un LCS quelonque L, on onstruit un NPLCS
N ′ def

= 〈L′, λ〉 tel que L est borné si et seulement si il existe un adversaire pour N ′ tel que laprobabilité de visiter un état donnée in�niment souvent est positive.Dé�nissons formellement le problème :Aessibilité répétée ave probabilité positiveInstane : Un NPLCS N = (S,C,M,∆, λ), un ensemble d'états de ontr�le A ⊆ S, uneon�guration initiale σ.Question : Existe-t-il un adversaire U satisfaisant PrU (σ |= �♦A) > 0 ?Théorème 5.6. Le problème de l'aessibilité répétée ave probabilité positive est indéidable.Preuve : Soit L un LCS ayant un unique anal c ∈ C et une on�guration initiale �xée
σ0 = (s0, ε). Cei n'est pas une restrition. En e�et, le résultat de Mayr (f. Théorème 5.5)est enore valable ave es hypothèses. 84



5.1. INDÉCIDABILITÉ DE LA VÉRIFICATION QUALITATIVEOn modi�e L en ajoutant d'une part le gadget de nettoyage et, d'autre part, trois états deontr�le supplémentaires rejouer, succes et puits. On ajoute ensuite les règles de transitionpermettant de passer de tout état r de L à rejouer et succes par des ations internes. Depuisl'état succes, rejouer est aessible via une transition de leture, alors qu'une ation internepermet de passer dans puits qui ne peut pas être quitté. À partir de l'état rejouer on peutentrer dans le gadget de nettoyage a�n de revenir en (s0, ε). La onstrution de L′, le nouveauLCS, à partir de L est représentée Figure 5.2, page 85.
L′ :

s0

r

Linoutgadget de nettoyage rejouer succes

puits

√

√ √

√

√?m

√

√

√

Fig. 5.2 � Le LCS L′ assoié à L dans la preuve du Théoreme 5.6On note N ′ le NPLCS obtenu à partir de L′ en lui adjoignant un taux de perte quelonque
λ : N ′ = 〈L′, λ〉. Le gadget de nettoyage permet de revenir à la on�guration initiale de L.Ainsi, toute exéution dans L′ est une suite d'exéutions dans L entreoupées de visites aux� nouveaux � états.On montre, dans un premier temps, que si L est borné en partant de (s0, ε) alors, il n'existepas d'adversaire garantissant �♦succes ave probabilité positive.Lemme 5.7. Supposons que 〈L, σ0〉 est borné. Alors pour tout adversaire U pour N ′, PrU (σ0 |=
�♦succes) = 0.Preuve : Soit U un adversaire quelonque pour N ′. On onsidère les exéutions onformesà U qui visitent l'état succes in�niment souvent ; es exéutions forment un ensemble Π.Soit π ∈ Π une telle exéution dans L′. L'état succes n'est aessible que depuis un étatdu LCS originel L. Ainsi, si π visite succes in�niment souvent, π passe in�niment souventde L à succes. Puisque L est borné depuis (s0, ε), et que haque retour à L ommene en
(s0, ε), il existe une on�guration τ = (s, w) à partir de laquelle on passe in�niment souventdans succes. En (s, w), la probabilité de perdre tous les messages en tirant la transition vers
succes est λ|σ|. En onséquene, ave probabilité 1, la on�guration (succes, ε) sera atteinte.Plus préisément, on peut partitionner les exéutions de Π selon l'ensemble des on�gura-85



CHAPITRE 5. VÉRIFICATION QUALITATIVEtions Inf du LCS L qu'elles visitent in�niment souvent avant de visiter succes :
PrU (Π) = PrU (Π ∧�♦ConfL)

= PrU
(
Π ∧

∨

Inf⊆ConfL

∧

τ∈Inf
�♦(τ ∧,succes)

)

= PrU
(
Π ∧

∨

Inf⊆ConfL

∧

τ∈Inf
�♦(τ ∧,(succes, ε))

)

≤ PrU (�♦(succes, ε)).La dernière égalité vient du fait que la probabilité est non nulle à partir de τ de perdre tousles messages en allant dans succes. En�n, l'inégalité repose sur :
{π |π |= �♦(succes, ε)} =

⋃

Inf∈ConfL

{
π |π |= �♦(succes, ε) ∧

∨

Inf∈ConfL

∧

τ∈Inf
�♦τ

}
.À partir de la on�guration (succes, ε), seule la transition succes

√
−→ puits est tirable.On en déduit PrU (�♦(succes, ε)) = 0 puisque succes n'est pas atteignable depuis puits.Finalement, PrU (Π) = 0 : l'ensemble des exéutions onformes à U qui véri�ent �♦succesest de mesure nulle.Réiproquement, on montre que si L n'est pas borné à partir de (s0, ε), il existe un adver-saire pour lequel succes est visité in�niment souvent ave probabilité positive.Lemme 5.8. Si L est non borné à partir de (s0, ε), alors il existe un adversaire U pour N ′tel que PrU (σ0 |= �♦succes) > 0.Preuve : On onstruit ii un adversaire sous lequel succes est visité in�niment souventave probabilité positive. Puisque L est non borné à partir de σ0, on peut dé�nir une suite

(σn)n∈N∗ de on�gurations aessibles depuis σ0 telles que |σn| ≥ n. On notera σn = (sn, wn).L'adversaire est omposé de phases numérotées 1, 2, · · · . Quand la n-ième phase ommene,
U est dans la on�guration σ0 et essaie d'atteindre σn. Cei est possible ar σn est aessibledepuis σ0 ; �xons πn un hemin menant de σ0 à σn, U herhe alors à suivre πn. Néanmoins, Une ontr�le pas les pertes, et il se peut que l'exéution dévie du hemin πn. Tant que les pertessont elles espérées U ontinue à engendrer le hemin πn. Lorsque les pertes ne sont pas lesbonnes (trop ou pas assez, ou des messages di�érents), U déide d'abandonner temporairementet passe dans l'état rejouer, puis par le gadget de nettoyage pour retenter sa hane depuis
σ0. Il utilise ii la stratégie du Lemme 5.3 (f. page 83). La probabilité que πn soit suivi avesuès jusqu'à σn est stritement positive, alors presque sûrement, en essayant su�sammentlongtemps, σn sera atteint. Quand σn est �nalement atteint, U hoisit de passer dans l'état
succes, en prenant le risque de perdre tous les messages du anal (le mot wn en entier). S'ilreste au moins un message, U passe par rejouer et le gadget de nettoyage pour entamer laphase n + 1. Si à un moment le anal est vide dans succes, U est foré à rejoindre puits,et ne pourra plus visiter succes. Lors de es phases suessives, U tente de visiter in�nimentsouvent succes. Montrons à présent qu'il y parvient ave probabilité (stritement) positive.Lors du saut de σn à succes, il y a une probabilité positive PL(wn, ε) ≤ λn que tous lesmessages soient perdus, menant à (succes, ε). Si tel est le as, U ne pourra jamais initier la86



5.1. INDÉCIDABILITÉ DE LA VÉRIFICATION QUALITATIVEphase n+ 1, et sera bloqué dans l'état puits. Néanmoins, la probabilité qu'un tel événementadvienne lors d'une des phases et stritement inférieure à 1 puisque :
PrU (σ0 |= �♦succes) =

∞∏

n=1

(1− PL(wn, ε))

≥
∞∏

n=1

(1− λn)

> 0.

Remarque 5.9. Le Lemme 5.8 peut être ra�né. En e�et, si L n'est pas borné à partir de
(s0, ε), alors pour tout probabilité p < 1, il existe un adversaire U pour N ′ tel que

PrU ((s0, ε) |= �♦succes) > p.Les deux lemmes préédents entraînent l'équivalene suivante :Corollaire 5.10. L est non borné (à partir de σ0) si et seulement si il existe un adversaire
U pour N ′ = 〈L′, λ〉 tel que PrU (σ0 |= �♦succes) > 0.Cei termine la preuve du Théorème 5.6 ar la �nitude des LCS est indéidable (f. Théo-rème 5.5, page 84).Remarque 5.11. Il n'est pas néessaire de onsidérer des ensembles de on�gurations om-pliqués pour prouver l'indéidabilité. En e�et, le problème de l'aessibilité répétée (�♦A) aveprobabilité positive est indéidable dès que A est un ensemble d'états de ontr�le, et même unsingleton.Par dualité, on obtient le résultat suivant sur la persistane presque sûrement :Théorème 5.12. Soit N un NPLCS, A ⊆ S un ensemble d'états de ontr�le et σ ∈ Conf uneon�guration de L. Le problème de l'existene d'un adversaire U pour lequel PrU (σ |= ♦�A) =
1 est indéidable.Preuve : La preuve repose sur le Théorème 5.6 (f. page 84) et la onstatation suivante :pour tout adversaire U , PrU (σ |= ♦�A) < 1 si et seulement si PrU (σ |= �♦A) > 0.Les Théorèmes 5.6 et 5.12 montrent que la véri�ation qualitative de formules LTL pourles questions

∃U PrU (σ0 |= φ) > 0 et ∃U PrU (σ0 |= φ) < 1sont indéidables. Il en est de même des deux autres variantes de la véri�ation qualitativeomme on le montre dans e qui suit. 87



CHAPITRE 5. VÉRIFICATION QUALITATIVE5.1.3 Autres résultats d'indéidabilitéOn onsidère la formule du temps linéaire : φ def
= �♦B ∧ ♦�A, où A et B sont des en-sembles d'états de ontr�le. Cette formule nous permet de montrer, par une variante de larédution présentée pour le Théorème 5.6 (f. page 84), que le problème ∃U , PrU (σ |= φ) = 1est indéidable. En utilisant la négation de la formule, on obtient également le résultat pourla véri�ation qualitative ave probabilité nulle. On verra dans la setion onsarée à la déi-dabilité que pour les deux sous-formules de �♦B ∧♦�A, et la véri�ation qualitative presquesûrement est déidable. La formule �♦B ∧ ♦�A est minimale en e sens.Lemme 5.13. Le problème, étant donné un NPLCS N , des ensembles d'états de ontr�le

A,B ⊆ S et une on�guration σ, de l'existene d'un adversaire U tel que
PrU (σ |= �♦B ∧ ♦�A) = 1,est indéidable.Preuve : Cette preuve est similaire à elle du premier résultat d'indéidabilité (Théorème 5.6) ;à partir d'un LCS générique L, on onstruit un NPLCS N ′ (ave un taux de perte arbitraire)utilisant le gadget de nettoyage, ayant 2 états de ontr�le distingués, qui joueront le r�ledes ensemble A et B de l'énoné. L'existene d'un adversaire pour N ′ véri�ant la propriété

�♦B ∧ ♦�A ave probabilité 1 sera équivalente à la non-�nitude de L. La rédution estreprésentée Fig. 5.3.
L′ :

s0

r

Linoutgadget de nettoyage rejouer succes

echec

√

√
√

√

√
?m

√

√

√

Fig. 5.3 � Le LCS L′ assoié à L dans la preuve du Lemme 5.13Étant donné un LCS L ave un état initial distingué s0, on l'intègre à un NPLCS N ′en ajoutant trois nouveaux états de ontr�le (succes, rejouer et echec) et le gadget denettoyage. Plus préisément, de tout état de L, on peut aller dans rejouer et succes par unetransition sans leture ni ériture. Depuis l'état succes, on atteint rejouer au moyen d'uneleture (il faut don que le anal soit non vide pour y parvenir), ou echec par une transitionne touhant pas le ontenu du anal. En�n, depuis rejouer et echec, une transition mène àl'état initial du gadget de nettoyage. À la sortie du gadget de nettoyage, on entre à nouveaudans L, plus préisément dans l'état initial s0. Comme préédemment, on note N ′ = 〈L′, λ〉pour un λ > 0 arbitraire.Proposition 5.14. L est non borné (partant de (s0, ε)) si et seulement si il existe un adver-saire U pour N ′ tel que PrU ((s0, ε) |= �♦succes ∧ ♦�¬echec) = 1.88



5.1. INDÉCIDABILITÉ DE LA VÉRIFICATION QUALITATIVEPreuve : Si L n'est pas borné à partir de (s0, ε), on onstruit un adversaire similaire à eluide la première preuve d'indéidabilité (f. Théorème 5.6, page 84). L'adversaire herher àquitter L pour atteindre succes ave un nombre de messages de plus en plus grand. La seuledi�érene ave l'adversaire préédemment dé�ni est son omportement hors de L : ette fois-i,si le anal est vide en entrant dans succes lors de la phase n, l'adversaire passe par echec puispar le gadget de nettoyage avant de tenter à nouveau d'atteindre σn. Cei arrivera presquesûrement puisque σ0
∗−→ σn et U passera ensuite à la phase n+ 1.

PrU
(
(s0, ε) |= �♦succes ∧ ♦�¬echec

)
= lim

n→∞

∞∏

k=n

(1− λk).En e�et, ∏∞
k=n(1− λk) est la probabilité qu'à partir de la phase n au moins un message soitonservé lors de haque étape qui fait passer de L à succes. En prenant la limite lorsque ntend vers l'in�ni, on obtient la probabilité de visiter in�niment souvent succes et plus jamais

echec à partir d'une ertaine phase. Or, limn→∞
∏∞

k=n(1 − λk) = 1. On peut montrer edernier fait en utilisant des résultats sur les séries numériques.En onlusion, PrU
(
(s0, ε) |= �♦succes ∧ ♦�¬echec

)
= 1.Dans l'autre sens, soit U un adversaire quelonque. On va montrer que PrU ((s0, ε) |=

�♦succes ∧ ♦�¬echec) < 1 si L est borné. À partir de maintenant, on parlera d'exéu-tion pour � exéution onforme à U �. On onsidère l'ensemble des exéutions partant de
σ0 et visitant succes in�niment souvent. Cet ensemble peut être partitionné en fontion deson�gurations de L qui reviennent in�niment souvent juste avant succes au ours des exéu-tions. Soit Π un ensemble d'exéutions visitant in�niment souvent succes et ayant exatement
Inf omme ensemble de on�gurations de L visitées in�niment souvent juste avant succes :
Π

def
= {π|π |= ∧

τ∈Inf�♦(τ ∧,succes)}. Nous allons montrer que Π est de mesure nulle.
PrU (Π) = PrU (σ0 |=

∧

τ∈Inf
�♦(τ ∧,succes))

= PrU (σ0 |=
∧

τ∈Inf
�♦(τ ∧,(succes, ε))) ar P(τ, (succes, ε)) > 0

= PrU (σ0 |=
∧

τ∈Inf
�♦(τ ∧,(succes, ε) ∧, , echec))La dernière égalité vient du fait que echec est le seul état aessible à partir de la on�guration

(succes, ε).Cei est vrai pour tout ensemble Inf ⊆ ConfL, alors PrU (σ0 |= �♦succes∧♦�¬echec) =
0. On utilise ii le fait que L est borné et don qu'il y a un nombre �ni d'ensemble Inf.On onlut grâe au Théorème 5.5 (f. page 84).Comme nous l'avons annoné, le Théorème 5.6 et le Lemme 5.13 permettent de montrerque les quatre variantes de la véri�ation qualitative sont indéidables pour les formules dutemps linéaire. Néanmoins, les formules pour lesquelles nous avons montré l'indéidabilitéétaient di�érentes selon les as. Il serait intéressant d'exhiber un fragment des formules dutemps linéaire pour lequel les quatre variantes sont indéidables. Par exemple, à partir duThéorème 5.6 et du Lemme 5.13, on peut montrer l'indéidabilité de la véri�ation qualitativepour les formules de Streett, en hoisissant judiieusement les ensembles d'états de ontr�le.89



CHAPITRE 5. VÉRIFICATION QUALITATIVEThéorème 5.15 (Propriétés de Streett). Pour les propriétés qualitatives (a), · · · , (d) i-dessous, le problème étant donné un NPLCS N , une on�guration σ ∈ Conf, et 2n ensemblesd'états A1, B1, · · · , An, Bn ⊆ S, de l'existene d'un adversaire U tel que(a) PrU (σ |=
n∧

i=1

(�♦Ai ⇒ �♦Bi)) > 0,(b) PrU (σ |=
n∧

i=1

(�♦Ai ⇒ �♦Bi)) < 1,() PrU (σ |=
n∧

i=1

(�♦Ai ⇒ �♦Bi)) = 1,(d) PrU (σ |=
n∧

i=1

(�♦Ai ⇒ �♦Bi)) = 0,est indéidable.Preuve : (a) déoule du Théorème 5.6 puisque n∧

i=1

(�♦Ai ⇒ �♦Bi) orrespond à �♦B pour
n = 1, A1 = S et B1 = B.(b) est même indéidable pour n = 1. En e�et, pour B = ∅

PrU (σ |= �♦A⇒ �♦B) < 1 ssi PrU (σ |= ¬(�♦A⇒ �♦B)) > 0ssi PrU (σ |= �♦A ∧ ♦�B) > 0ssi PrU (σ |= �♦A) > 0et on peut onlure ave le Théorème 5.6.() est déduit du Lemme 5.13 ave n = 2, A1 = S, B1 = B, A2 = A et B2 = ∅ qui implique
∧

1≤i≤n

(�♦Ai ⇒ �♦Bi) ≡ (�♦S ⇒ �♦B) ∧ (�♦A⇒ �♦∅)

≡ �♦B ∧ ♦�A(d) est indéidable dès le as n = 1. Si A,B ⊆ S sont des ensembles d'états de ontr�le, onpeut onlure grâe au Lemme 5.13 puisque :
PrU (σ |= �♦A⇒ �♦B) = 0 ssi PrU (σ |= ¬(�♦A⇒ �♦B)) = 1ssi PrU (σ |= �♦A ∧ ♦�B) = 1.Dans ette setion, nous avons montré que pour ertaines propriétés qualitatives, l'existened'un adversaire est indéidable. En partiulier, l'aessibilité répétée ave probabilité positiveest un problème indéidable. C'est aussi le as pour les propriétés que l'on peut exprimerpar une formule de Streett, et e quelles que soient les questions qualitatives (existene d'unadversaire ave probabilité nulle, positive, plus petite que 1, ou 1).90



5.2. PREMIERS RÉSULTATS DE DÉCIDABILITÉ
P(. . .) > 0 P(. . .) = 1

♦A D D
�A D D∧
i ♦Ai D D∨
i�Ai D D
�♦A U D

♦�A ∧�♦B U U∧
i(�♦Ai → �♦Bi) U UFig. 5.4 � Table de résultats de déidabilité et indéidabilitéRemarque 5.16 (Classi�ation des formules). À la fois pour le Théorème 5.6 et le Lemme 5.13,nous avons a�rmé que les formules hoisies étaient � petites � voire minimales. Pour hié-rarhiser les formules, nous avons onsidéré la lassi�ation des formules du temps linéaireproposée par Chang, Manna et Pnueli [CMP92℄. La formule �♦A exprime la persistane,et �♦B ∧ ♦�A ombine persistane et réponse et est don un as partiulier de réativité.On montre dans la setion qui vient que pour les propriétés des lasses inférieures (sûreté etgarantie) la véri�ation qualitative est déidable.5.2 Premiers résultats de déidabilitéMalgré les résultats d'indéidabilité présentés dans la setion préédente, de nombreuxproblèmes sont déidables dans la véri�ation qualitative des NPLCS. Nous montrons enpartiulier la minimalité des formules proposées pour les as d'indéidabilité.Le tableau de la Figure 5.4 page 91 rappelle les résultats d'indéidabilité obtenus dans lasetion 5.1 et donne un aperçu des résultats de déidabilité que nous allons prouver.Dans un premier temps, on onsidère les propriétés d'aessibilité (ou de façon duale,d'invariant) pour lesquelles on montre la déidabilité de la véri�ation qualitative.5.2.1 AessibilitéNous nous intéressons aux propriétés d'aessibilité sous les quatre variantes de la véri�a-tion qualitative. En plus de la déidabilité, nous montrons que les adversaires à mémoire �nieont un pouvoir d'expression su�sant, 'est-à-dire que l'existene d'un adversaire véri�ant ♦Aave probabilité = 1, = 0, > 0 ou < 1 est équivalente à l'existene d'un adversaire à mémoire�nie ayant la même propriété.On peut voir ii un parallèle ave les résultats de Biano et de de Alfaro [BA95℄ qui ontdémontré que lorsque que l'on onsidère uniquement des adversaires sans mémoire pour lemodel-heking de formules de la logique pCTL (CTL ave probabilités) des systèmes pro-babilistes et non déterministes, les bornes supérieures et inférieures des probabilités sont lesmêmes que pour les adversaires les plus généraux possibles (ave mémoire et stohastiques).Voii préisément les quatre problèmes que nous étudions :91



CHAPITRE 5. VÉRIFICATION QUALITATIVEaessibilité presque sûrement ∃U PrU (σ |= ♦A) = 1 ?aessibilité ave probabilité positive ∃U PrU (σ |= ♦A) > 0 ?invariant presque sûrement ∃U PrU (σ |= �A) = 1 ?invariant ave probabilité positive ∃U PrU (σ |= �A) > 0 ?Remarque 5.17. Comme on l'a expliqué au hapitre préédent, par dualité, ela ouvre aussile traitement de ∃U PrU (· · · ) < 1 et ∃U PrU (· · · ) = 0.Lemme 5.18 (aessibilité, probabilité positive). Soit N un NPLCS, σ ∈ Conf une on�-guration et A ⊆ Conf un ensemble de on�gurations. Alors les propositions suivantes sontéquivalentes :1. il existe un adversaire U tel que PrU (σ |= ♦A) > 0,2. il existe un adversaire sans mémoire U tel que PrU (σ |= ♦A) > 0,3. σ ∗−→ A,4. σ ∈ µX.A ∨ Pre(C↑X).Preuve : L'équivalene entre (3) et (4) repose sur l'ériture de Pre∗(A) en mu-alul et lefait que pour les LCS Pre∗(X) = Pre(C↑X) (f. Lemme 1.21, page 30).
(2)⇒ (1) est trivial.
(1) ⇒ (3) est lair : s'il existe un adversaire U permettant d'atteindre A ave probabilitépositive en partant de σ alors néessairement A est aessible depuis σ dans le système detransition assoié à N .
(3) ⇒ (2) : Soit π un hemin menant de σ à A : π : σ = σ0

σ−→1 · · ·σn ∈ A. Sans pertede généralité, on peut supposer que σn est la première on�guration de A renontrée sur lehemin et que π est un hemin simple, i.e. qui visite au plus une fois haque on�guration.On dé�nit un adversaire U qui véri�e l'assertion 2. L'adversaire U herhe à suivre le hemin
π. Il y parvient ave probabilité positive puisque Pr(π) > 0. Le fait que π soit simple permetde onstruire U sans mémoire.Grâe au Lemme 5.18 et au Théorème 1.26 (f. page 32) sur le fragment gardé du µ-alul,on déduit :Corollaire 5.19. Soient N un NPLCS et R une région. Alors l'ensemble des on�gurations
σ ∈ Conf telles qu'il existe un adversaire U satisfaisant PrU (σ |= ♦R) > 0 est une régione�etivement alulable.Preuve : La preuve repose sur l'ériture de et ensemble de on�gurations sous la forme
µX.R ∨ Pre(C↑X) qui est un terme gardé.Pour la question de l'existene d'un adversaire U pour lequel PrU (σ |= �A) = 1, nousintroduisons une nouvelle notion d'aessibilité, que nous nommerons � aessibilité de A sansrisque par rapport à X �, où A et X sont deux ensembles de on�gurations.Formellement,Dé�nition 5.20. L'opérateur P̂re : Conf × Conf → Conf est dé�ni pour A,X ⊆ Conf deuxensembles de on�gurations de la façon suivante :

P̂reX(A)
def
=

⋃

δ∈∆

Pre[δ](A) ∩ P̃re[δ](X).92



5.2. PREMIERS RÉSULTATS DE DÉCIDABILITÉSi σ ∈ P̂reX(A), il existe δ ∈ ∆(σ) telle que Post [δ](σ) ⊆ X et Post [δ](σ) ∩ A 6= ∅.Autrement dit, si σ appartient à P̂reX(A), on peut à partir de σ tirer une règle δ de façon àatteindre A ave probabilité positive, et en étant sûr de rester dans X.Si σ ∈ P̂reX(A), on dira que A est aessible depuis σ, sans risque par rapport à B.Comme pour l'opérateur Pre, on dé�nit par indution P̂re
≤n

X (A) pour n ∈ N : P̂re
≤0

X (A) =

A et P̂re
≤n+1

X (A) = P̂re
≤n

X (A) ∪ P̂reX(P̂re
≤n

X (A)). En�n, P̂re
∗
X(A) =

⋃
n∈N

P̂re
≤n

X (A).L'opérateur P̂re possède les aratéristiques suivantes :Proposition 5.21. Soient A,B,X des ensembles de on�gurations. Alors� A ⊆ P̂re
∗
X(A) ;� si A ⊆ B alors P̂re

∗
X(A) ⊆ P̂re

∗
X(B) ;� P̂re

∗
Conf(A) = Pre∗(A).On omet la preuve, qui est élémentaire.De plus, en reprenant les notations de la setion 1.3, l'opérateur P̂re véri�e la propriété :Proposition 5.22. Soient A et X des ensembles de on�gurations. Alors� P̂reX(A) = P̂reK↓X(C↑A), et� P̂re
∗
X(A) = P̂re

∗
K↓X(C↑A).Preuve : Il su�t de faire la preuve pour P̂re, elle pour P̂re

∗ en déoule. Soient A,X ⊆ Conf.Pour montrer que P̂reX(A) = P̂reK↓X(C↑A), on part de la dé�nition de P̂re, et on utilise leLemme 1.21 (f. page 30) :
P̂reX(A) =

⋃

δ∈∆

Pre[δ](A) ∩ P̃re[δ](X) par dé�nition de P̂re

=
⋃

δ∈∆

Pre[δ](C↑A) ∩ P̃re[δ](K↓X) grâe au Lemme 1.21
= P̂reK↓X(C↑A) par dé�nition de P̂re à nouveauOn peut maintenant énoner une aratérisation de la véri�ation qualitative d'invariantspresque sûrement.Lemme 5.23 (invariant, probabilité 1). Soit N un NPLCS, σ ∈ Conf une on�guration et

A ⊆ Conf un ensemble de on�gurations. Les assertions suivantes sont équivalentes :1. il existe un adversaire U tel que PrU (σ |= �A) = 1,2. il existe un adversaire sans mémoire U tel que PrU (σ |= �A) = 1,3. σ ∈ νX.A ∧ P̂reX(Conf).Dans la suite, si φ est une formule de LTL, on notera E[φ] l'ensemble des on�gurations
σ telles qu'il existe un adversaire U pour lequel PrU (σ |= φ) = 1. Les propriétés de U serontpréisées dans le ontexte (dans la setion 5.3 par exemple, on se restreint à la lasse desadversaires à mémoire �nie).Le lemme i-dessus implique en partiulier que E[�A] = νX.A ∧ P̂reX(Conf).93



CHAPITRE 5. VÉRIFICATION QUALITATIVEPreuve : Dans ette preuve on note E def
= νX.A ∧ P̂reX(Conf).

(2)⇒ (1) : est trivial
(3)⇒ (2) : Supposons que σ ∈ νX.A∧ P̂reX(Conf) (i.e. σ ∈ E), et dérivons un adversairesans mémoire qui assure PrU (σ |= �A) = 1. Pour tout τ ∈ E il existe une règle de transition

δτ tirable en τ telle que Post [δτ ](τ) ⊆ E. L'adversaire U hoisit dans une on�guration τ larègle δτ , sans risque par rapport à E (quelques soient les pertes, on ne peut que rester dans
E). Puisqu'il détermine la règle à tirer en fontion de la on�guration ourante seulement, Uest sans mémoire. De plus, puisque E ⊆ A, toutes les exéutions engendrées par U à partir de
σ satisfont �A ; si bien que U satisfait sûrement (et a fortiori presque sûrement) �A.

(1)⇒ (3) : Soient σ ∈ Conf et U un adversaire véri�ant PrU (σ |= �A) = 1. On onsidère
T

def
= {τ ∈ Conf|PrU (σ |= ♦τ) > 0} l'ensemble des on�gurations qui peuvent être visitées lelong d'une exéution onforme à U . La on�guration initiale σ appartient à T et T ⊆ A ('estl'hypothèse sur U). De plus, tout hemin �ni π de σ à τ ∈ T doit pouvoir être prolongé : ainsi,il existe une transition δ ∈ ∆(τ) que U peut être amené à hoisir dans la on�guration τ . Pardé�nition de T , haque on�guration τ ′ telle que τ δ−→ τ ′ est dans T . Ainsi T est un post-point�xe de la fontionnelle F : X → A ∧ P̂reX(Conf), 'est-à-dire T ⊆ F (T ). Puisque E est leplus grand point �xe de F , et don l'union des post-points �xes, on onlut σ ∈ T ⊆ E.Remarque 5.24. Le shéma de ette preuve, plus préisément de l'impliation (1)⇒ (3) serautilisé plusieurs fois dans ette thèse. Pour montrer qu'un ensemble E[φ] est inlus dans un plusgrand point �xe νX.F (X), on proédera toujours ainsi. On �xe une on�guration σ ∈ E[φ].Alors, il existe un adversaire U tel que PrU (σ |= φ) = 1. À partir de U , on dé�nit un ensemblede on�gurations T qui ontient σ, et qui est un post-point �xe de F : T ⊆ F (T ). Ainsi, T estun sous-ensemble de νX.F (X), le plus grand point �xe de F . Finalement σ ∈ T ⊆ νX.F (X),e qui permet de onlure.Remarque 5.25. Remarquons également que l'adversaire que nous onstruisons dans lapreuve de l'impliation (3) ⇒ (2) est tel que σ |= �A. Toutes les exéutions véri�ent �A,e qui est plus fort que PrU (σ |= �A) = 1.Ii enore, on utilise le Théorème 1.26 (f. page 32) appliqué à l'algèbre des régions dé�niepour les LCS.Corollaire 5.26. Soient N un NPLCS et R une région. Alors l'ensemble des on�gurations

σ ∈ Conf telles qu'il existe un adversaire U satisfaisant PrU (σ |= �R) = 1 est une régione�etivement alulable.Preuve : D'après le Lemme 5.23, et ensemble s'érit νX.R ∧ P̂reX(Conf) ou enore, grâeà la Proposition 5.22 (f. page 93), νX.R ∧ P̂reK↓X(Conf) qui est un terme gardé.Nous nous intéressons à présent au problème de l'invariant ave probabilité positive.Lemme 5.27 (invariant, probabilité positive). Soit N un NPLCS, σ ∈ Conf une on�gurationet A ⊆ Conf un ensemble de on�gurations. Les assertions suivantes sont équivalentes :1. il existe un adversaire U tel que PrU (σ |= �A) > 0,2. il existe un adversaire sans mémoire U tel que PrU (σ |= �A) > 0,3. σ ∈ µX.E[�A] ∨ (Pre(X) ∧A). 94



5.2. PREMIERS RÉSULTATS DE DÉCIDABILITÉPreuve : (2)⇒ (1) : est trivial
(3) ⇒ (2) : Soit σ ∈ E def

= µX.E[�A] ∨ (Pre(X) ∧ A). Cette formule peut se lire omme
∃A Until E[�A]. Alors, il existe un hemin �ni partant de σ, ne visitant que des on�gurationsde A et atteignant E[�A], que l'on note : π : σ

∗−→A σn ∈ E[�A]. Comme préédemment,on suppose, sans perte de généralité, que π est simple et que σn est la première on�gurationde E[�A] visitée le long de π. Le omportement de U (qu'on est en train de dé�nir) onsisteà suivre le hemin π. Si σn est atteint, U se omporte alors omme l'adversaire dérit pour
E[�A] (f. Lemme 5.23, page 93). L'adversaire U ainsi onstruit est sans mémoire et satisfait
PrU (σ |= �A) > 0.

(1) ⇒ (3) : Soit U un adversaire véri�ant PrU (σ |= �A) = 1. Dé�nissons T def
= {τ ∈

Conf|PrU (σ |= �♦τ ∧�A) > 0}. La propriété de l'attrateur �ni (f. Théorème 4.11, page 79)implique que T est non vide, et qu'il existe de plus un état de ontr�le s ∈ S tel que (s, ε) ∈ T .La non-vauité de T implique l'existene d'un hemin σ ∗−→A T , 'est-à-dire d'un hemin quipart de σ ne visitant que des on�gurations de A et atteignant T . Il reste à montrer que T ⊆
E[�A]. Néessairement, T ⊆ A, sinon, l'ensemble des exéutions onformes à U et véri�ant �An'auraient pas une mesure positive. Pour τ ∈ T �xé, il existe un règle de transition τ δ−→ telleque PrU (σ |= �♦τ∧�♦“δ est tirée′′∧�A) > 0 puisqu'il y a un nombre �ni de règles tirables en
τ . Si τ ′ est un suesseur de τ par δ,P(τ, τ ′) > 0 don PrU (σ |= �♦τ) = PrU (σ |= �♦τ∧�♦τ ′).On en déduit

PrU (σ |= �♦τ ∧
∧

τ ′∈δ(τ)

�♦τ ′ ∧�A) > 0.Ainsi, τ ∈ P̂reT (Conf). Ce raisonnement vaut pour toute on�gurations τ ∈ T , don T ⊆
P̂reT (Conf). Comme E[�A] est un plus grand point �xe, T ⊆ E[�A]. En onlusion σ

∗−→A

(E[�A]).Corollaire 5.28. Soient N un NPLCS et R une région. Alors, l'ensemble des on�gurations
σ ∈ Conf telles qu'il existe un adversaire U satisfaisant PrU (σ |= �R) > 0 est une régione�etivement alulable.Preuve : Cet ensemble s'érit µX.E[�R]∨(Pre(X)∧R) ou enore µX.E[�R]∨(Pre(C↑X)∧
R) par le Lemme 1.21 (f. page 30). Or, on sait que E[�R] est alulable grâe au Corol-laire 5.28. Le terme µX.E[�R]∨ (Pre(C↑X)∧R) étant gardé, le Théorème 1.26 (f. page 32)s'applique.On en vient au problème de l'aessibilité presque sûrement.Lemme 5.29 (aessibilité, probabilité 1). Soit N un NPLCS, σ ∈ Conf une on�guration et
A ⊆ Conf un ensemble de on�gurations. Alors les propositions suivantes sont équivalentes :1. il existe un adversaire U tel que PrU (σ |= ♦A) = 1,2. il existe un adversaire sans mémoire U tel que PrU (σ |= ♦A) = 1,3. σ ∈ νX.[µY.(A ∨ P̂reX(Y ))] = νX.P̂re

∗
X(A).Autrement dit, ave les notations introduites préédemment, l'ensemble des on�gura-tions pour lesquelles il existe un attrateur assurant �A presque sûrement s'érit : E[♦A] =

νX.P̂re
∗
X(A). 95



CHAPITRE 5. VÉRIFICATION QUALITATIVEPreuve : (2)⇒ (1) : est trivialDans le reste de la preuve, on note E def
= νX.P̂re

∗
X(A).

(3) ⇒ (2) : Montrons que si σ ∈ E alors il existe un adversaire sans mémoire U tel que
PrU (σ |= ♦A) = 1. Remarquons que si τ = (s,w) ∈ E, et τ 6= σ, alors (s, ε) ∈ E. Deplus, pour toute on�guration σ ∈ E, il existe un hemin πτ : τ

def
= τ0

δ1−→ τ1 · · · δn−→ τn ∈ Atel que pour tout indie i, Post [δi+1](τi) ⊆ E. Le hoix de es hemins peut être fait detelle sorte que les hemins sont simples, et pour tout ouple de on�gurations (τ, τ ′), si τ ′apparaît le long de πτ , alors π′τ est le su�xe de πτ à partir de τ ′. L'adversaire U que nousdé�nissons est alors sans mémoire : dans une on�guration τ , il hoisit la première règle detransition δ0 du hemin πτ . Grâe à la propriété de l'attrateur �ni, il existe une on�guration
(s, ε) visitée in�niment souvent presque sûrement. De plus, PrU (σ |= �♦(s, ε)) = PrU (σ |=
�♦(s, ε) ∧ ♦ �le hemin π(s,ε) est emprunté�). Ainsi, ave probabilité 1, à fore d'essayer desuivre un hemin πτ menant à A, l'ensemble de on�gurations A sera atteint. L'adversaire Udérit i-dessus est sans mémoire (grâe aux hypothèses sur les hemins πτ hoisis) et satisfait :
PrU (σ |= ♦A) = 1.

(1) ⇒ (3) : Supposons qu'il existe un adversaire U tel que PrU (σ |= ♦A) = 1, 'est-à-direque σ ∈ E[�A]. On dé�nit T def
= {τ ∈ Conf|PrU (σ |= ¬A Until τ) > 0}, l'ensemble deson�gurations qu'il est possible de visiter avant d'atteindre A. Alors σ ∈ T (peu importe si

σ ∈ A). Montrons que T ⊆ E. Il su�t pour ela de montrer que, pour haque on�guration τ ∈
T , il existe un hemin πτ : τ

def
= τ0

δ1−→ τ1 · · · δn−→ τn ∈ A tel que pour tout i, Post [δi+1](τi) ⊆ T .Soit τ ∈ T . Puisque la probabilité est non nulle d'atteindre τ avant A, on a PrU ′(τ |= ♦A) = 1où U ′ est le su�xe de U à partir de τ : U ′(τ ∗−→ τ ′) = U(σ
∗−→ τ

∗−→ τ ′) pour un hemin �xéde σ à τ . Ainsi, il existe un hemin menant de τ à A : τ = τ0
δ1−→ τ1 · · · δn−→ τn ∈ A et τn estla première on�guration de A le long de e hemin. On observe que haque τi est dans T etque Post [δi+1](τi) ⊆ T . L'ensemble T est don un post-point �xe de X → P̂re

∗
X(A). Puisque

E en est le plus grand point �xe, on obtient : σ ∈ T ⊆ E.Corollaire 5.30. Soient N un NPLCS et R une région. Alors l'ensemble des on�gurations
σ ∈ Conf telles qu'il existe un adversaire U satisfaisant PrU (σ |= ♦R) = 1 est une régione�etivement alulable.Une onséquene des Corollaires 5.19, 5.26, 5.28 et 5.30 est la déidabilité des quatreproblèmes de véri�ation qualitative de propriétés d'aessibilité pour les NPLCS.Théorème 5.31 (Déidabilité de l'aessibilité). Le problème de savoir, étant donné unNPLCS N , une on�guration σ et une région R ⊆ Conf, si, pour les propriétés d'aessi-bilité (a) à (d), il existe un adversaire U satisfaisant(a) ∃U tel que PrU (σ |= ♦A) > 0(b) ∃U tel que PrU (σ |= ♦A) = 0() ∃U tel que PrU (σ |= ♦A) < 1(d) ∃U tel que PrU (σ |= ♦A) = 1est déidable.De plus, dans les quatre as, l'existene d'un adversaire est équivalente à l'existene d'unadversaire sans mémoire pour la même propriété.96



5.2. PREMIERS RÉSULTATS DE DÉCIDABILITÉPreuve : Pour les quatre variantes qualitatives, les Corollaires 5.19, 5.26, 5.28 et 5.30 éta-blissent la alulabilité de la région onstituée des on�gurations pour lesquelles il existe unadversaire U satisfaisant. Il su�t alors de tester l'appartenane de σ à la région ainsi aluléepour répondre au problème.5.2.2 Conjontion d'aessibilitéLa déidabilité s'étend de l'aessibilité à des onjontions de propriétés d'aessibilité.Autrement dit, si on onsidère φ =
∧

1≤i≤n ♦Ai, les quatre variantes de véri�ation qualita-tive sont déidables. Ii enore, on utilise le Théorème 1.26, onernant le fragment gardé du
µ-alul, pour montrer la onvergene des points �xes dé�nissant l'ensemble des on�gura-tions satisfaisantes. Cependant, une di�érene ave l'aessibilité est la néessité d'utiliser desadversaire plus ompliqués, 'est-à-dire à mémoire �nie plut�t que sans mémoire.Théorème 5.32. Le problème de savoir étant donné un NPLCS N , une on�guration σ etdes régions R1, · · · , Rn ⊆ Conf, si, pour les propriétés d'aessibilité généralisée (a) à (d), ilexiste un adversaire U satisfaisant(a) PrU (σ |= ∧n

i=1 ♦Ri) > 0, ou(b) PrU (σ |= ∧n
i=1 ♦Ri) = 0, ou() PrU (σ |= ∧n
i=1 ♦Ri) < 1, ou(d) PrU (σ |= ∧n
i=1 ♦Ri) = 1.est déidable.De plus, l'existene d'un adversaire satisfaisant (a) (resp. (b), (c), (d)) entraîne l'existened'un adversaire à mémoire �nie pour (a) (resp. (b), (c), (d)).Les as n = 1 ont été traités dans la sous-setion préédente. Nous prouvons les quatreassertions tour à tour, soit en réduisant le problème au as n = 1 déjà traité, soit en don-nant, omme 'était le as pour l'aessibilité, des termes de Lµ dé�nissant les ensembles deon�gurations pour lesquelles un adversaire existe.Soient A1, · · · , An ⊆ Conf des ensembles de on�gurations quelonques. On onsidère laonjontion d'aessibilité ♦A1 ∧ · · · ∧ ♦An.Preuve de (a) : Le as de plusieurs propriétés ♦A1, · · · ,♦An peut être réduit au as n = 1en onstruisant le produit de N ave un automate se souvenant des Ai visités jusqu'alors.La taille de e nouveau NPLCS N ′ est elle de N multipliée par 2n, le nombre de sous-ensembles de {1, · · · , n}. Il existe un adversaire sans mémoire pour N ′, grâe au Lemme 5.29(f. page 95). On en déduit un adversaire à mémoire �nie (dont les modes sont les sous-ensembles de {1, · · · , n}) pour N satisfaisant ∧

1≤i≤n ♦Ai presque sûrement.En général, l'existene d'un adversaire à mémoire �nie n'implique pas l'existene d'unadversaire sans mémoire. On illustre ette onstatation à la Figure 5.5. En e�et, si A = {sA}

s0 sAsB

√√

√√Fig. 5.5 � Les adversaires sans mémoire ne su�sent pas pour ♦A ∧ ♦B presque sûrement97



CHAPITRE 5. VÉRIFICATION QUALITATIVEet B = {SB}, pour la propriété ♦A∧♦B, il n'existe pas d'adversaire sans mémoire pour lequel
A et B soient visités presque sûrement. La seule possibilité pour véri�er les deux ontraintesest de faire des hoix di�érents lors de deux visites de s0.Preuve de (b) : On rérit la question en :

∃U s.t. PrU (σ |=
∨

1≤i≤n

�Bi) = 1 où Bi
def
= Ai.Pour I, sous-ensemble non vide de {1, · · · , n}, on dé�nit de façon indutive (sur la taillede I) les ensembles :

X{i}
def
= νX.P̂reX(Conf) ∧Bi

XI
def
= νX.P̂re∪∅6=J⊆IXJ

(Conf) ∧
∧

i∈I

BiLemme 5.33. Il existe un adversaire U tel que PrU (σ |= ∨
1≤i≤n�Bi) = 1 si et seulements'il existe un sous-ensemble I non vide de {1, · · ·n} tel que σ ∈ XI .Preuve : Le as n = 1 a été traité préédemment (f. Lemme 5.23, page 93).

(⇐=) : Supposons que σ ∈ XI pour I 6= ∅. Dérivons un adversaire U qui assure ∨
1≤i≤n�Bipresque sûrement. Puisque σ ∈ XI , il existe une règle de transition δ tirable en σ telle que

Post [δ](σ) ⊆ ⋃
∅6=J⊆I XJ . L'adversaire U dans la on�guration σ hoisit ette règle δ et at-teint XJ pour un sous-ensemble non vide J de I (J peut dépendre des pertes). Si J ( I, uneindution sur la taille de I et le as de base (sizeofI = 1) permettent de onlure. S'il existeune exéution π qui reste pour toujours dans XI , alors π satisfait �∧

i∈I Bi.Dans une on�guration τ ∈ XJ , U fait don le hoix d'une transition δ (qui peut dé-pendre de J) qui ne permet que d'atteindre ⋃
∅6=J ′⊆J XJ ′ . L'adversaire ainsi onstruit satisfait⋃

i∈I �Bi sûrement, et don presque sûrement. Il est à mémoire �nie ; il y a un mode pourhaque ensemble non vide J ⊆ {1, · · · , n}.
(=⇒) : Dé�nissons, pour I 6= ∅, l'ensemble des on�gurations :

TI
def
= {τ ∈ Conf|PrU (σ |=

∧

i∈I

�Bi ∧ ♦τ) > 0}.Par hypothèse, σ ∈ TI0 pour un ertain I0. Montrons que TI ⊆ P̂reS

∅6=J⊆I TJ
(Conf)∧∧

i∈I Bi.Ainsi, en tant que post-point �xe, TI sera un sous-ensemble du plus grand point �xe, 'est-à-dire XI . Soit don τ ∈ TI , pour I 6= ∅. Par dé�nition, il existe un hemin onforme à
U , π : σ

∗−→ τ tel que π |= ∧
i∈I �Bi. En partiulier, τ ∈ ⋂

i∈I Bi. De plus, puisque laprobabilité est non nulle de prendre e hemin depuis σ, néessairement, il existe une règlede transition tirable en τ telle que les suesseurs satisfont haun ∧
i∈J Bi pour J ⊆ I nonvide. Si τ ′ ∈ Post [δ](τ), et π′ est le hemin π augmenté de τ → τ ′, on a π′ |= ∧

i∈J �Bi, pour
∅ 6= J ⊆ I. Ainsi, Post [δ](τ) ⊆ ⋃

∅6=J⊆I TJ .On onlut que pour tout I, TI ⊆ XI . Et don σ ∈ TI0 ⊆ XI0 .Remarque 5.34. Comme dans le as préédent, les adversaires sans mémoire ne sont pasaussi puissants aux adversaires généraux pour le problème de la véri�ation de ♦A ∧ ♦B aveprobabilité nulle. Cependant, pour donner un ontre-exemple, il faut ii hoisir des régions98



5.2. PREMIERS RÉSULTATS DE DÉCIDABILITÉplus ompliquées que les régions de ontr�le. On prend pour exemple le NPLCS représentéFigure 5.6, ave les régions
R

def
= (s0, ↑ε) + (s1, ↑m) + (s2, ↑ε) + (s3, ↑ε) et,

R′ def
= (s0, ↑ε) + (s1, ↑ε− ↑m) + (s2, ↑ε) + (s4, ↑ε).Pour et exemple, un adversaire satisfaisant �R ∨�R′ presque sûrement néessite de la mé-moire pour savoir si, lors du passage dans l'état de ontr�le s1, le anal ontenait un m ounon.

s0 s1 s2

s3

s4

!m
√

√

√

√

√Fig. 5.6 � Les adversaires sans mémoire ne su�sent pas pour �R ∨�R′ presque sûrementLes ensembles XI sont dé�nis par des termes gardés de Lµ. Ainsi, si on onsidère desrégions R′
1, · · ·R′

n (plut�t que des ensembles quelonques de on�gurations B1, · · · , Bn), leThéorème 1.26 (f. page 32) implique la alulabilité des XI .Cei permet de onlure quant à la déidabilité de (b).Preuve de () : Le problème (c) se ramène failement à un problème déjà traité (invariantave probabilité positive). En e�et,
PrU (σ |=

∧

1≤i≤n

♦Ai) < 1 ssi ∃i PrU (σ |= ♦Ai) < 1.Le Théorème 5.31 (f. page 96, propriété ()) permet de onlure.Preuve de (d) : Le as n = 1 a déjà été traité. Rappelons qu'il existe un adversaire Usatisfaisant PrU (σ |= ♦A) = 1 si et seulement si σ ∈ νY.P̂re
∗
Y (A). On dé�nit, de façonindutive, des ensembles TI pour J sous-ensemble non vide de {1, · · · , n} par :

{
T{i}

def
= νY.P̂re

∗
Y (Ai), et

TI
def
= νY.P̂re

∗
Y

(∨
i∈I(Ai ∧ TI\{i})

) si |I| > 1.On va montrer que les TI ainsi onstruits représentent les ensembles de on�gurations pourlesquelles il existe un adversaire U satisfaisant PrU (σ |= ∧
i∈I ♦Ai) = 1. Ils sont onstruitsindutivement en tenant ompte de tous les ordres possibles dans lesquels les Ai seront visités.En e�et, étant donnée une on�guration initiale σ, pour un adversaire �xé il se peut que etordre dépende des pertes, et don soit di�érent entre les exéutions.Lemme 5.35. Il existe un adversaire U tel que PrU (σ |= ∧
i∈I ♦Ai) = 1 si et seulement si,

σ ∈ TI .Preuve : La démonstration se fait par réurrene sur la taille de l'ensemble I. Pour unsingleton, on utilise le résultat énoné plus t�t dans le Lemme 5.29 (f. page 95).99



CHAPITRE 5. VÉRIFICATION QUALITATIVESoit I un sous-ensemble de {1, · · · , n} ayant au moins deux éléments. On ommene parmontrer que si σ ∈ TI , il existe un adversaire satisfaisant PrU (σ |= ∧
i∈I ♦Ai) = 1. Toujoursgrâe au Lemme 5.29, on sait qu'il existe un adversaire sans mémoire V tel que PrV(σ |=

♦(
∨

i∈I(Ai ∧ TI\{i})) = 1. Une fois et ensemble atteint (e qui arrive presque sûrement),on applique l'hypothèse de réurrene pour onlure. En e�et, les exéutions visitent alorsun ensemble Ai (l'indie dépendant de l'exéution) tout en étant dans TI\{i} auquel on peutappliquer l'hypothèse de réurrene pour exhiber un adversaire VI\{i}. En mettant bout à boutl'adversaire V et les adversaires VI\{i}, on obtient un adversaire véri�ant la bonne propriété.Réiproquement, supposons qu'il existe un adversaire U pour lequel PrU (σ |= ∧
i∈I ♦Ai) =

1. On dé�nit l'ensemble de on�gurations T def
= {τ ∈ Conf|PrU (σ |= (

∧
i∈I Ai) Until τ) > 0},autrement dit l'ensemble des on�gurations que l'on peut visiter sous l'ation de U avantde visiter les ensembles Ai pour i ∈ I. Tout d'abord, σ ∈ T . Montrons que T est un post-point �xe de Y → P̂re

∗
Y

(∨
i∈I(Ai ∧ TI\{i})

). À partir de toute on�guration τ ∈ T , U estapable de visiter haun des Ai pour i ∈ I presque sûrement. De plus, par dé�nition de
T , toutes les on�gurations renontrées avant de visiter un des Ai sont enore dans T . Ainsi
T ⊆ Pre∗T (

∨
Ai). Mais, lorsque la première on�guration de Ai (pour i donné) est visitée, Udoit être apable d'assurer ∧

j∈I\{i}♦Aj
presque sûrement. Ce qui est exatement

T ⊆ P̂re
∗
T

(∨

i∈I

(Ai ∧ TI\{i})
)
.Ainsi, T est un post-point �xe d'une fontionnelle dont TI est le plus grand point �xe. On endéduit T ⊆ TI . Finalement σ ∈ T ⊆ TI .5.2.3 Aessibilité répétéeNous avons vu préédemment que le problème de l'aessibilité répétée ave probabilitépositive était indéidable (f. Théorème 5.6, page 84). Nous montrons ii, que les trois autresproblèmes (probabilité 1, probabilité < 1 et probabilité 0) sont déidables.Dans un deuxième temps, on montrera que le problème de l'aessibilité répétée aveprobabilité positive est déidable lorsqu'on se restreint à la lasse des adversaires à mémoire�nie.Si A ⊆ Conf est un ensemble de on�gurations, on note E[�♦A], T<1

�♦A, et T=0
�♦A lesensembles de on�gurations σ telles qu'il existe un adversaire U satisfaisant PrU (σ |= �♦A) =

1, < 1, = 0, respetivement. Remarquons que T=0
�♦A peut aussi se noter E[♦�A].Ces trois ensembles s'expriment par des termes du µ-alul. On le montre tour à tour.Lemme 5.36. Soit A ⊆ Conf un ensemble de on�gurations. Alors E[�♦A] = νX.P̂re

+

X(A).Preuve : Commençons par la première égalité. Soit σ ∈ E[�♦A]. Par dé�nition, il existe unadversaire U tel que PrU (σ |= �♦A) = 1. Dé�nissons alors l'ensemble T ⊆ Conf par
T

def
= {τ |PrU (σ |= ♦τ) > 0}.Néessairement, T intersete A non trivialement. De plus, la on�guration initiale σ appartientà T . On montre que T est un sous-ensemble de νX.P̂re

+

X(A). Pour ela, il su�t de montrerque T ⊆ P̂re
+

T (A) (i.e. qu'il est post-point �xe). Soit don τ ∈ T . Le fait que PrU (σ |= ♦τ) > 0100



5.2. PREMIERS RÉSULTATS DE DÉCIDABILITÉentraîne PrU (σ |= ♦τ ∧ �♦A) > 0, don il existe un hemin non vide onforme à U menantde τ à A :
π : τ

def
= τ0

δ1−→ τ1 · · · δm−→ τm ∈ A ave m ≥ 1.Si alors τ ′ est une on�guration d'un Post [δi](τi−1) pour i ≥ 1, 'est-à-dire si τ ′ peut êtreobtenu en tirant les règles données par le hemin π, on a
PrU (σ |= ♦τ ′) > 0e qui est exatement τ ′ ∈ T . Ainsi τ ∈ P̂re

+

T (A). On en onlut que T ⊆ νX.P̂re
+

X(A), etomme σ ∈ T , on obtient σ ∈ νX.P̂re
+

X(A).Réiproquement, soit σ une on�guration de l'ensemble νX.P̂re
+

X(A), que l'on note E dansle reste de ette preuve. Nous allons onstruire un adversaire (sans mémoire) U qui permetd'avoir PrU (σ |= �♦A) = 1. Pour ela, à haque on�guration τ ∈ E, nous assoions unhemin simple πτ : τ
∗−→ A qui témoigne de l'appartenane de τ à E. Dans le hoix deshemins πτ , on ajoute la ontrainte que si τ ′ ∈ E apparaît le long de πτ , alors πτ ′ est le su�xede πτ ommençant en τ ′. Ces hemins dérivent les hoix que U fait : dans la on�guration τ ,

U tire la première règle de transition du hemin πτ . Ainsi dé�ni, U est sans mémoire. Il reste àprouver qu'il donne PrU (σ |= �♦A) = 1. Pour ela, si I est un sous-ensemble de S, on dé�nit
ΠI

def
= {π|Inf(π) ∩ Sε = I}.

ΠI est l'ensemble des exéutions onformes à U qui ont pour on�gurations vides visitéesin�niment souvent exatement Iε. Les ΠI sont des ensembles disjoints et la propriété del'attrateur �ni entraîne :
PrU (

⋃

∅6=I⊆S

ΠI) = 1.Fixons I ⊆ S non vide, et onsidérons ΠI . Si s ∈ I, tous les suesseurs possibles par U de
(s, ε) seront visités in�niment souvent autant que (s, ε) (f. Proposition 4.12, page 79). Pluspréisément :

PrU (ΠI) = PrU (ΠI ∧
∧

s∈I

∧

τ∈S((s,ε))

�♦τ)

= PrU (ΠI ∧�♦A)puisque parmi les suesseurs, il y a en partiulier des on�gurations de A (elles qui ontpermis de dé�nir les hemins πτ ). On onlut en � reollant les moreaux � :
PrU (σ |= �♦A) = PrU (σ |= �♦A ∧

⋃

∅6=I⊆S

ΠI)

=
∑

∅6=I⊆S

PrU (σ |= �♦A ∧ΠI)

=
∑

∅6=I⊆S

PrU (ΠI)

= PrU (
⋃

∅6=I⊆S

ΠI)

= 1. 101



CHAPITRE 5. VÉRIFICATION QUALITATIVECorollaire 5.37. Soit R ⊆ Conf une région. Alors E[�♦R] est une région e�etivementalulable.Preuve : Le lemme qui préède donne E[�♦R] = νX.P̂re
+

X(R). On peut rérire e terme enun terme gardé, en utilisant la Proposition 5.22 (f. page 93)
E[�♦R] = νX.P̂re

+

K↓X(R).Le Théorème 1.26 (f. page 32) s'applique don pour donner le résultat.Ce résultat s'étend à une onjontion de propriétés d'aessibilité répétée.Lemme 5.38. Soient A1, · · · , An ⊆ Conf des ensembles de on�gurations. Alors,
E[

n∧

i=1

�♦Ai] = νX.P̂re
+

X

(
A1 ∧

(
P̂re

+

X(A2) ∧ (· · · P̂re
+

X(An))
))
.Les tehniques utilisées pour la démonstration du Lemme 5.38 sont similaires à elles dela preuve du Lemme 5.36 (f. page 100).Corollaire 5.39. Soient R1, · · · , Rn ⊆ Conf des régions. Alors l'ensemble E[
∧n

i=1�♦Ri] estune région e�etivement alulable.Preuve : Le terme donné dans le Lemme 5.38 pour E[
∧n

i=1�♦Ri] peut être gardé en utilisantque P̂re
+

X(R) = P̂re
+

K↓X(R) (f. Proposition 5.22, page 93). Le Théorème 1.26 s'applique donpour prouver la alulabilité de E[
∧n

i=1�♦Ri].Lemme 5.40. Soit A ⊆ Conf un ensemble de on�gurations. Alors T<1
�♦A = Pre∗(E[�A]) =

µX.(E[�A] ∨ Pre(X)).Preuve : Si U est un adversaire et σ une on�guration, alors
PrU (σ |= �♦A) < 1 ssi PrU (σ |= ♦�A) > 0.On montre failement que pour σ ∈ Conf, il existe U tel que PrU (σ |= ♦�A) > 0 si etseulement si σ ∈ Pre∗(E[�A]), 'est-à-dire si σ peut atteindre une on�guration à partir delaquelle il existe un adversaire assurant �A presque sûrement.Corollaire 5.41. Soit R ⊆ Conf une région. Alors T<1

�♦R est une région alulable.Preuve : Le lemme qui préède nous permet d'érire T<1
�♦R = Pre∗(E[�R]). Or, d'après leCorollaire 5.26 (f. page 94), E[�R] est alulable et les prédéesseurs itérés également.Lemme 5.42. Soit A ⊆ Conf un ensemble de on�gurations. Alors T=0

�♦A = E[♦E[�A]].Preuve : Si U est un adversaire et σ une on�guration, alors
PrU (σ |= �♦A) = 0 ssi PrU (σ |= ♦�A) = 1.Ensuite, pour σ ∈ Conf, il existe un adversaire tel que PrU (σ |= ♦�A) = 1 si et seulement si,à partir de σ, on atteint presque sûrement une on�guration, à partir de laquelle il existe unadversaire assurant �A presque sûrement. 102



5.2. PREMIERS RÉSULTATS DE DÉCIDABILITÉCorollaire 5.43. Soit R ⊆ Conf une région. Alors T=0
�♦R est une région e�etivement alu-lable.Preuve : D'après le lemme préédent, T=0

�♦A = E[♦E[�A]] qui est alulable grâe aux Co-rollaires 5.30 (f. page 96) et 5.26 (f. page 94).Théorème 5.44. Le problème de savoir, étant donné un NPLCS N , une on�guration σ etune région R, si pour les propriétés d'aessibilité répétée (a) à (c) il existe un adversaire Usatisfaisant(a) ∃U , PrU (σ |= �♦R) = 1, ou(b) ∃U , PrU (σ |= �♦R) < 1, ou() ∃U , PrU (σ |= �♦R) = 0.est déidable.De plus, l'existene d'un adversaire satisfaisant (a) (resp. (b) ou (c)) entraîne l'existened'un adversaire à mémoire �nie satisfaisant (a) (resp. (b) ou (c)).Preuve : C'est une onséquene des Corollaires 5.37, 5.41 et 5.43.5.2.4 ComplexitéNous nous intéressons à présent à la omplexité des algorithmes de déision pour les asd'aessibilité et aessibilité répétée présentés jusqu'ii.Pour presque tous les problèmes étudiés1, nous montrons qu'ils sont non primitif réursifs,omme la plupart des problèmes sur les LCS. Pour ela, nous utilisons le fait que l'aessibilitéd'un état de ontr�le dans un LCS est un problème non primitif réursif [Sh02℄. La rédutionutilisera, omme 'était le as dans les résultats d'indéidabilité, le gadget de nettoyage NetM.Notons que la borne inférieure de omplexité de es problèmes s'applique toujours lorsqu'onrestreint les ensembles de on�gurations à des ensembles d'états de ontr�le.Théorème 5.45 (Complexité). Le problème, étant donné un NPLCS N , une on�guration
σ ∈ Conf et un ensemble A ⊆ S d'états de ontr�le, de savoir s'il existe un adversaire Usatisfaisant (a.1) (ou (a.2) · · · ou (b.3)) est non primitif réursif.(a.1) PrU

(
σ |= ♦A

)
> 0, ou (b.1) PrU

(
σ |= �♦A

)
= 0, ou(a.2) PrU

(
σ |= ♦A

)
= 1, ou (b.2) PrU

(
σ |= �♦A

)
= 1, ou(a.3) PrU

(
σ |= ♦A

)
< 1, ou (b.3) PrU

(
σ |= �♦A

)
< 1.Dans tous les as, on réduit le problème de l'aessibilité d'un état de ontr�le dans lesLCS, qui est onnu pour être non primitif réursif [Sh02℄.Le as (a.1) est le plus simple. En e�et par le Lemme 5.18 (f. page 92), le problème del'existene d'un adversaire permettant d'atteindre A ave probabilité positive est équivalent àl'aessibilité de A à partir de σ dans le LCS sous-jaent à N .Pour le as (a.3), nous utilisons la rédution dérite Figure. 5.7.Soit L un LCS quelonque. On onstruit alors L′ à partir de L de la façon suivante.Tout d'abord, on ajoute trois états de ontr�le puits, succes et accept. L'état accept estaessible par une transition √ depuis n'importe quel état de ontr�le. Pour e qui est de1voir la Remarque 5.48 page 106 103



CHAPITRE 5. VÉRIFICATION QUALITATIVE
s

s′aeptop
L

s

s′aeptop
!$ ?$?a !a

L′⇒

succes

puits

√

√ √

√Fig. 5.7 � Constrution de L′ à partir d'un LCS L arbitraire pour le as (a.3)l'état puits nommé succes, il ne peut être atteint qu'à partir de accept. En�n, pour toutetransition δ : s
op−→ s′ de L, on introduit trois états intermédiaires, lδ, l′δ et l′′δ . L'opération opest réalisée entre s et lδ : s op−→ lδ. De lδ à l′δ on érit un $, qui pourra être lu en passant de l′δ à

s′. Pour ela, on utilise un iruit entre l′δ et l′′δ qui permet de faire une permutation irulairedes messages dans le anal, de façon à faire apparaître $ en tête. Il se peut que des messagessoient perdus, on peut alors rejoindre l'état de ontr�le puits pour éviter le bloage.Le but de ette rédution et d'imposer que accept et succes sont les seuls états quipeuvent atteindre de façon sûre succes. Depuis tous les autres états, les pertes peuvent forerle système à aller dans l'état puits. Soit s0 un état de ontr�le de L. Le lemme qui suit exprimel'équivalene qui permet de onlure :Lemme 5.46. Dans N = (L′, λ) les assertions suivantes sont équivalentes :1. ∃U PrU ((s0, ε) |= ♦puits) < 12. s0 ∈ ∃ (¬puits) Until {accept, succes}3. s0 ∗−→L {accept}où s0 ∗−→L {accept} signi�e qu'il existe un hemin menant de s0 à accept qui ne visite quedes états de L.Preuve : Pour montrer ette équivalene, on utilise la aratérisation du Lemme 5.27 (f.page 94). En e�et, il existe U tel que PrU ((s0, ε) |= ♦puits) < 1 si et seulement si il existe Utel que PrU ((s0, ε) |= �¬puits) > 0. L'assertion 1. est don équivalente, grâe au Lemme 5.27à
(s0, ε) ∈ µX.E[�¬puits] ∨ (Pre(X) ∧ ¬puits).Or E[�¬puits] = {accept, succes} puisque e sont les seules on�gurations de N ′ à partirdesquelles on peut éviter puits presque sûrement. Pour toutes les autres, on ourt un risquede perdre un message $ et d'être foré à aller dans puits.On obtient don l'équivalene de l'assertion 1. ave (s0, ε) ∈ µX.{accept, succes} ∨

(Pre(X) ∧ ¬puits) qui est une autre formulation de l'assertion 2.. Ainsi, les assertions 1.et 2. sont équivalentes.Il reste à observer que 2. et 3. sont équivalentes par onstrution de L′ à partir de L. Ene�et, le seul moyen d'atteindre {accept, succes} à partir d'une on�guration de L est depasser par accept. 104



5.2. PREMIERS RÉSULTATS DE DÉCIDABILITÉLe problème non primitif réursif � (s0, ε)
∗−→ (accept,M∗) ? � se réduit don à une instanepartiulière du problème (a.3) dans le Théorème 5.45.Pour les as restants, on utilise une autre rédution, qui fait intervenir le gadget de net-toyage NetM. Soit L un LCS quelonque possédant un unique anal, et ayant deux étatsdistingués s0 et accept. On onstruit à partir de L un nouveau LCS L′ et le NPLCS assoié

N ′ = (L′, λ) pour n'importe quel taux de pertes λ ∈]0, 1[. On montre alors que la problème del'aessibilité d'état de ontr�le dans L ('est-à-dire accept est-il aessible depuis (s0, ε) ? )est équivalent à des instane partiulières des problèmes de véri�ation quantitative dans N ′.La onstrution de L′ à partir de L est représentée Figure. 5.8. L′ utilise le gadget de
L′ :

s0

accept
r

L

inoutgadget de nettoyage succes

√ √
√ √

√

Fig. 5.8 � Le LCS L′ assoié à L dans le Lemme 5.47nettoyage et un état de ontr�le supplémentaire succes. À partir de tout état original de
L sauf l'état distingué accept, il existe une transition dans L′ menant à l'état initial in dugadget de nettoyage. On ajoute également une transition de out à s0. En�n, depuis accept,il existe une transition vers succes qui est un état puits.L'idée de ette rédution est que si accept est aessible depuis (s0, ε) dans L via unhemin π, un adversaire pourra tenter de réaliser π, et si les pertes ne lui sont pas favorables,tenter à nouveau, autant de fois que néessaire et passant par le gadget de nettoyage pourrevenir à s0. Les propriétés de NetM erti�ent que le retour à s0 se fait ave le anal vide.D'autre part, par onstrution de L′, le seul moyen d'atteindre succes est de passer par
accept auparavant. On formalise es idées dans le lemme suivant :Lemme 5.47. Dans le LCS L′ les assertions suivantes sont équivalentes :1. (s0, ε) ∈ Pre∗(E[♦{succes}])2. (s0, ε) ∈ E[♦{succes}]3. (s0, ε)

∗−→ succes4. (s0, ε)
∗−→ accept5. (s0, ε)
∗−→L accept6. (s0, ε) ∈ E[�E[♦{succes}]]7. (s0, ε) ∈ Pre∗(E[�E[♦{succes}]]).Preuve : (1)⇒ (2) Supposons que (s0, ε) ∈ Pre∗(E[♦{succes}]) et soit (s0, ε)→ (q1, w1)→

· · · → (qm, wm) ave (qm, wm) ∈ E[♦{succes}] un hemin simple attestant l'aessibilité.105



CHAPITRE 5. VÉRIFICATION QUALITATIVEDepuis haque qi le long de e hemin (sauf succes), il est possible de retourner à (s0, ε)en passant par le gadget de nettoyage. On peut don onstruire un adversaire qui herheà atteindre E[♦{succes}] via π en repartant de (s0, ε) dès que les pertes ne sont pas ellesesomptées. Presque sûrement et adversaire �nira par atteindre E[♦{succes}], puis imiterale omportement de l'adversaire qui réalise ♦{succes} ave probabilité 1. Ainsi, (s0, ε) ∈
E[♦E[♦{succes}]], et don (s0, ε) ∈ E[♦{succes}].

(2)⇒ (3) repose sur la dé�nition de E[♦{succes}].
(3)⇒ (4) est évident ar succes est uniquement aessible via accept.
(4)⇒ (5) Soit π un hemin de (s0, ε) à accept. Si e hemin sort de L, il passe forémentpar le gadget de nettoyage et don visite à nouveau (s0, ε). En supposant π simple, il estertain que π reste dans L.
(5) ⇒ (6) Supposons que (s0, ε)

∗−→L accept. Néessairement, (s0, ε)
∗−→ succes puisque

accept

√
−→ succes. Alors, pour toute on�guration σ de L′, σ peut atteindre succes. Ene�et, soit σ = (succes, w) ou σ = (accept, w) pour un ertain w et 'est trivialement vrai,soit σ peut atteindre (s0, ε) en passant par le gadget de nettoyage puis atteindre succesen utilisant le hemin menant de (s0, ε) à succes. Ainsi, ConfL′ ⊆ E[♦{succes}] et don

ConfL′ ⊆ E[�E[♦{succes}]].
(6)⇒ (7) est trivial.
(7)⇒ (1) vient du fait que A ⊆ E[�A] pour tout ensemble A ⊆ Conf de on�gurations.Montrons à présent omment utiliser e lemme pour réduire le problème (s0, ε)

∗−→ acceptdans L à des instanes de (a.1), (b.2), (b.1) et (b.3) dans L′.
∃U PrU

(
(s0, ε) |= ♦succes

)
= 1 (a.2)ssi (s0, ε) ∈ E[♦{succes}] (f. Lemme 5.29, page 95)ssi dans L, s0 ∗−→ accept.

∃U PrU
(
(s0, ε) |= �♦succes

)
= 1 (b.2)ssi (s0, ε) ∈ E[�E[♦{succes}]] (f. Lemme 5.36, page 100)ssi dans L, s0 ∗−→ accept.

∃U PrU
(
(s0, ε) |= �♦¬succes

)
= 0 (b.1)ssi (s0, ε) ∈ E[♦E[�(Q \ {succes})]] (f. Lemme 5.42, page 102)ssi dans L, s0 ∗−→ accept.

∃U PrU
(
(s0, ε) |= �♦¬succes

)
< 1 (b.3)ssi s0 ∗−→ Q \ {succes} (f. Lemme 5.40, page 102)ssi dans L, s0 ∗−→ accept.On en déduit que les problèmes (a.2), (b.2), (b.1) et (b.3) sont non primitifs réursifs.Remarque 5.48. Dans ette étude de omplexité, nous avons onsidéré tous les problèmesdéidables traités jusqu'à présent exepté elui de l'invariant ave probabilité 1. Les preuvesde borne inférieure de omplexité que nous avons présentées sont faites dans le as où les106



5.3. VÉRIFICATION QUALITATIVE POUR DES ADVERSAIRES À MÉMOIRE FINIErégions sont des régions de ontr�le et où la on�guration initiale est une on�guration de S0(ensemble des on�gurations ave anaux vides). En se plaçant dans e adre, on a montrédans [BBS07℄ (voir le Théorème 5.3) que le problème de la véri�ation d'invariant presquesûrement était NLOGSPACE-omplet, puisqu'il est équivalent à une question d'aessibilité dansun sous-graphe du graphe de ontr�le du NPLCS. D'ailleurs, pour e as partiulier, les adver-saire aveugles étaient su�sants. Ce n'est pas le as en général, 'est-à-dire pour des régionsrégulières quelonques et pour une on�guration initiale arbitraire.5.3 Véri�ation qualitative pour des adversaires à mémoire �-nieOn remarque d'une part que dans les as déidables vus jusqu'à présent, les adversairesà mémoire �nie (et bien souvent même sans mémoire) su�sent. Plus préisément l'existened'un adversaire est équivalente à l'existene d'un adversaire à mémoire �nie ayant la mêmepropriété. D'autre part les adversaires onstruits dans les preuves d'indéidabilité (f. Preuvesdu Lemme 5.8, page 86 et de la Proposition 5.14, page 88) utilisent de façon intensive unemémoire in�nie. En e�et, ils mémorisent à haque phase un hemin de longueur de plus enplus grande dans le LCS originel L. Ce type d'adversaire semble très puissant et olle peu àla réalité d'un environnement.Pour toutes es raisons, nous faisons le hoix dans ette setion de restreindre l'étude à lalasse des adversaires à mémoire �nie. Dans un premier temps, nous revenons sur les premiersproblèmes indéidables renontrés (aessibilité réurrente presque sûrement, par exemple)pour montrer leur déidabilité dans la lasse des adversaires à mémoire �nie. Ensuite nousétendons les résultats de déidabilité aux propriétés ω-régulières en général.5.3.1 Retour sur les problèmes indéidablesThéorème 5.49. Le problème de savoir étant donné un NPLCS N , une on�guration σ ∈
Conf et des régions R1, · · · , Rn ⊆ Conf, de savoir s'il existe un adversaire U à mémoire �nietel que PrU (σ |= ∧

1≤i≤n�♦Ri) > 0 est déidable.Preuve : On ommene par montrer que les assertions suivantes sont équivalentes pour
A1, · · · , An ⊆ Conf des ensembles de on�gurations quelonques.1. Il existe un adversaire sans mémoire U véri�ant PrU (σ |= ∧

1≤i≤n�♦Ai) > 0,2. il existe une on�guration τ telle que(a) σ ∗−→ τ(b) il existe un adversaire sans mémoire V tel que PrV(τ |= ∧
1≤i≤n�♦Ai) = 1.Cette équivalene permet de prouver le Théorème 5.49. En e�et, si A1, A2, · · · sont desrégions, on peut, dans un premier temps et grâe au Corollaire 5.39 (f. page 102) aluler larégion E[

∧
�♦Ai]. On peut ensuite aluler l'ensemble des prédéesseurs de E[

∧
�♦Ai], quionstituent enore une région (f. Corollaire 1.30, page 34). Il su�t alors de tester l'apparte-nane de σ à ette région. Montrons don l'équivalene de (1) et (2).

(1) =⇒ (2) : Soit U un adversaire à mémoire �nie véri�ant (1). La propriété de l'attrateur�ni et la Proposition 4.12 (f. page 79) entraînent l'existene d'une état de ontr�le s et d'unmode u de U tels que :
PrU (σ |=

∧

1≤i≤n

�♦Ai ∧
∧

t∈T

�♦t) > 0107



CHAPITRE 5. VÉRIFICATION QUALITATIVEoù T est l'ensemble des on�gurations aessibles à partir de (s, ε)u par des exéutionsonformes à U . Par dé�nition de T , pour tout indie 1 ≤ i ≤ n, T ∩ Ai 6= ∅. L'adversaire
U , partant de la on�guration (s, ε) en mode u visite presque sûrement in�niment souventhaque on�guration de T . On en déduit que les ensembles Ai sont visités in�niment souventave probabilité 1. C'est à dire :

PrU ((s, ε) |=
∧

1≤i≤n

�♦Ai) = 1et on obtient (2).
(2) =⇒ (1) : Soient σ, τ et V omme dans (2). On dé�nit U omme l'adversaire qui herhe àsuivre le hemin π : σ

∗−→ τ (et y parvient ave probabilité positive), puis se omporte omme Và partir de τ . Il est possible de plus de hoisir U à mémoire �nie puisque V est sans mémoire, et
π ne néessite qu'un nombre �ni d'informations. Clairement, PrU (σ |= ∧

1≤i≤n�♦Ai) > 0.On présente maintenant des algorithmes de déision pour les quatre variantes du model-heking qualitatif de propriétés de Streett dans le as des adversaires à mémoire �nie.Théorème 5.50. Pour les propriétés qualitatives (a) à (d), le problème de savoir, étant donnéun NPLCS N , une on�guration σ et des régions R1, R
′
1, · · · , Rn, R

′
n ⊆ Conf, s'il existe unadversaire à mémoire �nie satisfaisant(a) PrU

(
σ |= ∧

1≤i≤n
(�♦Ri ⇒ �♦R′

i)
)
< 1,(b) PrU

(
σ |= ∧

1≤i≤n
(�♦Ri ⇒ �♦R′

i)
)

= 1,() PrU
(
σ |= ∧

1≤i≤n
(�♦Ri ⇒ �♦R′

i)
)
> 0,(d) PrU

(
σ |= ∧

1≤i≤n
(�♦Ri ⇒ �♦R′

i)
)

= 0,est déidable.Preuve : Nous montrons les assertions du Théorème 5.50 tour à tour.Preuve de (a) Pour la première assertion, il su�t de onsidérer le problème suivant :étant donnés R,R′ ⊆ Conf régions, σ ∈ Conf, a-t-on
∃U , PrU (σ |= �♦R ∧ ♦�R′) > 0 ?En e�et, si U est un adversaire alors PrU

(
σ |= ∧

1≤i≤n
(�♦Ri ⇒ �♦R′

i)
)
< 1 est équivalentà l'existene d'un indie i tel que PrU

(
σ |= �♦Ri ⇒ �♦R′

i

)
< 1 ou enore (par dualité)

PrU (σ |= �♦Ri ∧ ♦�R′
i).On montre don que ette dernière question est déidable, e qui est su�sant pour montrerla déidabilité de (a) dans le Théorème 5.50. Pour ela, on ommene par montrer ommesouvent, que l'existene d'un adversaire satisfaisant ave probabilité positive une propriété àpartir de σ est équivalente à l'existene d'une on�gurations τ aessible depuis σ, et d'unadversaire qui à partir de τ véri�e la même propriété, presque sûrement.Lemme 5.51. Soient A,B ⊆ Conf quelonques. Les assertions suivantes sont équivalentes :1. ∃U , PrU (σ |= �♦A ∧ ♦�B) > 0,2. il existe τ ∈ Conf telle que 108



5.3. VÉRIFICATION QUALITATIVE POUR DES ADVERSAIRES À MÉMOIRE FINIE(a) σ ∗−→ τ ,(b) ∃V, PrU (τ |= �♦A ∧�B) = 1.Preuve : (2) =⇒ (1) Dans e sens, il su�t de onstruire U à partir d'une part de V et d'autrepart d'un hemin simple (i.e., ne visitant les on�gurations qu'au plus une fois) π menant de σà τ . Partant de σ, U réalise, ave probabilité positive le hemin π puis opie le omportementde V à partir de τ , en oubliant le pré�xe π. Clairement U satisfait PrU (σ |= �♦A∧♦�B) > 0.
(1) =⇒ (2) On dé�nit l'ensemble de on�gurations T suivant :

T
def
= {σ′|PrU (σ |= �♦σ′ ∧�♦A ∧ ♦�B) > 0}.La propriété de l'attrateur �ni entraîne la non-vauité de T . De plus, pour toute on�gu-ration σ′ ∈ T , σ′ est aessible à partir de σ. Montrons à présent que si σ′ ∈ T alors il existe

u mode de U tel que PrU (σ′ |= �♦A ∧ ♦�B) = 1.Puisque U est à mémoire �nie, il existe un mode u de U tel que :
PrU (σ |= �♦σ′u ∧�♦A ∧ ♦�B) > 0.En utilisant les propriétés des adversaires à mémoire �nie, on en déduit que tous les suesseurs(en une ou plusieurs étapes) de σ′u par U seront visités in�niment souvent presque sûrementsi σ′u est lui même visité in�niment souvent. Soit, en notant S(σ′u) les suesseurs :

PrU (σ |= �♦σ′u ∧
∧

σ′′∈S(σ′
u)

�♦σ′′ ∧�♦A ∧ ♦�B) > 0.Mais alors, tous les suesseurs de σ′u, et σ′u lui-même sont des on�gurations de B, et leurintersetion ave A est non vide. En e�et, à partir de σ′u toutes les on�gurations visitées sontmembres de S(σ′u). Ainsi :
PrU (σ′u |= �♦A ∧�B) = 1.On onlut en onsidérant l'adversaire V à mémoire �nie qui, partant de σ′, imite leomportement de U dans la même on�guration en mode u.Il reste maintenant à prouver la déidabilité du problème énoné i-dessous :Étant donnés une on�guration σ, des régiosn R,R′ ⊆ Conf, existe-t-il un adversaire àmémoire �nie U tel que PrU (σ |= �♦R ∧�R′) = 1 ?Soient A,B ⊆ Conf des ensembles quelonques de on�gurations. Dé�nissonsE[�♦A ∧�B]omme l'ensemble des on�gurations σ à partir desquelles il existe un adversaire à mémoire�nie U satisfaisant PrU (σ |= �♦A ∧ �B) = 1. On montre que E[�♦A ∧�B] est dé�nissabledans Lµ par le terme νX.B ∧ P̂re
+

X(A).Tout d'abord soit Y un point �xe de la fontionnelle X → B ∧ P̂re
+

X(A). On souhaiteonstruire un adversaire (à mémoire �nie) pour σ ∈ Y �xé qui satisfasse la propriété donnée.Depuis toute on�guration σ ∈ Y , l'adversaire U herhe à atteindre A en restant toujoursdans Y . Cei est possible par dé�nition de Y : à haque σ ∈ Y , on assoie un hemin simple
πσ, témoin de l'appartenane de σ à B∧P̂re

+

Y (A). En implémentant e omportement, et grâeà la propriété de l'attrateur �ni, on obtient un adversaire (à mémoire �nie si les hemins ontété hoisis ave soin) qui véri�e :
PrU (σ |= �Y ∧�♦Yε) = 1109



CHAPITRE 5. VÉRIFICATION QUALITATIVEoù Yε dénote le sous-ensemble des on�gurations de Y qui ont les anaux vides. Pour unensemble de hemins visitant un ertain (τ, ε) in�niment souvent, presque sûrement le hemin
π(τ,ε) sera réalisé in�niment souvent, et don A visité in�niment souvent. On obtient don :

PrU (σ |= �Y ∧�♦A) = 1.L'observation que Y ⊆ B su�t à onlure que Y ⊆ E[�♦A ∧�B].Réiproquement, soit σ ∈ E[�♦A ∧�B]. Il existe don U , adversaire à mémoire �nie telque PrU (σ |= �♦A ∧�B) = 1. Dé�nissons T ⊆ Conf par
T

def
= {τ |PrU (σ |= ♦τ) > 0}.Clairement, σ ∈ T et T est un sous-ensemble de B. De plus, si τ est une on�guration de

T , il doit exister un hemin πτ : τ = τ0
δ1−→ τ1 · · · δn−→ τn ∈ A menant de τ à A. Puisque

A est visité presque sûrement in�niment souvent, on peut supposer n ≥ 1, 'est-à-dire quele hemin πτ n'est pas trivial. De plus, par dé�nition de T , pour tout indie i ∈ {1, · · ·n},
Post [δi](τi−1) ⊆ T . Ainsi T ⊆ B ∧ P̂re

+

T (A). L'ensemble νX.B ∧ P̂re
+

X(A) est un plus grandpoint �xe, don T ⊆ νX.B∧P̂re
+

X(A). D'où σ ∈ E[�♦A ∧�B] implique σ ∈ νX.B∧P̂re
+

X(A).Finalement, on obtient la aratérisation :Lemme 5.52. E[�♦A ∧�B] = νX.B ∧ P̂re
+

X(A) = νX.B ∧ P̂re
+

K↓X(A).Puisque le terme νX.B ∧ P̂re
+

K↓X(A) est un terme gardé de Lµ, l'ensemble E[�♦R ∧�R′]est une région alulable dès lors que R et R′ sont des régions.Preuve de (b) Soient A1, B1, · · · , An, Bn ⊆ Conf des ensembles de on�gurations. Pourmontrer la déidabilité de (b) (dans le as où e sont des régions), on onsidère, pour toutsous-ensemble I ⊆ {1, · · · , n}, l'ensemble de on�gurations CI dé�ni par :
CI

def
= {τ |∃V à mémoire �nie tel que PrV(τ |=

∧

i∈I

�♦Bi ∧
∧

i/∈I

♦�Ai) = 1}.Autrement dit, on partitionne E[
∧

1≤i≤n�♦Ai ⇒ �♦Bi] en fontion des Ai's qui sont ou nonvéri�és in�niment souvent.Puis on dé�nit C ′
I qui di�ère de CI ar il ne onsidère que le omportement au long terme,une fois que les Ai (pour i /∈ I) sont toujours vrais.

C ′
I

def
= {τ |∃V à mémoire �nie tel que PrV(τ |=

∧

i∈I

�♦Bi ∧
∧

i/∈I

�Ai) = 1}.On ommene par aratériser les CI et des C ′
I par des termes de Lµ.Lemme 5.53. Soit I ⊆ {1, · · · , n}. Alors,� C ′

I = νX.
∧
i/∈I

Ai ∧
∧
i∈I

P̂re
+

X(Bi), et� CI = νY.P̂re
∗
Y (C ′

I).Preuve : Soit Y un ensemble de on�gurations satisfaisant Y =
∧
i/∈I

Ai ∧
∧
i∈I

P̂re
+

Y (Bi). Y estdon un point �xe, pas forément le plus grand de X → ∧
i/∈I

Ai∧
∧
i∈I

P̂re
+

X(Bi). Montrons qu'on110



5.3. VÉRIFICATION QUALITATIVE POUR DES ADVERSAIRES À MÉMOIRE FINIEpeut onstruire un adversaire sans mémoire qui permet à partir d'une on�guration de Y ,de véri�er la propriété ave probabilité 1, 'est-à-dire que Y ⊆ C ′
I . L'adversaire U que l'ondérit, fontionne par modes indexés par i ∈ I. Il herhe tour à tour à visiter B1, puis B2,et... Puisque Y ⊆ P̂reY (Bi), il ne risque jamais de sortir de Y . De plus Y ⊆ ∧

i/∈I I don Usatisfait �Y ∧∧
i/∈I �I (la modalité � et la onjontion ommutent). Grâe à la propriété del'attrateur �ni, U parvient, ave probabilité 1 à visiter haque Bi in�niment souvent, et epresque sûrement.Réiproquement, soit τ ∈ C ′

I , et V l'adversaire qui lui est assoié. On dé�nit T ⊆ Confomme l'ensemble des on�gurations visitées ave probabilité positive dans le omportementde V à partir de τ :
T

def
= {σ|PrV(τ |= ♦σ) > 0}.Clairement τ ∈ T . De plus, T ⊆ ∧

i/∈I

AI . En�n, pour toutes on�gurations σ ∈ T et pour toutindie i ∈ I, il existe un hemin σ ∗−→ Bi qui ne peut à auun moment sortir de T . Cei tient aufait que V est à mémoire �nie (f. Proposition 4.12, page 79). Finalement, T est un post-point�xe :
T ⊆

∧

i/∈I

Ai ∧
∧

i∈I

P̂re
+

T (Bi).On en déduit que T est inlus dans le plus grand point �xe, qui est l'union des post-points �xes.On onlut par τ ∈ T ⊆ νX. ∧
i/∈I

Ai ∧
∧
i∈I

P̂re
+

X(Bi), et don C ′
I ⊆ νX.

∧
i/∈I

Ai ∧
∧
i∈I

P̂re
+

X(Bi).Finalement C ′
I = νX.

∧
i/∈I

Ai ∧
∧
i∈I

P̂re
+

X(Bi).Dans un deuxième temps, on montre que CI s'exprime à l'aide de C ′
I . Plus préisément,on montre que les assertion suivantes sont équivalentes.1. ∃U à mémoire �nie, PrU (σ |= ∧

i/∈I ♦�Ai ∧
∧

i∈I �♦Bi) = 1,2. ∃V à mémoire �nie, PrV(σ |= ♦C ′
I) = 1.

2. =⇒ 1. À partir de V, on onstruit un adversaire U à mémoire �nie qui satisfait la bonnepropriété. Dans un premier temps, U imite V pour atteindre C ′
I presque sûrement. Une foisdans C ′

I (si 'est le as), U se omporte omme l'adversaire dérit plus haut qui, à partirde toute on�guration de C ′
I permet de véri�er presque sûrement ∧

i∈I �♦Bi ∧
∧

i/∈I �Ai.L'adversaire U est onstruit omme onaténation de deux adversaires à mémoire �nie, il estdon lui même à mémoire �nie. De plus il satisfait PrU (σ |= ∧
i/∈I ♦�Ai ∧

∧
i∈I �♦Bi) = 1.

1. =⇒ 2. On onsidère l'ensemble T des on�gurations visitées in�niment souvent presquesûrement : T def
= {τ |PrU (σ |= �♦τ) = 1}. Néessairement, T ⊆ ⋂

i/∈I Ai et pour tout indie i ∈
I, T ∩Bi 6= ∅. De plus, PrU (σ |= ♦T ) = 1. Il reste à prouver que, pour toute on�guration τ ∈
T , il existe un adversaire V tel que PrV(τ |= ∧

i/∈I �Ai ∧
∧

i∈I �♦Bi). En prenant l'adversairesu�xe de U (lorsque on ne quitte plus T ), on obtient τ |= ∧
i/∈I �Ai, puisque T ⊆ ⋂

i/∈I Ai.L'ensemble T est onstitué de τ et de tous ses suesseurs possibles, en une ou plusieurs étapes.Cei est dû au fait que U est à mémoire �nie. Comme et ensemble intersete haun des Bion obtient �nalement :
PrV(τ |=

∧

i/∈I

Ai ∧
∧

i∈I

�♦Bi) = 1.'est-à-dire τ ∈ C ′
I . Clairement, l'ensemble des on�gurations visitées ave probabilité 1 sous

U est aessible presque sûrement en utilisant U , e qui permet de onlure.111



CHAPITRE 5. VÉRIFICATION QUALITATIVEL'expression de CI en fontion de C ′
I repose en�n sur le Lemme 5.29 (f. page 95), quidonne un terme de Lµ pour aratériser les on�gurations à partir desquelles il existe unadversaire (à mémoire �nie) résolvant l'aessibilité presque sûrement.Les ensembles CI et C ′

I peuvent être érits sous la forme de termes gardés en utilisant laProposition 5.22 (f. page 93) :
CI = νY.P̂re

∗
K↓Y (C ′

I)

C ′
I = νX.

∧

i/∈I

Ai ∧
∧

i∈I

P̂re
+

K↓X(Bi)Ainsi, si Ai et Bi sont des régions, les ensembles CI et C ′
I sont des régions e�etivementalulables. On en déduit la déidabilité de (b).Preuve de () Pour montrer la déidabilité de (c), on se ramène au as préédent.Lemme 5.54. Soient A1, B1, · · · , An, Bn ⊆ Conf des ensembles de on�gurations quelonques.Les assertions suivantes sont équivalentes :1. ∃U à mémoire �nie tel que PrU (σ |= ∧

1≤i≤n�♦Ai ⇒ �♦Bi) > 0,2. σ ∗−→ C =
⋃

I⊆{1,··· ,n}CI .Preuve : (2) =⇒ (1) est lair.
(1) =⇒ (2) On ommene par remarquer que PrU (σ |= ∧

1≤i≤n�♦Ai ⇒ �♦Bi) > 0implique l'existene d'un sous-ensemble I ⊆ {1, · · · , n} tel que
PrU (σ |=

∧

i/∈I

♦�Ai ∧
∧

i∈I

�♦Bi) > 0puisque le nombre de sous-ensembles de {1, · · · , n} est �ni. On note φI
def
=

∧
1≤i≤n�♦Ai ⇒

�♦Bi. On utilise alors la propriété de l'attrateur �ni pour exhiber une on�guration τ et unmode u de U tels que
PrU (σ |= φI ∧�♦τu) > 0.Visiter τu in�niment souvent assure de visiter tous les suesseurs de τu ('est-à-dire Post∗(τu))in�niment souvent aussi presque sûrement. En onséquene, l'ensemble des suesseurs de τuest inlus dans ⋂

i/∈I Ai, et intersete haun des Bi. Cei mis ave PrU (τu |=
∧

τ ′∈S(τu)�♦τ
′ ∧

�
∨

τ ′∈S(τu) τ
′) = 1 entraîne

PrU (τu |=
∧

i/∈I

�Ai ∧
∧

i∈I

�♦Bi) = 1.Alors τ ∈ CI ⊆ C, et C est aessible depuis σ.En notant φ def
=

∧
1≤i≤n�♦Ai ⇒ �♦Bi, le lemme préédent permet de aratériser leson�gurations à partir desquelles il existe un adversaire à mémoire �nie véri�ant φ ave pro-babilité positive par le terme de Lµ :

{σ | ∃U , PrU (σ |= φ) > 0} = µX.C ∨ Pre(X) = µX.C ∨ Pre(C↑X)dans lequel X est gardé et C est alulable. Alors, en utilisant le Théorème 1.26 (f. page 32)lorsque les A1, B1, · · · , An, Bn sont des régions, on obtient la déidabilité de (c).112



5.3. VÉRIFICATION QUALITATIVE POUR DES ADVERSAIRES À MÉMOIRE FINIEPreuve de (d) Pour prouver la déidabilité de (d), on utilise la négation de la formule.Soit U un adversaire : alors PrU (σ |= φ) = 0 si et seulement si PrU (σ |= ¬φ) = 1. Dans notreas, il su�t don de onsidérer le problème de l'existene d'un adversaire à mémoire �nie Utel que :
PrU

(
σ |=

∨

1≤i≤n

(�♦Ri ∧ ♦�R′
i)

)
= 1.Dé�nissons, pour A1, B1, · · · , An, Bn ⊆ Conf des ensembles de on�gurations quelonques,et pour haque i ∈ {1, · · · , n}, l'ensemble de on�gurations

Ci
def
= {τ ∈ Conf|∃V à mémoire �nie tel que PrV(τ |= �♦Ai ∧�Bi) = 1}.On note C def

=
⋃

1≤i≤nCi. Remarquons que Ci est dé�nissable par un terme gardé de Lµ

Ci = νX.Bi ∧ P̂re
+

K↓X(Ai).On peut don aluler e�etivement les régions (Ci)1≤i≤n et la région C sous réserve que les
A1, B1, · · · , An, Bn soient eux-mêmes des régions.Le lemme qui suit réduit notre problème, à la question de l'aessibilité de C.Lemme 5.55. Les deux assertions suivantes sont équivalentes :1. ∃U à mémoire �nie tel que PrU

(
σ |= ∨

1≤i≤n(�♦Ai ∧ ♦�Bi)
)

= 1,2. ∃V à mémoire �nie tel que PrV(σ |= ♦C) = 1.Preuve : L'impliation 2 =⇒ 1 est simple, et basée sur la onstrution de U par ombinaisonde V, pour atteindre presque sûrement C, ave un adversaire qui, une fois C atteint, permetde satisfaire la propriété ∨
1≤i≤n�♦Ai ∧�Bi presque sûrement.

1 =⇒ 2 : On montre plus préisément que ette impliation est vraie en prenant V = U .Supposons par ontradition que PrU (σ |= ♦C) < 1. Alors, la probabilité de rester en dehorsde C est positive : PrU (σ |= �C) > 0. La propriété de l'attrateur �ni et le fait que U soit àmémoire �ni permettent d'exhiber une on�guration τ et un mode u de U tels que
PrU (σ |= �C ∧�♦τu) > 0.En notant S(τu) les on�gurations aessibles à partir de τu dans la haîne de Markov engen-drée par N et U , on obtient

PrU (τu |= �S(τu) ∧
∧

τ ′∈S(τu)

�♦τ ′) = 1.Or S(τu) est néessairement d'intersetion non vide ave haun des Bi et d'intersetion videave haun des Ai. Alors
PrU (τu |=

∨

1≤i≤n

�♦Ai ∧ ♦�Bi) = 0.Et, omme PrU (σ |= ♦τu) > 0, ela entraîne
PrU (σ |=

∨

1≤i≤n

�♦Ai ∧ ♦�Bi) < 1,e qui ontredit l'hypothèse de départ (assertion 1.). On onlut don que Pr(σ |= ♦C) = 1.113



CHAPITRE 5. VÉRIFICATION QUALITATIVESi les A1, B1, · · · , An, Bn sont des régions, C est une région alulable. D'autre part, onpeut déider de l'existene d'un adversaire (à mémoire �nie) assurant ♦R presque sûrementpour une région R donnée. Ces deux éléments prouvent la déidabilité de (d).Cei termine la preuve du Théorème 5.50.5.3.2 Propriétés ω-régulièresPlus expressives que les propriétés de Streett, on s'intéresse à présent aux propriétés ω-régulières, 'est-à-dire exprimables par un automate �ni de mots in�nis (automate de Bühi,automate de Müller déterministe, et...). Idéalement, et pour ontinuer sur la même idée quejusqu'ii, e sont les régions régulières qui serviraient de propositions atomiques pour les for-mules du temps linéaire. Par soui de simpli�ation, nous onsidérons ii2 que les propositionsatomiques sont en fait des régions de ontr�le, 'est-à-dire des ensembles d'états de ontr�le.Les résultats que nous allons énoner dans la suite, à savoir la déidabilité des quatrevariantes de véri�ation qualitative de formules du temps linéaire pour les NPLCS, valentégalement dans le as plus général où les propositions atomiques sont des régions générales.Cependant, la démonstration serait plus fastidieuse, et néessiterait l'utilisation de LCS éten-dus, plut�t que de LCS habituels. C'est pourquoi nous donnons ii la preuve dans un adrerestreint.Dans le reste de ette sous-setion, �xons N = 〈S,C,M,∆, λ〉 un NPLCS.On suppose que les propriétés ω-régulières sont données sous la forme d'un automatedéterministe ave ondition d'aeptation de Streett sur l'alphabet S (l'ensemble des étatsde ontr�le du NPLCS N ). D'autres formalismes pour exprimer des propriétés ω-régulières :automate de Bühi non déterministes, termes du µ-alul, et... sont possibles. Les tradutionsentre es di�érents modèles sont bien onnues maintenant. Pour de plus amples détails, nousrenvoyons le leteur à [GTW02℄.Dé�nition 5.56 (Automate de Streett). Un automate de Streett est un n-uplet A = 〈Q,Σ,→
, q0, Acc〉 où� Q est un ensemble �ni d'états,� Σ est un alphabet �ni,� →⊆ Q× Σ×Q est la relation de transition,� q0 ∈ Q est l'état initial, et� Acc = {(Q1, Q

′
1), · · · , (Qn, Q

′
n)} est la ondition d'aeptation (les Qi, Q

′
i sont des sous-ensembles de Q).Classiquement, on érit q a−→ q′ si (q, a, q′) ∈→. A est déterministe si pour tout état q ∈ Qet toute lettre a ∈ Σ, il y a exatement un état q′ ∈ Q tel que q a−→ q′.Intuitivement, la ondition d'aeptation Acc est une ondition d'équité forte : ψA

def
=∧n

i=1(�♦Qi ⇒ �♦Q′
i).Le langage aepté par A, noté L(A), est onstitué de tous les mots in�nis a0a1a2 · · · ∈ Σωtels que l'exéution induite dans A (elle existe et est unique ar A est déterministe) q0 a0−→

q1
a1−→ q2

a2−→ q3 · · · est aeptée par A, 'est-à-dire que pour tout indie i ∈ {1, · · · , n} soit il ya un nombre �ni d'indies j tels que qj ∈ Qi, soit pour un nombre in�ni d'indies j, qj ∈ Q′
i.Considérons à présent un automate de Streett A sur l'alphabet S des états de ontr�le de

N . Pour une exéution π de N , on érit π |= A si la projetion de π sur Sω est un mot de
L(A).2omme nous l'avons fait aussi pour les PLCS 114



5.3. VÉRIFICATION QUALITATIVE POUR DES ADVERSAIRES À MÉMOIRE FINIELes résultats positifs sur la véri�ation de propriétés de Streett pour les NPLCS entraînentalors :Théorème 5.57 (Véri�ation de propriétés ω-régulières). Le problème de savoir, étant donnéun NPLCS N , une on�guration σ et un automate de Streett A sur S, s'il existe un adversaire
U à mémoire �nie tel que PrU (σ |= A) = 1 (ou < 1 ou > 0 ou = 0), est déidable.Le passage de propriétés de Streett à des formules du temps linéaire suit la démarhelassique, que nous avons déjà utilisée dans le as des PLCS. On réduit la question de savoirsi N est aepté par A à une question de véri�ation de propriété de Streett dans le produit
N × A (voir [Var85℄ pour une présentation de ette méthode). Nous expliquons maintenantles étapes de ette rédution qui donnera la preuve du Théorème 5.57.À partir de N et de A, on onstruit leur produit : N ′ = N ×A qui est un NPLCS ave :� les états de ontr�le qui forment S′ sont des paires (s, q) où s ∈ S et q ∈ Q ;� l'ensemble des anaux C′ est identique à C ;� l'ensemble des messages M′ est identique à M ;� il y a une règle de transition (s, q)

δ−→ (s′, q′) dans N ′ si et seulement si s δ−→ s′ est unerègle transition et N et q s−→ q′ dans A.Ave ette dé�nition, haque exéution π dans N , de la forme
(s0,w0) −→ (s1,w1) −→ (s2,w2)→ (s2,w3) · · ·donne lieu à une exéution π′ dans N ′ = N ×A

(s0, q0,w0)→ (s1, q1,w1)→ (s2, q2,w2)→ (s3, q3,w3) · · ·où pour tout j ∈ N, qj+1 et l'unique état de A véri�ant qj sj−→ qj+1. Alors q0 s0−→ q1
s1−→ q2 · · · estla seule exéution dans A qui orrespond à π. Réiproquement, toute exéution dans N ×Aprovient d'une exéution dans N et d'une exéution dans A.Supposons que la ondition d'aeptation de A est donnée par ψA

def
=

∧n
i=1(�♦Qi ⇒

�♦Q′
i), 'est-à-dire que Acc = {(Q1, Q

′
1), · · · , (Qn, Q

′
n)}. Alors on dé�nit Ri = S × Qi et

R′
i = S ×Q′

i, et on onsidère dans N ×A la ondition de Streett suivante :
ψN×A

def
=

n∧

i=1

(�♦Ri ⇒ �♦R′
i).Lemme 5.58. Soit π une exéution de N et π′ l'exéution orrespondante dans N ′. Alors

π |= A ssi π′ |= ψN×A.Mieux, la bijetion entre les exéutions de N et elles de N ×A transforme un adversaire
U pour N en un adversaire V pour N × A ave les mêmes probabilités, et vie et versa.Préisément :Lemme 5.59. Soit p ∈ [0, 1]. Alors, les assertions suivantes sont équivalentes :1. Il existe un adversaire à mémoire �nie U pour N tel que PrU ((s, ε) |= A) = p.2. Il existe un adversaire à mémoire �nie V pour N ′ tel que PrV((s, q0, ε) |= ψN×A) = p.Le Lemme 5.58 permet don de réduire la véri�ation qualitative de propriétés ω-régulièressur N à la véri�ation qualitative de formules de Streett sur N ′. Grâe à e lemme, le Théo-rème 5.57 devient une onséquene du Théorème 5.50 (f. page 108).115



CHAPITRE 5. VÉRIFICATION QUALITATIVE5.4 Adversaires équitablesOn s'intéresse maintenant au problème de la véri�ation qualitative de propriétés sous deshypothèses d'équité. Dans e but, on onsidère une notion d'adversaire équitable qui permetde ne onsidérer que les adversaires satisfaisant presque sûrement une hypothèse d'équitédonnée. Cela permet d'éliminer les adversaires qui engendrent un ensemble d'exéutions nonéquitables de mesure positive. Nous avons introduit la notion d'adversaire équitable et énonéles résultats les onernant dans [BBS06℄.Remarque 5.60. Cette notion d'équité pour les adversaires n'est pas liée aux notions d'extreme-fairness ou d'alpha-fairness étudiées dans [PZ86℄. Ces dernières imposent que les hoix proba-bilistes soient résolus de façon � équitable � et onstituent des outils pour ertaines méthodesde véri�ation. Au ontraire, nous introduisons ii une notion d'équité sur les hoix non dé-terministes que les adversaires sont amenés à faire.Notre notion d'équité impose une équité forte pour les adversaires, 'est-à-dire un traite-ment équitable des hoix non déterministes entre les ations. Cette notion est introduite parHart, Sharir et Pnueli [HSP83℄ et Vardi [Var85℄ puis reprise dans le adre plus général des sys-tèmes probabilistes onurrents par Baier et Kwiatkowska [BK98℄. Néanmoins, dans [HSP83℄,seule l'équité entre les proessus est onsidérée, et pas entre toutes les ations possibles : uneexéution π est dite équitable si tous les proessus (dont la omposition forme le système onsi-déré) agissent in�niment souvent le long de π. Dans notre dé�nition, des propriétés d'équitéplus générales que elle entre les proessus peuvent être exprimées. De plus, à la di�érene de ladé�nition dans [BK98℄, nous pouvons restreindre les ontraintes d'équité à des sous-ensemblesde l'ensemble des ations ∆.Un adversaire est dit équitable si les exéutions qu'il engendre sont presque sûrementéquitables, onformément à une ontrainte d'équité donnée. On onsidère dans notre étudedes onditions d'équité forte sur les règles de transitions hoisies par l'adversaire. On supposedon que la ontrainte d'équité est donnée par un ensemble F = {f1, · · · , fk}, où haque
fi ⊆ ∆ est un sous-ensemble de règles de transitions, et on impose une équité forte pourhaun des fi.Exemple 5.61. L'équité entre k proessus P1, · · · , Pk peut s'exprimer par le biais d'hypothèsed'équité sur les adversaires. Il su�t en e�et de onsidérer F = {f1, · · · , fk} où fi est onstituédes règles de transitions onernant le proessus Pi.Un ensemble de règles f ⊆ ∆ est dit tirable dans la on�guration σ s'il existe une transition
δ ∈ f qui est elle-même tirable dans σ. Si F ⊆ F est un sous-ensemble de l'ensemble deshypothèses d'équité, F est tirable dans σ s'il existe f ∈ F tirable dans σ.Dé�nition 5.62 (Exéutions équitables, Adversaire équitables). Soit F ∈ 22∆ un ensemblede sous-ensembles de ∆.� Une exéution in�nie σ0

δ1−→ σ1
δ2−→ · · · est dite équitable pour F si et seulement si, pourtout f ∈ F , soit δj ∈ f pour une in�nité d'indies j, soit il existe un indie i ≥ 0 pourlequel f n'est plus tirable dans les on�gurations σj ave j ≥ i.� L'adversaire U est équitable pour F (ou simplement équitable si F est lair dans leontexte) si quelle que soit la on�guration initiale, presque toutes les exéutions sontéquitables pour F . 116



5.4. ADVERSAIRES ÉQUITABLESUne question naturelle est la réalisabilité de tels adversaires : à mémoire �nie et équi-tables. La proposition suivante répond positivement à ette question, quelque soit la ontrainted'équité.Proposition 5.63. Pour tout F ⊆ 2∆, il existe un adversaire à mémoire �nie qui est équitablepour F .Preuve : Dérivons un adversaire à mémoire �nie, équitable pour F et ne véri�ant pas depropriété partiulière supplémentaire. On onstruit U dont les modes sont des permutations
(f1, · · · , fk) des éléments de F . Le mode initial est arbitraire. Lorsque le mode est (f1, · · · , fk)et dans la on�guration σ, le hoix de U est le suivant. Soit F = {f ∈ F|f ∩ ∆(σ) 6= ∅}l'ensemble des hypothèses d'équité qui sont tirables dans σ. Si F est vide, U hoisit de façonarbitraire une règle de transition tirable dans σ, et onserve le mode (f1, · · · , fk). Si F 6= ∅et que i est l'indie minimal j tel que fj ∈ F , U hoisit une transition de fi ∩∆(σ) et passeen mode (f1, · · · , fi−1, fi+1, · · · , fk, fi). Par ette onstrution, U est un adversaire à mémoire�nie pour lequel toutes (et don presque toutes) les exéutions sont équitables pour F . Afortiori, U est équitable pour F .Pour ertaines propriétés, les hypothèses d'équité ne sont pas pertinentes. C'est par exemplele as des propriétés d'aessibilité ♦A ave probabilité positive ou presque sûrement. En e�et,si l'ensemble A est atteint, l'adversaire peut ensuite adopter un omportement équitable, enimitant l'adversaire dérit dans la preuve de la Proposition 5.63. Cei est dû au fait que lespropriétés ♦A ave probabilité positive ou probabilité 1 ne onernent pas le omportement àlong terme de l'adversaire.Lemme 5.64. Soit F une hypothèse d'équité. Alors,

∃U équitable pour F tel que PrU (σ |= ♦A) > 0 ssi ∃U tel que PrU (σ |= ♦A) > 0,
∃U équitable pour F tel que PrU (σ |= ♦A) = 1 ssi ∃U tel que PrU (σ |= ♦A) = 1Preuve : Dans les deux as, l'impliation de gauhe à droite est triviale. Montrons donl'autre impliation.Supposons qu'il existe un adversaire U véri�ant PrU (σ |= ♦A) > 0. On hoisit un heminsimple qui suit le omportement de U et mène de σ à A : π : σ

∗−→ τ ∈ A. Soit alors Vl'adversaire qui imite U pour tout pré�xe strit de π, et qui, une fois τ atteint (e qui arriveave probabilité positive), se omporte de façon équitable pour F (voir Proposition 5.63).L'adversaire V ainsi onstruit est équitable pour F et satisfait PrV(σ |= ♦A) > 0. De plus, si
U est à mémoire �nie, 'est enore le as pour V.Supposons à présent que U est un adversaire satisfaisant PrU (σ |= ♦A) = 1. On dé�nit Vomme étant un adversaire qui, pour tous les hemins �nis qui ne visitent pas A, fait les mêmeshoix que U , et une fois A atteint (e qui arrive presque sûrement) se omporte équitablementpour F , là enore grâe à la Proposition 5.63. Cet adversaire est équitable pour F et véri�e
PrV(σ |= ♦A) = 1. Ii enore, si U est à mémoire �nie, V l'est également.On en déduit la déidabilité du problème, étant donné une on�guration σ, une région
R, et une hypothèse d'équité F , de savoir s'il existe un adversaire équitable pour F tel que
PrU (σ |= ♦R) > 0 (resp. = 1).Théorème 5.65. On peut déider, étant donnés un NPLCS N , une on�guration σ, unerégion R ⊆ Conf et une hypothèse d'équité F ⊆ 2∆, s'il existe un adversaire U équitable pour
F tel que PrU (σ |= ♦R) > 0 (resp. = 1). 117



CHAPITRE 5. VÉRIFICATION QUALITATIVEPreuve : Le Théorème 5.65 est une onséquene direte de la Proposition 5.63, et du Théo-rème 5.31 (f. page 96).Contrairement aux questions d'aessibilité, les propriétés d'invariant �A ave probabilitépositive ou = 1 ne peuvent pas se réduire aux même problèmes pour des adversaires nonéquitables. Il faut pour montrer la déidabilité de telles questions, généraliser les équationsde points �xes données préédemment pour prendre en ompte les hypothèses d'équité. Ondé�nit :
I∅(F , A)

def
= νX.

(
A \ Pre[F ](Conf)

)
∧ P̂reX(Conf)

IF (F , A)
def
= νX.

(
A \ Pre[F \ F ](Conf)

)
∧

∧

f∈F

P̂re
∗
X

(
P̂reX [f ](Conf)

)

I(F , A)
def
=

∨

F⊂F
IF (F , A)Remarque 5.66. Cette série de dé�nition est bien fondée : elle se base sur une indution sur

|F|.Chaun des IF (F , A) (même lorsque F = ∅) peut être vu omme un terme gardé grâe àla Proposition 5.22 (f. page 93) et I(F , A) véri�e la propriété :Lemme 5.67. Il existe un adversaire U sans mémoire et équitable pour F tel que pour touteon�guration σ ∈ I(F , A),
PrU (σ |= �A) = 1.Preuve : On ommene par montrer que pour tout sous-ensemble F ⊆ F , il existe unadversaire à mémoire �nie et équitable pour F , noté UF tel que pour toute on�guration

σ ∈ IF (F , A), PrUF
(σ |= �A) = 1.Si F = ∅, ei est lair et on peut même hoisir un adversaire sans mémoire U∅ tel que

PrU∅
(σ |= �A) = 1.Soit F un sous-ensemble non vide de F : F = {f1, · · · , fk}. Pour toute on�guration

σ ∈ IF (F , A), et tout f ∈ F , on hoisit un hemin �ni de la forme
πσ,f : σ

def
= σ0

δ1−→ σ1 · · · δm−→ σmave m ≥ 0, δm ∈ f , et pour tout 1 ≤ i ≤ m, Post [δi](σi−1) ⊆ IF (F , A), et pour tout
0 ≤ i ≤ m, σi ∈ A \ Pre[F ](Conf). On suppose également que δm est la première transition àappartenir à f . On fait également l'hypothèse que πσi,f oïnide ave le su�xe de πσ,f partantde σi.Dérivons un adversaire à mémoire �nie UF dont les modes sont les hypothèses d'équité f ∈
F . Dans la on�guration σ ∈ IF (F , A), et en mode f ∈ F , UF herhe à onrétiser le hemin
πσ,f . Il y parvient ave probabilité positive. Dans tous les as, le hemin reste dans IF (F , A)par hypothèse. Si une transition δm ∈ f est tirée, l'adversaire passe en mode f(j+1)mod k si
f = fj . La propriété de l'attrateur �ni assure que presque sûrement une transition de f seraexéutée. Les exéutions engendrées par UF sont presque sûrement des exéutions équitablespour F , puisque, ave probabilité 1, pour tout f ∈ F in�niment souvent une transition δ ∈ fest prise et les autres ensembles d'équité g ∈ F \F ne sont pas tirables dans les on�gurationsde IF (F , A). Ainsi UF est à mémoire �nie et équitable pour F ; de plus, omme IF (F , A) ⊆ A,
UF satisfait �A. A fortiori PrUF

(σ |= �A) = 1, pour toute on�guration σ ∈ I(F , A).118



5.4. ADVERSAIRES ÉQUITABLESIl reste maintenant à omposer les di�érents adversaires UF pour F ⊆ F . Soit F1, · · · , Fmune énumération des sous-ensembles de F , ave la ontrainte que Fi ⊂ Fj implique i ≤ j. On adon F0 = ∅ et Fm = F . On dé�nit alors des ensembles de on�gurations Ti, pour 1 ≤ i ≤ m :
T1

def
= I(F , A),

Ti
def
= IFi

(F , A) \ (T1 ∪ · · · ∪ Ti−1) si i > 0.De ette façon, les (Ti)1≤i≤m forment une partition de I(F , A). À haque on�guration σ ∈ Tiet f ∈ Fi, on hoisit πσ,f omme préédemment. Alors
Post [δi](σi) ∈ T1 ∪ · · · ∪ Ti pour tout 1 ≤ i ≤ m

U est dé�ni omme un adversaire à mémoire �nie, ayant des modes (i, f) ave 1 ≤ i ≤ m et
f ∈ Fi. Dans la on�guration initiale σ0, U est en mode i tel que σ0 ∈ Ti. Lorsqu'il est en mode
(i, f) et dans la on�guration σ, U se omporte omme UFi

en mode f et en on�guration σ,'est-à-dire que U essaie d'engendrer le hemin πσ,f . Tant que la on�guration ourante estdans Ti, U ontinue à simuler UFi
. Dès qu'une on�guration σ′ ∈ Tj pour j < i est atteinte,

U hange de mode pour (j, f ′) ave f ′ ∈ Fj arbitraire, et imite alors le omportement de UFj
.L'adversaire U ainsi obtenu est à mémoire �nie, équitable pour F et satisfait PrU (σ |= �A) = 1pour tout σ ∈ I(F , A).Avant de passer à la véri�ation d'invariants ave probabilité positive, nous introduisonsles notions d'équité probabiliste et d'équité forte probabiliste.Dé�nition 5.68 (Équité (forte) probabiliste). Soit π une exéution. On note Inf(π) l'en-semble des on�gurations visitées in�niment souvent dans π. L'exéution π est dite :� équitable vis à vis des probabilités abrégé en prob-équitable si Inf(π) 6= ∅ et pour touteon�guration σ ∈ Inf(π) et toute règle de transition δ ∈ ∆(σ) tirée in�niment souventdans π, toutes les on�gurations τ ∈ δ(σ) apparaissent in�niment souvent dans π ;� fortement prob-équitable si π est prob-équitable, et il existe un su�xe in�ni π′ de πtel que tout sous-hemin �ni de π′ y apparaît in�niment souvent (et don in�nimentsouvent dans π).Remarque 5.69. Pour les adversaires quelonques, presque toutes les exéutions sont prob-équitables et pour les adversaire à mémoire �nie, presque toutes les exéutions sont fortementprob-équitables.Lemme 5.70. Si π est une exéution équitable pour F et fortement prob-équitable véri�ant

π |= �A, alors Inf(π) ⊆ I(F , A).Preuve : Puisque π est équitable pour F , il existe un ensemble F ⊆ F tel que tout f ∈ F \Fest tirable seulement un nombre �ni de fois, alors que pour tout f ∈ F , il existe une règle
δ ∈ f tirée in�niment souvent le long de π. Montrons que Inf(π) satisfait les onditions de laaratérisation par point �xe de IF (F , A). Ainsi, Inf(π) sera un post point �xe, et sera donun sous-ensemble du plus grand point �xe, 'est-à-dire IF (F , A).Commençons par le as partiulier F = ∅. Rappelons que I∅(F , A) = νX.

(
A\Pre[F ](Conf)

)
∧

P̂reX(Conf). Par dé�nition de F , et puisque π |= �A, on obtient Inf(π) ⊆ A \ Pre[F ](Conf).En e�et Pre[F ](Conf) représente l'ensemble des on�gurations où F est tirable. De plus, si
τ ∈ Inf(π) et δ ∈ ∆(τ) est une transition tirée in�niment souvent au ours de π, on doit avoir119



CHAPITRE 5. VÉRIFICATION QUALITATIVE
Post [δ](τ) ⊆ Inf(π) puisque π est prob-équitable. Ce qui montre bien que Inf(π) est un postpoint �xe de X → (

A \ Pre[F ](Conf)
)
∧ P̂reX(Conf).Supposons à présent que F est non vide. On a bien Inf(π) ⊆ A \ Pre[F \ F ](Conf) pardé�nition de F et puisque π |= �A. Soit τ ∈ Inf(π) et f ∈ F . Puisque π est fortementprob-équitable, il existe un sous-hemin de π :

τ = σ0
δ1−→ σ1 · · · δm−→ σm ave δm ∈ fqui apparaît in�niment souvent dans π. Puisque π |= �A et π est prob-équitable, on obtient

Post [δi](σi−1) ⊆ Inf(π) pour tout 1 ≤ i ≤ m. Ainsi, Inf(π) est un post point �xe de X →(
A \ Pre[F \ F ](Conf)

)
∧∧

f∈F P̂re
∗
X

(
P̂reX [f ](Conf)

).Puisque les post-points �xes sont des sous-ensembles des plus grands points �xes, dans lesdeux as (F = ∅ et F 6= ∅) on a montré que Inf(π) ⊆ IF (F , A) ⊆ I(F , A).Théorème 5.71. Soit N un NPLCS, A ⊆ Conf un ensemble de on�gurations, et F uneontrainte d'équité.L'ensemble des on�gurations pour lesquelles il existe un adversaire U à mémoire �nieéquitable pour F et tel que PrU (σ |= �A) > 0 est aratérisé par le terme de Lµ :
µY. I(F , A) ∨

(
A ∧ Pre(Y )

)
.Preuve : Soient σ une on�guration et V un adversaire équitable pour F et à mémoire�nie satisfaisant PrV(σ |= �A) > 0. On onsidère une exéution π onforme à V, qui soitéquitable pour F , fortement prob-équitable et véri�ant π |= �A. Une telle exéution existepuisque presque toutes les exéutions onformes à V sont équitables pour F et fortementprob-équitables. D'après le Lemme 5.70, Inf(π) ⊆ I(F , A) et don σ |= ∃(A Until I(F , A)),'est-à-dire, σ ∈ µY. I(F , A) ∨

(
A ∧ Pre(Y )

).Réiproquement, supposons que σ |= ∃(A Until I(F , A)). Alors il existe F ⊆ F tel que
σ |= ∃(A Until IF (F , A)). Soit π un hemin témoin :

π : σ = σ0
δ1−→ σ1 · · · δm−→ σm ∈ IF (F , A)ave σi ∈ A pour 0 ≤ i ≤ m−1. On onstruit un adversaire V qui herhe à réaliser e hemin.S'il éhoue, 'est-à-dire si les pertes ne sont pas elles espérées, V se omporte alors de façonarbitraire, mais équitable pour F . Si IF (F , A) et don I(F , A) est atteint, V se omporte alorsomme l'adversaire dérit dans la preuve du Lemme 5.67 (f. page 118), 'est-à-dire qu'il véri�e

�A presque sûrement une fois I(F , A) atteint. L'adversaire V ainsi onstruit est à mémoire�nie, équitable pour F et satisfait PrV(σ |= �A) > 0.Le Lemme 5.67 (f. page 118) n'est pas exatement une aratérisation de l'ensemble deson�gurations à partir desquelles il existe un adversaire à mémoire �nie et équitable pour Fpermettant d'avoir �R presque sûrement. En e�et, il ne donne qu'une impliation. Dans lethéorème qui suit, on donne une véritable aratérisation.Théorème 5.72. Soit N un NPLCS, A ⊆ Conf un ensemble de on�gurations, et F uneontrainte d'équité.L'ensemble des on�gurations pour lesquelles il existe un adversaire U à mémoire �nieéquitable pour F et tel que PrU (σ |= �A) = 1 est aratérisé par le terme de Lµ :
νX. P̂re

∗
X(I(F , A)) ∧ (A ∨ I(F , A)).120



5.4. ADVERSAIRES ÉQUITABLESPreuve : On ommene par observer l'équivalene suivante : étant donnés A,B ⊆ Conf,
σ ∈ νX. P̂re

∗
X(B) ∧ (A ∨B) ssi ∃U sans mémoire PrU (σ |= A Until B) = 1.Soient σ ∈ Conf et V un adversaire à mémoire �nie et équitable pour F tel que PrV(σ�A) =

1. On onsidère l'ensemble Π des exéutions onformes à V , équitables pour F , fortementprob-équitables et satisfaisant �A. Cet ensemble est non vide par hypothèses sur V. Soitalors T def
=

⋃
π∈Π Inf(π). Le Lemme 5.70 (f. page 119) implique que T ⊆ I(F , A). De plus,puisque V est à mémoire �nie, l'ensemble des exéutions équitables pour F et fortementprob-équitable est de mesure 1. On en onlut que PrV(σ |= A Until I(F , A)) = 1. Et don

σ ∈ νX. P̂re
∗
X(I(F , A)) ∧ (A ∨ I(F , A)).Soit à présent σ ∈ νX. P̂re

∗
X(I(F , A))∧(A∨I(F , A)). On note B def

= I(F , A) pour failiterla leture. Alors il existe un adversaire à mémoire �nie U tel que PrU (σ |= A Until B) = 1.On modi�e alors U en un adversaire V qui soit équitable pour F et à mémoire �nie tel que
PrV (σ |= �A) = 1. V imite U tant que B n'est pas enore atteint. Une fois que B est atteint, Vse omporte omme un adversaire à mémoire �nie, équitable pour F satisfaisant �A presquesûrement (omme on l'a vu dans la preuve du Lemme 5.67, page 118). L'adversaire V ainsionstruit est à mémoire �nie, équitable pour F et remplit la ondition : PrV(σ |= �A) = 1.Corollaire 5.73. Soit N un NPLCS, R une région, et F une hypothèse d'équité.On peut aluler l'ensemble des on�gurations σ telles qu'il existe un adversaire U à mé-moire �nie et équitable pour F tel que PrU (σ |= �R) > 0.Les ensembles suivants sont alulables et sont des régions :� {σ | ∃U à mémoire �nie, et équitable pour F t.q.PrU (σ |= �R) > 0}� {σ | ∃U à mémoire �nie, et équitable pour F t.q.PrU (σ |= �R) = 1}Preuve : Ce sont des onséquenes des Théorèmes 5.71 et 5.72 et du Théorème 1.26 sur lestermes gardés.Dans la suite, on note EF

�A l'ensemble des on�gurations σ telles qu'il existe un adversaireà mémoire �nie et équitable pour F tel que PrU (σ |= �A) = 1.On s'intéresse à des questions d'aessibilité répétée (�♦A) et de façon duale, de persis-tane (♦�A), sous des hypothèses d'équité.Pour tout sous-ensemble F ⊆ F , on dé�nit :
EF

�♦A
def
= νX.

(
Conf \

(
Pre[F \ F ](Conf)

))
∧ P̂re

+

X(A) ∧
∧

f∈F

P̂re
∗
X

(
P̂reX [f ](Conf)

)
.Puis EF

�♦A omme l'union des EF
�♦A :

EF
�♦A

def
=

∨

F⊆F
EF

�♦A.Théorème 5.74. Soient A ⊆ Conf et σ ∈ Conf.(a) Il existe un adversaire U à mémoire �nie, et équitable pour F tel que PrU (σ |= �♦A) = 1si et seulement si σ ∈ νX.P̂re
∗
X(EF

�♦A).(b) Il existe un adversaire U à mémoire �nie, et équitable pour F tel que PrU (σ |= �♦A) > 0si et seulement si σ ∈ Pre∗(EF
�♦A)). 121



CHAPITRE 5. VÉRIFICATION QUALITATIVE() Il existe un adversaire U à mémoire �nie, et équitable pour F tel que PrU (σ |= ♦�A) = 1si et seulement si σ ∈ νX.P̂re
∗
X(EF

�A).(d) Il existe un adversaire U à mémoire �nie, et équitable pour F tel que PrU (σ |= ♦�A) > 0si et seulement si σ ∈ Pre∗(EF
�A).Preuve : Les preuves des assertions (a) à (d) reposent sur les observations suivantes :1. Il existe un adversaire W à mémoire �nie équitable pour F tel que PrW(σ |= �♦A) = 1pour tout t ∈ EF

�♦A.2. Si π est une exéution fortement prob-équitable et équitable pour F telle que π |= �♦A,alors Inf(π) ⊆ EF
�♦A.3. Il existe un adversaire W à mémoire �nie équitable pour F tel que PrW(σ |= �A) = 1pour tout σ ∈ EF

�A.4. Si π est une exéution fortement prob-équitable et équitable pour F telle que π |= ♦�A,alors Inf(π) ⊆ EF
�A.Preuve : On prouve 1. en suivant le même shéma que pour le Lemme 5.70 (f. page 119).Supposons π équitable pour F , fortement prob-équitable et tel que π |= �♦A. Alors il existe

F ⊆ F tel que pour tout f ∈ F \F , f n'est tirable qu'un nombre �ni de fois au ours de π, etpour tout f ∈ F , il existe une règle δ ∈ f tirée in�niment souvent le long de π. Montrons quel'ensemble des on�gurations visitées in�niment souvent au ours de π, 'est-à-dire Inf(π) estun post point �xe de X → (Conf \Pre[F \F ](Conf))∧ P̂re
+

X(A)∧∧
f∈F P̂re

∗
X(P̂reX [f ](Conf)).Tout d'abord, si σ ∈ Inf(π), et δ ∈ ∆(σ) est une règle tirée in�niment souvent au ours de π,alors Post [δ](σ) ⊆ Inf(π). En ajoutant que π |= �♦A, on obtient Inf(π) ⊆ Pre+

Inf(π)(A). Learatère équitable pour F de π permet d'obtenir également que :
Inf(π) ⊆ (Conf \ Pre[F \ F ](Conf)) ∧

∧

f∈F

P̂re
∗
Inf(π)(P̂reInf(π)[f ](Conf)).Finalement, on obtient l'inlusion désirée ; Inf(π) est un post point �xe, et est don inlusdans le plus grand point �xe, qui est EF

�♦A.La preuve de 4. est plus direte enore. Puisque π |= ♦�A, il existe un su�xe π′ de π telque π′ |= �A. De plus, π′ est équitable pour F , fortement prob-équitable, et Inf(π′) = Inf(π).Le Lemme 5.70 (f. page 119) implique alors que Inf(π) = Inf(π′) ⊆ I(F , A). De π |= ♦�Aon tire également Inf(π) ⊆ A. Alors Inf(π) ⊆ P̂re
∗
Inf(π)(I(F , A)) ∧A, en prenant un heminvide pour la partie P̂re

∗
Inf(π)(I(F , A)). On en déduit que Inf(π) est inlus dans le plus grandpoint �xe de X → P̂re
∗
X(I(F , A)), soit Inf(π) ⊆ EF

�A.Revenons à la preuve du Théorème 5.74.Preuve de (a) : Soit σ ∈ νX.P̂re
∗
X(EF

�♦A). Alors il existe un adversaire à mémoire �nie V telque PrV(σ |= ♦EF
�♦A) = 1 (f. Lemme 5.29, page 95). Soit alors W un adversaire à mémoire�nie et équitable pour F tel que PrW(τ |= �♦A) = 1 pour toute on�guration τ ∈ EF

�♦A. Ilreste à ombiner les adversaires V etW pour obtenir un adversaire U qui soit à mémoire �nie,équitable pour F et véri�ant PrU (σ |= �♦A) = 1.Réiproquement supposons que PrU (σ |= �♦A) = 1 pour un ertain adversaire U à mé-moire �nie, et équitable pour F . Alors, presque toutes les exéutions onformes à U sontfortement prob-équitables, équitables pour F et véri�ent �♦A. Soit π une telle exéution ;122



5.4. ADVERSAIRES ÉQUITABLES
Inf(π) ⊆ EF

�♦A. On onlut que PrU (σ |= ♦TF
�♦A) = 1. Finalement, à nouveau le Lemme 5.29(f. page 95) permet de déduire σ ∈ νX.P̂re

∗
X(EF

�♦A).Preuve de (b) : Soit s ∈ Pre∗(EF
�♦A)). On hoisit un hemin �ni π partant de σ et atteignant

EF
�♦A. On suppose que π est simple (ne visite pas deux fois la même on�guration) et quetout pré�xe strit de π n'a auune on�guration dans EF

�♦A :
π : σ

∗−→ τ ∈ EF
�♦A.On dé�nit un adversaire à mémoire �nie de la façon suivante. L'adversaire U tente d'engendrerle hemin π. S'il éhoue, il se omporte de façon arbitraire, mais équitable pour F . Ceiest possible grâe à la Proposition 5.63 (f. page 117). Si τ est atteint ('est-à-dire si lespertes sont elles espérées) via le hemin π, alors V est un adversaire à mémoire �nie et seomporte de façon équitable pour F en assurant PrV(τ |= �♦A) = 1 pour toute on�guration

τ ∈ EF
�♦A. L'adversaire ombinant es deux phases est à mémoire �nie, équitable pour F etvéri�e PrU (σ |= �♦A) ≥ P(π) > 0.Réiproquement, soit U un adversaire à mémoire �nie, équitable pour F ave PrU (σ |=

�♦A) > 0. On onsidère une exéution π onforme à U , fortement prob-équitable et équitablepour F telle que π |= �♦A. D'après le point 2., Inf(π) ⊆ EF
�♦A. Et don σ ∈ Pre∗(EF

�♦A).Preuve de () On montre plus préisément l'équivalene entre les assertions :.1 ∃U équitable pour F tel que PrU (σ |= ♦�A) = 1,.2 ∃V équitable pour F tel que PrV(σ |= ♦EF
�A) = 1,.3 ∃W tel que PrW(σ |= ♦EF

�A) = 1.Preuve : L'équivalene entre c.2 et c.3 vient de la seonde partie du Lemme 5.64 (f. page 117).
c.1 =⇒ c.2 : Soit π une exéution in�nie onforme à U partant de σ, fortement prob-équitable, équitable pour F et véri�ant π |= ♦�A. Par 4. on obtient Inf(π) ⊆ EF

�A. Puisque lesexéutions équitables pour F et fortement prob-équitables véri�ant ♦�A forment un ensemblede mesure 1, on obtient : PrU (σ |= ♦EF
�A) = 1.

c.3 =⇒ c.1 : Supposons que W est un adversaire sans mémoire véri�ant c.3. De tels ad-versaires existent grâe au Lemme 5.29 (f. page 95). On sait d'autre part, qu'il existe unadversaire V équitable pour F et à mémoire �nie tel que PrV(τ |= �A) = 1 pour toute on�-guration τ ∈ EF
�A (f. 3.). En omposant les adversaires W et V , on onstruit un adversaire

U sans mémoire, équitable pour F tel que PrU (σ |= ♦�A) = 1.Preuve de (d) Si U est un adversaire à mémoire �nie et équitable pour F tel que PrU (σ |=
♦�A) > 0, alors la mesure de l'ensemble des exéutions onformes à U , équitables pour Fet fortement prob-équitables telles que ♦�A est vrai, est stritement positive. De plus pourhaque exéution de la sorte π, Inf(π) ⊆ EF

�A grâe à 4. Cei entraîne σ ∈ Pre∗(EF
�A).Vie et versa, soit σ ∈ Pre∗(EF

�A). Il existe un hemin simple π : σ
∗−→ τ ∈ EF

�A. Ononsidère alors l'adversaire U à mémoire �nie et équitable pour F qui herhe à réaliser π. S'iléhoue, il se omporte de façon arbitraire mais équitable pour F , sinon, il adopte à partir de τle omportement d'un adversaire qui permet de véri�er �A ave probabilité 1. C'est possiblear τ ∈ EF
�A. Ainsi PrU (σ |= ♦�A) > 0. 123



CHAPITRE 5. VÉRIFICATION QUALITATIVECorollaire 5.75. Le problème, étant donné N un NPLCS, F ⊆ 2∆ une ontrainte d'équité,
R ⊆ Conf une région et σ ∈ Conf une on�guration initiale, de savoir s'il existe un adversaire
U à mémoire �nie et équitable pour F tel que (a) (resp. (b), (c) ou (d)) est déidable.(a) PrU (σ |= �♦R) = 1,(b) PrU (σ |= �♦R) > 0,() PrU (σ |= �♦R) < 1,(d) PrU (σ |= �♦R) = 0.Preuve : Le Théorème 5.74 (f. page 121) donne des aratérisations des ensembles de on�-gurations à partir desquelles il existe un adversaire équitable véri�ant les bonnes propriétés.Pour prouver le Corollaire 5.75, il su�t de montrer que les termes dé�nissant es régions sontgardés, et d'appliquer le Théorème 1.26 (f. page 32).Si R est une région, alors EF

�♦R qui s'érit omme le terme gardé :
νX.

(
Conf \

(
Pre[F \ F ](Conf)

))
∧ P̂re

+

K↓X(R) ∧
∧

f∈F

P̂re
∗
K↓X

(
P̂reK↓X [f ](Conf)

)grâe à la Proposition 5.22 (f. page 93), est e�etivement alulable.On en déduit la alulabilité de EF
�♦R, qui est l'union des EF

�♦R. Cela permet de prouverla déidabilité pour (b) et (d).Pour prouver que les termes pour (a) et (c) sont gardés, on utilise les résultats obtenusjusqu'ii et à nouveau la Proposition 5.22 (f. page 93) :
νX.P̂re

∗
X(EF

�♦R) = νX.P̂re
∗
K↓X(EF

�♦R), (a)
νX.P̂re

∗
X(EF

�R) = νX.P̂re
∗
K↓X(EF

�R). ()Cei termine la preuve du Corollaire 5.75.Dans e hapitre nous avons prouvé l'indéidabilité de la véri�ation qualitative de proprié-tés exprimées par des formules du temps linéaire pour les NPLCS. En restreignant le pouvoirdes adversaires (plus préisément en onsidérant des adversaires à mémoire �nie), nous avonsmontré que le même problème était déidable. En�n, nous avons étendu e résultat à des adver-saires omportant une hypothèse d'équité. Dans la partie suivante, nous expliquons ommentnous avons exploité es résultats pour implémenter un outil de véri�ation des NPLCS.
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Quatrième partieMise en ÷uvre des tehniques devéri�ation
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Chapitre 6Implémentation et études de as
Sommaire6.1 Implémentation des algorithmes symboliques . . . . . . . . . . . . 1276.1.1 Régions et algorithmes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1276.1.2 Implémentation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1326.2 Véri�ation automatique du protoole du bit alterné . . . . . . . 1336.3 Véri�ation automatique du protoole de Pahl . . . . . . . . . . 1376.3.1 Présentation du protoole . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1376.3.2 Véri�ation automatique . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 138À partir des algorithmes présentés à la fois dans le Chapitre 1 et le Chapitre 5 nousavons implémenté un prototype de model-heker, programmé en Caml, pour la véri�ationqualitative de NPLCS. C'est e travail (publié en partie dans [BBS06℄) que nous dérivonsdans e hapitre. Nous ommençons par donner des détails sur le type de régions que nous avonsonsidéré (une sous lasse su�samment expressive des régions régulières) et leurs algorithmesspéi�ques. Dans un deuxième temps, nous exposons deux études de as que nous avonsmenées grâe à notre outil : nous montrons sous ertaines hypothèses d'équité une propriété devivaité et de progrès dans le protoole du Bit Alterné, puis nous prouvons pour le protoolede Pahl [Pa87℄ à la fois des propriétés de sûreté, et des propriétés de vivaité pour desadversaires équitables. Ces études ouvrent don la plupart des tehniques présentées dans leChapitre 5 : propriété de sûreté, de vivaité, et pour des adversaires équitables ou généraux.6.1 Implémentation des algorithmes symboliques6.1.1 Régions et algorithmesLe model-heking symbolique est basé sur des objets symboliques qui représentent desensembles de on�gurations, et des méthodes algorithmiques pour manipuler es objets. Dansette setion, nous présentons un adre symbolique pour les NPLCS, basé sur les di�érenesde l�tures vers le haut ave pré�xe. Cette représentation étend des tehniques préédentesproposées dans [ACBJ04, KS06℄ puisqu'elle permet de traiter la di�érene d'ensembles, etde véri�er quel est le message en tête de haque anal. Par rapport aux langages régulierselle est moins expressive (mais su�samment expressive pour notre étude) mais plus faileà manipuler sous forme de termes Caml. Par soui de simpli�ation, nous supposons dans127



CHAPITRE 6. IMPLÉMENTATION ET ÉTUDES DE CASla présentation que les NPLCS onsidérés ne possèdent qu'un anal de ommuniation. Lesalgorithmes implémentés ne font pas ette hypothèse omme en témoigneront les études deas.Rappelons qu'un ensemble T ⊆ Conf est fermé vers le haut (resp. fermé vers le bas) si pourtoute on�guration σ ∈ T , et pour tout τ ⊒ σ (resp. τ ⊑ σ), τ ∈ T . Aussi, pour T ⊆ Conf,
↑T dénote la fermeture vers le haut1 de T ('est-à-dire le plus petit ensemble fermé vers lehaut ontenant T ), et ↓ T dénote la fermeture vers le bas de T (plus petit fermé vers le basontenant T ). Pour les singletons on notera ↑σ (resp. ↓ σ) pour ↑{σ} (resp. ↓ {σ}).Les ensembles symboliques que nous onsidérons sont termes dé�nis par la grammairesuivante : pré�xe : α := ε | m m ∈ Ml�ture pré�xée : θ := α↑u u ∈ M∗somme de l�tures pré�xées : σ := θ1 + · · ·+ θn n ≥ 0ensemble symbolique simple : ρ := 〈s, θ − σ〉 s ∈ S état de ontr�leensemble symbolique : γ := ρ1 + · · ·+ ρn n ≥ 0Les l�tures (vers le haut) pré�xées et leurs sommes représentent des sous-ensembles de M∗dont la sémantique est préisée i-dessous :

Jα↑uK def
= {αv | u ⊑ v},

Jθ1 + · · ·+ θnK def
= Jθ1K ∪ · · · ∪ JθnK.Les ensembles symboliques représentent eux des sous-ensembles de l'ensemble des on�gu-rations Conf dé�nis par

J〈q, θ − (θ1 + · · ·+ θn)〉K def
= {〈q, v〉 ∈ Conf | v ∈ JθK r (Jθ1K ∪ · · · ∪ JθnK)}Dans la première partie (f. partie I), nous avons introduit les régions régulières qui sontdes ensembles de on�gurations dont les ontenus de anaux forment des langages réguliers.Dans e hapitre, on appellera région les ensembles de on�gurations qui orrespondent à lasémantique des ensembles symboliques.Dé�nition 6.1 (Région). On appelle région tout sous-ensemble A ⊆ Conf qui peut être dénotépar un ensemble symbolique : ∃γ tel que A = JγK.Une région de ontr�le est une région qui peut être dénotée par ∑

i〈si, ε↑ε〉, 'est-à-dire oùles ontenus des anaux ne sont pas ontraints.Par abus de notation, ∅ dénotera à la fois la somme vide (i.e. n = 0) de l�tures pré�xéeset l'ensemble symbolique vide. Parfois, on érit ↑v pour ε↑v, 'est-à-dire si le pré�xe est ε,et θ − θ1 − · · · − θn pour θ − (θ1 + · · · + θn), et θ pour θ − ∅. En�n, on érit γ ≡ γ′ quand
JγK = Jγ′K, i.e. quand γ et γ′ représentent la même région.Lemme 6.2. L'appartenane d'une on�guration à une région est déidable.Théorème 6.3 (Calul symbolique : les bases). blan1Notée C↑T dans la Partie I. 128



6.1. IMPLÉMENTATION DES ALGORITHMES SYMBOLIQUESFermeture booléenne : Les régions sont loses par union, intersetion et omplément. Deplus, il existe des algorithmes qui, étant donnés des ensembles symboliques γ1 et γ2renvoient des ensembles symboliques (notés γ1 ⊔ γ2, γ1 ⊓ γ2 et ¬γ) tels que Jγ1 ⊔ γ2K =
Jγ1K ∪ Jγ2K, Jγ1 ⊓ γ2K = Jγ1K ∩ Jγ2K et J¬γK = Conf r JγK.Fermeture vers le haut : Les régions sont loses par fermeture vers le haut. De plus, ilexiste un algorithme qui, étant donné un ensemble symbolique γ renvoie un ensemblesymbolique noté ↑γ tel que J↑γK = ↑JγK.Vide : On peut déider si JγK = ∅ étant donné un ensemble symbolique γ.Prédéesseurs : Les régions sont loses pour les opérateurs Pre(_) et P̂re_(_). De plus,il existe des algorithmes qui, étant donnés des ensembles symboliques γ et γ′ renvoientdes ensembles symboliques notés Pre(γ) et P̂reγ′(γ) tels que JPre(γ)K = Pre(JγK) et
JP̂reγ′(γ)K = P̂reJγ′K(JγK).Preuve : Union :On peut prendre γ1 + γ2 pour γ1 ⊔ γ2.Intersetion :On ommene par onsidérer des termes simples. Pour deux l�tures ↑u et ↑v, l'intersetion

↑u ⊓ ↑v est la somme τ =
∑n

i=1 ↑wi où les wi sont les mots minimaux de J↑uK ∩ J↑vK. Parexemple, ↑010⊓↑210 = ↑2010+↑01201+↑02101. Les wi peuvent être alulés de façon e�etivepuisque la longueur de haun des wi est bornée par |u|+|v|. Par ailleurs, le nombre d'élémentsminimaux et borné :
n ≤

(|u|+ |v|
|u|

)
=

(|u|+ |v|
|v|

)
.Cette borne est atteinte en partiulier lorsque u et v ne partagent auun message. L'algorithmepour l'intersetion n'est don pas polynomial.Pour les l�tures pré�xées, on introduit les opérateurs qui donnent le résiduel (gauhe oudroit) d'un mot par un message. Soit u ∈ M∗ et m ∈ M. On dé�nit :

m−1u
def
=

{
v si u = mv,

u sinon, u m−1 def
=

{
v si u = vm,

u sinon.On peut alors réduire l'intersetion des l�tures pré�xées aux as préédents (l�tures) par :
α↑u ⊓ β↑v def

=





α(↑u ⊓ ↑v) si α = β,

α(↑u ⊓ ↑(α−1v)) si α ∈ M et β = ε,

β(↑(β−1u) ⊓ ↑v) si β ∈ M et α = ε,

∅ si α 6= β, et α, β ∈ M,où α(↑u ⊓ ↑v) est un raouri pour ∑
i α↑wi quand ↑u ⊓ ↑v =

∑
i ↑wi.En�n pour l'intersetion des ensembles symboliques simples et des ensembles symboliques,il su�t d'utiliser :

〈s, θ − σ〉 ⊓ 〈s′, θ′ − σ′〉 def
=

{∑
i〈s, θi − σ − σ′〉 si s = s′ et θ ⊓ θ′ =

∑
i θi,

∅ sinon,
∑

i

ρi

l ∑

j

ρj
def
=

∑

i,j

(ρi ⊓ ρj).129



CHAPITRE 6. IMPLÉMENTATION ET ÉTUDES DE CASComplément :Pour les ensembles symboliques simples :
¬

〈
s, α↑v −

n∑

i=1

βi↑wi

〉
def
= 〈s, ↑ε− α↑v〉+

n∑

i=1

〈s, βi↑wi〉+
∑

s′ 6=s

〈s, ↑ε〉.En utilisant l'intersetion, ei permet de aluler le omplément de tout ensemble symbolique,puisque
¬

(∑

i

ρi

)
def
=

l

i

¬ρi.Fermeture vers le haut :Le as di�ile est la fermeture vers le haut d'une di�érene α↑u−σ. Clairement, si αu /∈ JσK,alors on peut poser ↑(α↑u − σ)
def
= ↑(αu). Néanmoins, il est possible d'avoir simultanément

αu ∈ JσK et α↑u− σ 6≡ ∅. Par exemple ↑ab− a↑b ≡ b↑ab quand M = {a, b}.Cette di�ulté repose sur la possibilité à la fois de spéi�er le message de tête du analmais aussi sur la présene de restritions (l'ensemble σ). Dans les travaux existants, l'un de esattributs n'était pas présent. Par exemple, dans le adre plus simple des ensembles ontraintsde [KS06℄, les ensembles onsidérés ne sont pas pré�xés, mais il y a omme ii un ensembledes restritions. Les ontraintes introduites dans [ABd03℄ ne permettent que de onsidérer dessommes d'ensembles fermés vers le haut pré�xées (d'ailleurs ave pour pré�xe un mot, plut�tqu'une lettre omme ii), mais pas de di�érenes. Les ensembles symboliques que nous avonsintroduits ombinent es deux aspets, e qui omplexi�e les algorithmes.Pour la fermeture vers le haut, la solution générale s'exprime ainsi :
↑(α↑u− σ)

def
=





↑(αu) si αu /∈ JσK,
∅ si (α ∈ M ou α = u = ε) et αu ∈ JσK,∑

m′ 6=m ↑(m′↑u− σ) si α = ε, u = mv, et u ∈ JσK.Le troisième as est traité de façon réursive en utilisant les deux premiers, mais la dé�nitionreste bien fondée.Vide :Le vide est déidable pour les ensembles γ sans restritions, 'est-à-dire les sommes de l�turespré�xées. Pour les ensembles ave restritions, on se ramène au as simple (sans restrition)grâe à γ ≡ ∅ ssi ↑γ ≡ ∅.Prédéesseurs :Commençons par Pre[δ]〈s, ↑v〉. Il faut distinguer trois as, selon le type de δ :
Pre[t

c?m−→ s]〈s, ↑v〉 def
= 〈t,m↑v〉, (Leture)

Pre[t
c?m−→ s]〈s, ↑v〉 def

= 〈t, ↑(v m−1)〉, (Ériture)
Pre[t

√
−→ s]〈s, ↑v〉 def

= 〈t, ↑v〉, (Ation interne)alors que Pre[t
op−→ s′]〈s, ↑v〉 = ∅ si s′ 6= s.Cei permet de aluler les prédéesseurs en une étape d'ensembles de on�gurations ar-bitraires puisque Pre[δ](

⋃
Si) =

⋃
i Pre[δ](Si) et, Pre[δ](S) = Pre[δ](↑S) (f. Lemme 1.21,page 30). 130



6.1. IMPLÉMENTATION DES ALGORITHMES SYMBOLIQUESLes algorithmes sont donnés par :
Pre(γ) =

⋃

δ∈∆

Pre[δ](γ),

Pre(ρ1 + · · ·+ ρn) = Pre(ρ1) + · · ·+ Pre(ρn),

Pre(〈s, θ − σ〉) = Pre(〈s, ↑(θ − σ)〉).Ainsi, Pre[δ](γ) est une somme de l�tures pré�xées (dans le as d'une leture) ou unesomme de l�tures (dans le as d'une ériture ou d'une ation interne).Prédéesseurs ontraints :Rappelons la dé�nition de l'opérateur P̂re.
P̂reγ′(γ)

def
=

⊔

δ∈∆

(
Pre[δ](γ) \ Pre[δ](¬γ′)

)
.Puisque Pre peut être alulé, il est en de même de P̂re.Le Théorème 6.3 (f. page 128) fournit les éléments de base néessaires au model-hekingsymbolique des LCS. Ces ingrédients peuvent alors être utilisés pour aluler des ensemblesdé�nis omme points �xes. Par exemple, un ensemble symbolique représentant Pre∗(JγK) estdé�ni par µX.γ ⊔ Pre(X) que l'on peut tenter de aluler itérativement. Dans la Partie I deette thèse nous avons montré que e alul itératif termine dans le adre de l'algèbre desrégions régulières. Ce résultat est enore appliable ii, pour une nouvelle algèbre des régionsoù les régions sont les ensembles symboliques.Plus préisément, l'algèbre des régions que nous onsidérons a pour famille d'opérateursmonotones

O = {⊔,⊓, C↑, C↓,K↑,K↓,Pre, P̃re, P̂re}et pour régions les ensembles symboliques.Le théorème préédent permet d'a�rmer que les ensembles symboliques sont stables parles opérateurs de O. Toujours grâe au Théorème 6.3 ette algèbre des régions est e�etive.On peut don appliquer le Théorème 1.26 (f. page 32) dans e adre restreint des régionsrégulières.On rappelle que si φ dénote une formule du temps linéaire, E[φ] dénote l'ensemble deson�gurations σ pour lesquelles il existe un adversaire U tel que PrU (σ |= φ) = 1.Nous pouvons à présent énoner un théorème onernant ertains aluls de points �xesdans l'algèbre des régions des ensembles symboliques.Théorème 6.4 (Calul symbolique : points �xes). blanPrédéesseurs (ontraints) itérés : Les régions sont stables par les opérateurs Pre∗(_) et
P̂re

∗_(_). De plus, il existe des algorithmes qui, étant donnés des ensembles symboliques
γ et γ′ renvoient des termes notés Pre∗(γ) et P̂re

∗
γ′(γ), tels que JPre∗(γ)K = Pre∗(JγK)et JP̂re

∗
γ′(γ)K = P̂re

∗
Jγ′K(JγK).

E[�γ] Pour toute région γ, l'ensemble E[�γ] est une région, pour laquelle on peut aluler unterme.
E[♦γ] Pour toute région γ, l'ensemble E[♦γ] est une région, pour laquelle on peut aluler unterme. 131



CHAPITRE 6. IMPLÉMENTATION ET ÉTUDES DE CAS
∃CTL : L'ensemble des on�gurations satisfaisant une formule ∃CTL ( i.e. une formule deCTL où seules les modalités �∃(_ Until _)� et �∃ X _� sont permises) est une régionquand les propositions atomiques sont elles-mêmes des régions. De plus, on peut alulerun ensemble symbolique pour ette région à partir de la formule ∃CTL.Preuve : On a déjà donné pour es ensembles des termes de Lµ que l'on rappelle i-dessous.

Pre∗(γ) = µX.
(
γ ⊔ Pre(C↑X)

)
, P̂re

∗
γ(γ′) = µX.

(
γ′ ⊔ P̂reγ(C↑X)

)
,

E[�γ] = νX.
(
γ ⊓ P̂reK↓X(Conf)

)
, E[♦γ] = νX.P̂re

∗
K↓X(γ), (*)

∃
(
γ Until γ′

)
= µX.

(
γ′ ⊔

(
γ ⊓ Pre(C↑X)

))
, ∃

(
X γ

)
= Pre(γ).Tous es termes sont gardés, et l'appliation du Théorème 1.26, sur la onvergene dualul itératif des termes gardés, permet de onlure.6.1.2 ImplémentationNous avons réalisé une implémentation en Caml du alul symbolique sur les ensembles deon�gurations présenté i-dessus.Nous avons dé�ni des strutures de données simples pour les ensembles symboliques, et lesopérateurs introduits plus haut se odent eux aussi failement grâe aux algorithmes donnésdans la preuve du Théorème 6.3 (f. page 128). Le point le plus déliat a été de pouvoir testerl'égalité de deux ensembles symboliques.Nous introduisons une notion de forme réduite, à haque niveau de termes : 'est-à-direaussi bien pour les di�érenes de l�tures pré�xées que pour les ensembles symboliques simples.Avant de dé�nir es formes réduites, faisons le tour des strutures dont nous avons besoin. Iienore on simpli�e la présentation en supposant qu'il n'y a qu'un anal de ommuniation.Le premier type d'ensembles que nous onsidérons, nommé ulos (pour union de los) per-mettra de représenter les ensembles fermés vers le haut, 'est à dire de la forme ↑σ1+ · · ·+↑σn.Un ensemble dénoté par une seule on�guration sera du sous type los. On dé�nit égalementdes type prelos et uplos pour les l�tures pré�xées et les unions de telles strutures. Lesensembles symboliques simples sont réés à partir d'un état de ontr�le, un prelos et d'unuplos.Dé�nition 6.5. Un ensemble de type ulos est dit en forme réduite s'il est représenté parses éléments minimaux.Ainsi, deux ulos en forme réduite représentent le même ensemble, si et seulement si, ilsont le même ensemble de représentants.Étant données deux l�tures pré�xées θ = α↑u et θ′ = α′↑u′, on dit que θ et θ′ sontinomparables, si les ensembles qu'elles dénotent le sont : JθK 6⊆ Jθ′K, et Jθ′K 6⊆ JθK.Proposition 6.6. On peut déider si deux l�tures pré�xées sont inomparables.Preuve : Soient θ = α↑u et θ′ = α′↑u′. Alors,

Jα↑vK ⊆ Jα′↑v′K ssi {
α = α′ et v ⊑ v′ ou,
α ∈ M, α′ = ε et αv ⊑ v′.Cette aratérisation permet de déduire la déidabilité de JθK ⊆ Jθ′K.132



6.2. VÉRIFICATION AUTOMATIQUE DU PROTOCOLE DU BIT ALTERNÉDé�nition 6.7. Un uplos est en forme réduite si toutes les l�tures pré�xées qui le om-posent sont inomparables deux à deux.Un ensemble symbolique est représenté par l'ensemble des di�érenes ρi qui le omposent :
γ = ρ1 + · · ·+ ρn.Dé�nition 6.8. Un ensemble symbolique est en forme réduite si γ = ∅ ou γ = ρ1 + · · ·+ ρnave n ≥ 1 et pour tout indie 1 ≤ i ≤ n, ρi = 〈qi, θi − σi〉 ave :� soit θi = ↑ε, soit θi = m↑u ave m ∈ M et u ∈ M∗,� σi est un uplos en forme réduite,� θi 6⊑ σi.Proédure � Mise sous forme réduite des ensembles symboliquesEntrée Un ensemble symbolique γ = ρ1 + · · ·+ ρn.Sortie Un ensemble symbolique γ′ en forme réduite et tel que Jγ′K = JγK.débutpour tout ensemble symbolique simple ρi = 〈si, θi − σi〉,1. si JθiK ⊆ JσiK, remplaer ρi par ∅.2. sinon, mettre σi en forme réduite3a. si θi = ↑ε ou θi = m↑v ave m ∈ M, laisser θi inhangé3b. sinon, θi = ε↑v, rérire θi sous la forme ∑

m∈M
m↑(m−1v) ; puisdistribuer les restritions σi et e�etuer les simpli�ations néessaires.a�naDes simpli�ations peuvent apparaître si Jm↑(m−1v)K ⊆ JσiK. Dans e as, à l'étape 3b onobtient par exemple un terme de la forme (a↑w + b↑v) − a↑w − a↑w′↑w′′, et on le simpli�e en

b↑v − ↑w′′.En plus de failiter le test d'égalité, les formes réduites permettent de aluler la l�turevers le haut d'un ensemble symbolique. En e�et, lorsqu'un ensemble symbolique est sous formeréduite, pour tout ρi, l'élément minimal de θi est aussi l'élément minimal de ρi, e qui permetde prendre failement la fermeture vers le haut d'un ensemble symbolique.À partir des fontions de base que nous avons implémentées (union, intersetion, négation,
Pre, P̂re, P̃re, et...), nous pouvons dé�nir des proédures alulant l'ensemble des on�gu-rations pour lesquelles il existe un adversaire satisfaisant une formule ave probabilité 1 oupositive. Pour ela on utilise les dé�nitions de es ensembles par points �xes, fournis dans leChapitre 5.Une fois es proédures implémentées, nous les avons testées sur deux prinipaux proto-oles, le protoole du Bit Alterné, et une variante plus omplexe, le protoole de Pahl. Notreoutil a permis d'obtenir en partiulier des preuves de la vivaité, et du bon fontionnement dees protooles sous ertaines hypothèse d'équité. Nous détaillons es deux études de as dansla suite.6.2 Véri�ation automatique du protoole du bit alternéLe protoole du bit alterné a été introduit par Bartlett et al. [BSW69℄. C'est un protoolede ommuniation entre deux omposants qui peut être utilisé lorsque les anaux de ommu-niations sont non �ables. Depuis son introdution, il a été étudié maintes fois, mais jamais à133



CHAPITRE 6. IMPLÉMENTATION ET ÉTUDES DE CASnotre onnaissane des propriétés de vivaité n'ont pu être prouvées automatiquement (sansfaire d'hypothèses supplémentaires � anaux �nis par exemple). Une illustration de e proto-
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anal c1
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1 0Fig. 6.1 � Une modélisation du protoole du Bit Alternéole est donnée à la Figure 6.1 (qui reprend le shéma de la Figure 1.2, page 20). Les états deontr�le de l'émetteur (resp. du réepteur) sont E1 et E2 (resp. R1 et R2).Dérivons le omportement �normal� ('est-à-dire lorsqu'il n'y a pas de perte de messages)du protoole du bit alterné. Les anaux c1 et c2 ont des fontions di�érentes et haque om-posant peut lire dans un anal et érire dans l'autre : l'émetteur envoie ses messages sur leanal c1 et lit les ausés de réeption que le réepteur envoie sur le anal c2. La on�gurationinitiale est Init = (E1, R1, ε, ε) : l'émetteur et le réepteur se trouvent tous les deux dans leurétat initial, et les anaux sont vides. L'émetteur peut alors envoyer un message sur le anal c1.On fait abstration du ontenu des messages dans ette modélisation ; on ne garde que le bitde ontr�le des messages qui alterne entre 0 et 1 (d'où le nom de protoole du bit alterné). Lapremière ation e�etuée par l'émetteur est don c1!0 qui érit le message étiqueté 0 dans leanal c1. L'automate reste dans l'état de ontr�le E1R1. Le réepteur peut alors lire le messageenvoyé et faire passer le système à l'état E1R2. Les r�les sont alors inversés, ar le réepteur,pour auser la réeption du message 0, va envoyer un message étiqueté également 0 sur leanal c2. Quand l'émetteur reçoit e message, il peut passer à l'envoi de son seond messagequi sera étiqueté par le bit 1. Ce omportement idéal ne prend pas en ompte les pertes pos-sibles des messages lorsqu'ils sont en transit. C'est pourquoi, dans le protoole du Bit Alterné,les émissions de messages sont des boules d'émission permettant une nouvelle émission enas de pertes du message ou de l'ausé de réeption. En pratique, des délais d'attente sontdélenhés lorsqu'un message est émis et, si auun ausé orrespondant n'est reçu avant la�n de ette attente, le message est émis à nouveau. Nous avons abstrait es délais d'attentedans notre modélisation. La Figure 6.2 présente le produit asynhrone des deux omposantsdu protoole du Bit Alterné. Pour une meilleure lisibilité, nous avons représenté sur une seuleboule l'ensemble des ations qui permettent de bouler sur un état de ontr�le. De plus, parrapport aux omposants de la Figure 6.1, nous avons supprimé ertaines règles de transitions :les boules de leture. En e�et, es transitions sont inutiles grâe à la sémantique que nousavons donnée aux pertes2.Le fontionnement espéré du protoole du bit alterné omporte deux aspets : Toutd'abord, il ne faut pas de onfusion entre les messages. C'est le r�le du bit de ontr�le, etette propriété de sûreté a déjà été prouvée dans la littérature. D'autre part, on attend qu'ily ait e�etivement une ommuniation entre les deux omposants, e qui revient à dire que lesystème visite haun de ses états de ontr�le in�niment souvent.Cette deuxième propriété néessite de faire des hypothèses d'équité sur les exéutions. Ene�et, si par exemple auune hypothèse n'est faite sur les pertes de messages, on peut imaginer2Rappelons que es boules de leture étaient essentielles dans le modèle Front Lossy de Finkel [Fin94℄134



6.2. VÉRIFICATION AUTOMATIQUE DU PROTOCOLE DU BIT ALTERNÉ
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c1?1Fig. 6.2 � Le produit des omposants du Bit Alternéun sénario où tous les messages sont perdus, et don auune ommuniation n'est possible. Onvoit par et exemple la néessité d'ajouter une hypothèse d'équité sur les pertes de messages :par exemple �si un message est envoyé in�niment souvent, il doit �nir par être transmis�. Lasémantique probabiliste que nous donnons aux pertes dans les NPLCS entraîne ette équitésur les pertes.Cependant, il faut faire d'autres hypothèses d'équité pour garantir le fontionnement or-ret du Bit Alterné. Il s'agit dans un premier temps d'instaurer une équité entre les omposants.En e�et, si un des omposants (émetteur ou réepteur) est le seul à partir d'un moment àexéuter des ations, le système restera bloqué dans un état de ontr�le global, et la om-muniation ne se fera plus. Une solution pour éviter e type de omportements est d'imposerune équité forte entre les proessus. Si in�niment souvent l'émetteur peut tirer une règle detransition, alors in�niment souvent l'émetteur tirera une règle de transition. On exprime ettepropriété grâe à deux propositions atomiques Etirable et Etiree qui expriment respetivementqu'une transition (au moins) de E est tirable, et qu'une transition de E vient d'être tirée.Cette dernière proposition est odée dans les états de ontr�le par une variable qui mémorisela dernière règle tirée. D'autre part, le fait qu'une règle de l'émetteur soit tirable, est expri-mable en regardant le ontenu des anaux, et plus préisément, le premier message de haqueanal. La formule d'équité pour l'émetteur s'érit :
�♦Etirable → �♦Etiree.On érit une formule similaire pour le réepteur :
�♦Rtirable → �♦Rtiree.Finalement l'équité entre les deux omposants s'exprime par la onjontion des deux formules :

Φc
def
= �♦Etirable → �♦Etiree ∧�♦Rtirable → �♦Rtiree.Les deux hypothèses d'équité présentées ne sont pas enore su�santes. Par exemple il sepourrait que dans l'état E1R1, le réepteur érive toujours le message 1 sur le anal c2 et quel'émetteur érive de son �té le message 0 sur le anal c1. Ce omportement respete l'équité135



CHAPITRE 6. IMPLÉMENTATION ET ÉTUDES DE CASentre les omposants exprimée par φc, mais on aimerait, pour avoir une progression dans leprotoole, que le réepteur lise le message 0 dans c1 plut�t qu'il érive dans c2. Nous rajoutonsdon �nalement une hypothèse d'équité pour privilégier les letures par rapport aux éritures.On dénote par Ltirable l'ensemble des on�gurations où une leture est tirable, et par Ltireel'ensemble des on�gurations où une leture vient d'être tirée. La priorité des letures sur leséritures s'érit alors de la façon suivante :
φl

def
= �♦Ltirable → �♦Ltiree.Finalement, notre hypothèse d'équité est la ombinaison de φc et φl : φeq

def
= φc ∧ φl.La propriété de progrès que l'on herhe à véri�er pour le Bit Alterné, exprime que lesquatre états de ontr�le sont visités in�niment souvent :

ϕ
def
= �♦E1R1 ∧�♦E1R2 ∧�♦E2R2 ∧�♦E2R1.En modélisant le Bit Alterné par un NPLCS, le problème que nous onsidérons est desavoir si, quelque soit l'adversaire, la formule φe → ϕ est vraie ave probabilité 1.

∀U , PrU (σ0 |= φe → ϕ) = 1.Comme il est plus aisé de raisonner pour les adversaires sous la forme existentielle, noustransformons ette question :
∀U , PrU (σ0 |= φe → ϕ) = 1 ssi ¬(

∃U , PrU (σ0 |= φe ∧ ¬ϕ) > 0
)ssi ¬(

∃U , PrU (σ0 |= φe ∧ (♦�¬E1R1 ∨ ♦�¬E1R2 ∨ ♦�¬E2R2 ∨ ♦�¬E2R1)) > 0
)
.On peut à présent distribuer la onjontion pour obtenir une disjontion de onjontions :

φe ∧ (♦�¬E1R1 ∨ ♦�¬E1R2 ∨ ♦�¬E2R2 ∨ ♦�¬E2R1)

≡ (φe ∧ ♦�¬E1R1) ∨ (φe ∧ ♦�¬E1R2) ∨ (φe ∧ ♦�¬E2R2) ∨ (φe ∧ ♦�¬E2R1) (6.1)que l'on note φ1,1 ∨ φ1,2 ∨ φ2,2 ∨ φ2,1.Maintenant, on utilise le fait qu'un adversaire U véri�e PrU (σ0 |= φ1,1∨φ1,2∨φ2,2∨φ2,1) > 0si et seulement si il existe un ouple (i, j) tel que PrU (σ0 |= φi,j) > 0. On peut argumenterque notre modélisation du protoole du Bit Alterné possède des propriétés de symétrie (lesmessages de l'émetteur orrespondent aux ausés du réepteur par exemple) pour onlureque le hoix du ouple d'indies (i, j) n'a pas d'in�uene sur la réponse. La on�gurationinitiale aurait bien une in�uene, vu que l'on �xe les états de ontr�le de départ, mais nousallons montrer que la propriété souhaitée est véri�ée quelque soit la on�guration initiale :'est-à-dire que l'ensemble de on�gurations qui onviennent est Conf. Pour es raisons ononsidère �nalement le problème suivant :
¬

(
∃U PrU (σ |= φ1,1) > 0

)soit enore
¬

(
∃U PrU

(
σ |= (φe ∧ ♦�¬E1R1)

)
> 0

)
.Cette question peut être résolue en utilisant les tehniques exposées dans le Chapitre 5.Grâe à notre outil, nous alulons l'ensemble T des on�gurations initiales σ pour lesquellesil n'existe auun adversaire U tel que PrU (σ0 |= φe ∧ ♦�¬E1R1) > 0.136



6.3. VÉRIFICATION AUTOMATIQUE DU PROTOCOLE DE PACHL:PG PD :
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Fig. 6.3 � Le protoole de ommuniation de PahlIl faut pour ela, sinder la formule selon les disjontions de as pour les propriétés d'équité,et en appliquer l'outil sur es sous-formules. On obtient alors le résultat
T = 〈E1R1, ↑ε, ↑ε〉+ 〈E1R2, ↑ε, ↑ε〉+ 〈E2R2, ↑ε, ↑ε〉+ 〈E2R1, ↑ε, ↑ε〉 = Conf.Cei montre que pour toute on�guration initiale σ0 et pour tout adversaire U on a PrU (σ0 |=

φe → ϕ) = 1.Conlusion Sous les hypothèses d'équité que nous avons faites, à savoir sur les pertes, lesomposants, et les letures, les omportement du protoole du Bit Alterné est orret, quel quesoit l'environnement. Nous avons prouvé la vivaité du protoole du bit alterné sous réservesd'hypothèse d'équité sur les pertes (ii modélisées de façon probabiliste), d'équité entre lesomposants, et telles que les letures soient favorisées.6.3 Véri�ation automatique du protoole de Pahl6.3.1 Présentation du protooleLe protoole de Pahl [Pa87℄, omme le protoole du bit alterné, manipule des ommu-niations par des anaux non �ables et nous a servi de as d'étude pour notre prototype. Ilest onstitué de deux entités identiques PG(auhe) et PD(roit) qui éhangent des données pardes anaux pouvant perdre des messages. Le protoole utilise un méanisme pour auser laréeption des messages qui est basé sur le protoole du bit alterné. La Figure 6.3 représente leprotoole de Pahl. Les ontenus préis des anaux sont abstraits dans e protoole : on utilisesimplement d0, d1 ∈ M pour représenter le bit de ontr�le du message. Les messages a0, a1 ∈ Msont les ausés orrespondants. Le protoole débute dans la on�guration (L0, R4) où PG estl'émetteur, et PD le réepteur. À tout moment (sous réserve que le dernier message envoyé aitété ausé), l'émetteur peut signaler la �n de ses envois grâe au message eod ∈ M. Les deuxentités éhangent alors leur r�le (l'émetteur devient réepteur et vie versa). Le message eodne porte pas de bit de ontr�le, ontrairement aux autres messages, et il n'est pas néessaireque sa réeption soit ausée par le réepteur.137



CHAPITRE 6. IMPLÉMENTATION ET ÉTUDES DE CASNous expliquons à présent omment e protoole est modélisé par un LCS. La Figure 6.3donne lieu à un automate ommuniant en formant le produit asynhrone des deux automates
PG et PD. En munissant et automate ommuniant d'un taux de perte λ, on obtient unLCS LPahl. LPahl possède 6 × 6 = 36 états de ontr�le et (18 + 18) × 6 = 216 règles detransitions. Pour pouvoir exprimer des événements omme �la règle de transition δ a ététirée�, qui sont intrinsèques aux onditions d'équité, notre prototype néessite l'ajout d'unevariable d'historique qui prend pour valeur la dernière transition tirée. En pratique, seulementson étiquette est néessaire, puisque les ations sont distintes entre les deux entités. Cettevariable multiplierait à nouveau le nombre d'états et de transitions par 20, mais tous lesouples (état de ontr�le,dernière ation) n'ont pas forément un sens, e qui permet de réduirele modèle �nal à 144 états de ontr�le et 948 règles de transition. Dans tous les résultats quenous donnerons ii, on n'utilise pas la dénomination de es 144 états de ontr�le, mais plut�tleur projetion sur les 36 états du produit de PG par PD.6.3.2 Véri�ation automatiquePropriétés de sûreté Dans [Pa87℄ Pahl a alulé à la main l'ensemble Post∗(Init) detoutes les on�gurations aessibles dans LPahl à partir de la on�guration initiale vide Init =
(L0, R4, ε, ε). Ce genre de alul d'aessibilité en avant peut parfois être fait automatiquementgrâe aux tehniques dérites dans [ACBJ04℄, même si la terminaison des aluls en avant n'estpas garantie en général. Dans le as partiulier du protoole de Pahl, es aluls montrentque le protoole préserve l'intégrité de la ommuniation dans le sens où les pertes ne peuventpas introduire de onfusion entre les messages de données.En omparaison ave les aluls en avant, nos algorithmes pour les régions vont dans le sensd'un alul en arrière, pour lequel la terminaison est garantie. Notre implémentation permetde aluler automatiquement l'ensemble des on�gurations pour lesquelles auune règle detransition n'est tirable (on�gurations de deadlok).

Dead
def
= Conf \ Pre(Conf) = 〈L4, R4, ε, ε〉.Heureusement, Dead n'est pas atteignable à partir de Init, qui est la on�guration initialedu protoole. On peut aluler l'ensemble des prédéesseurs de Dead : Pre∗(Dead) qui estl'ensemble des on�gurations non sûres, au sens où elles peuvent mener à une on�gurationbloquée. En intersetant ave ↑Init (la région de ontr�le ayant Init pour état de ontr�le)on obtient l'ensemble des ontenus de anaux initiaux qui sont non sûrs :

Pre∗(Dead) ⊓ ↑Init =

〈L0, R4, ↑ε, ↑a0d0〉 + 〈L0, R4, ↑eod a0, ↑a0〉 + 〈L0, R4, ↑d0eod a0, ↑ε〉.Ainsi, un bloage est possible à partir de l'état de ontr�le (L0, R4) si les anaux ont ini-tialement des ontenus inappropriés. Par exemple, soit (L0, R4, d0eod a0, ε) une on�gurationinitiale. Le hemin suivant mène à une on�guration bloquée :
(L0, R4, d0eod a0, ε)

c1?d0−−→perf (L0, R3, eod a0, ε)
c2!a0−−→perf (L0, R3, eod a0, a0)

c1!d0−−→perf (L0, R4, eod a0d0, a0)
c2?a0−−→perf (L2, R4, eod a0d0, ε)

c1?eod−−−→perf (L2, R0, a0d0, ε)

c2!d0−−→perf (L2, R0, a0d0, d0)
c1?a0−−→perf (L2, R2, d0, d0)

c1?d0−−→perf (L2, R3, ε, d0)

c2!a0−−→ (L2, R4, ε, d0)
c2?d0−−→perf (L3, R4, ε, ε)

c1!a0−−→ (L4, R4, ε, ε)138



6.3. VÉRIFICATION AUTOMATIQUE DU PROTOCOLE DE PACHLPropriétés de vivaité On peut maintenant en venir à e qui était la motivation prinipalede notre étude : prouver des propriétés de progrès même si ela exige des hypothèses d'équité.Dans ette étude de as, le problème que nous traitons est en général de aluler l'ensembledes toutes les on�gurations satisfaisant PrU (σ |= �♦A) = 1 pour tous les adversaires Uéquitables pour une ondition d'équité F .Grâe aux algorithmes de la setion 5.4, ei est lié au alul de E[�A]F . Plus préisément :
{σ | ∀UF-fair PrU (σ |= �♦A) = 1} = Conf \ {σ | ∃UF-fair PrU (σ |= �♦A) < 1}

= Conf \ {σ | ∃UF-fair PrU (σ |= ♦�A) > 0}
= Conf \ Pre∗(E[�A]F ).La dernière égalité provient du Théorème 5.74 (d) (f. page 121).Le alul de E[�A]F néessite de onsidérer tous les sous-ensembles de F e qui entraîneune explosion ombinatoire pour des ensemble F de ardinal élevé. Nous n'avons pas pourle moment développé et implémenté des heuristiques pour surmonter ette di�ulté. C'estpourquoi les exemples que nous traitons dans ette étude préliminaire, et que nous présentonsii, ont toujours des �petits� F , 'est-à-dire ayant une nombre restreint d'ensembles d'équité,haun d'entre eux pouvant avoir un grand nombre de règles de transitions. Par exemple,nous nous sommes intéressés à l'équité forte entre les proessus Fprocess = {Fleft, Fright},où Fleft est omposé de l'ensemble des règles dont le proessus gauhe est responsable (etsymétriquement pour Fleft). Nous avons également onsidéré une forme d'équité pour lesletures : Fread = {Fread} pour laquelle Fread ontient exatement les règles de transitions quisont des letures.Quant à la propriété à véri�er, nous avons onsidéré par exemple les questions du type :�une transition δ est-elle tirée in�niment souvent ?� (en utilisant la variable d'historique) ou�un proessus hange-t-il in�niment souvent d'état de ontr�le ?�, et...Puisque qu'une onjontion PrU (s |= �♦Ai) = 1 (ave quanti�ation universelle sur lesadversaires U) donne PrU (s |= ∧

i�♦Ai) = 1, on peut véri�er des formule du type ∧
i�♦Li∧∧

i�♦Ri, qui exprime le progrès dans la ommuniation entre les deux proessus.Nous avons étudié trois as partiuliers pour les hypothèses d'équité sur les adversaires.Tout d'abord, on onsidère l'hypothèse d'équité F = Fread onstituée d'un unique ensemble,elui des règles de leture, et l'ensemble A = Afterleft des on�gurations pour lesquellesune ation du proessus gauhe vient d'être tiré. Cet ensemble peut être dé�ni puisque nousmémorisons dans les états de ontr�le la dernière transition tirée.Le alul Conf\Pre∗(E[�A]F ) donne un ensemble de on�gurations qui ontient la on�gu-ration initiale Init (sans pour autant ontenir toutes les on�gurations qui ont L0R4 ommeétat global). Cela signi�e que tous les adversaires équitables pour les letures (i.e. pour les-quels presque toutes les exéutions des letures sont tirées in�niment souvent, si elles sontin�niment tirables) le omposant gauhe e�etuera une in�nité d'ations ave probabilité 1.Cependant, ette onlusion ne permet pas de erti�er que le omposant gauhe hanged'état de ontr�le in�niment souvent presque sûrement. En e�et, le NPLCS qui modélise leprotoole de Pahl possède des boules (de leture ou d'ériture) sur plusieurs états. On ra�nedon l'étude en onsidérant à présent pour A l'ensemble des on�gurations qui suivent unvéritable hangement d'état de PG. Pour exprimer et ensemble de on�gurations, on utiliseenore le fait que la dernière transition tirée est mémorisée. Il su�t alors de spéi�er lestransitions qui font hanger PG d'état de ontr�le. Érivons A = Afterleft−move. La réponse139



CHAPITRE 6. IMPLÉMENTATION ET ÉTUDES DE CASde notre outil est enore une fois l'appartenane de la on�guration initiale Init à Conf \
Pre∗(E[�A]F ), e qui signi�e que si les letures ne sont pas négligées, pour tous les adversaires,le omposant gauhe hange d'état in�niment souvent presque sûrement.En�n, nous avons fait une dernière étude ave un ensemble F qui n'est pas un singleton.Pour F = {Fread, Fright−read}, omposé d'une part des transitions de letures, et d'autre partdes letures du omposant PD, et pour l'ensemble A = Afterleft de on�gurations, on obtientà nouveau

Init ∈ Conf \ Pre∗(E[�A]F ).À partir de Init, l'ensemble des on�gurations A sera visité in�niment souvent presque sûre-ment, quel que soit l'adversaire équitable pour F .Conlusion Pour le protoole de Pahl, nous avons dans un premier temps alulé l'en-semble des on�gurations bloquées, et de leur prédéesseurs, 'est-à-dire des on�gurationsqui peuvent mener à une on�guration bloquée. Cei permet de onnaître les on�gurationsque l'on peut hoisir omme on�guration initiale, en étant sûr qu'auun bloage ne survien-dra. Cet ensemble de on�gurations était très fastidieux à aluler à la main, même si leprotoole de Pahl est relativement petit.Nous avons également mené une étude de vivaité pour le protoole de Pahl. Pour ela,nous avons onsidéré des adversaires équitables, et omme propriété de vivaité, le passagein�niment souvent dans haun des états de ontr�le des deux omposants. Cette propriétépermet d'exprimer que la ommuniation se fait entre les deux omposants, et que le système nereste pas à jamais dans le même état de ontr�le global. Pour des petits ensembles d'hypothèsesd'équité, nous avons pu prouver e bon fontionnement.
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ConlusionCe travail de reherhe avait pour but d'étudier les systèmes à anaux à pertes sous unangle probabiliste. En onlusion, nous réapitulons les résultats obtenus et donnons quelquesperspetives.Nous avons introduit et étudié deux types de modèles pour les LCS probabilistes : les LCSuniquement probabilistes (PLCS - Probabilisti Channel Systems) et les LCS à la fois nondéterministes et probabilistes (NPLCS - Nondeterministi and Probabilisti Channel Systems).Pour es deux modèles nous avons présenté des tehniques pour la véri�ation qualitative depropriétés (allant des propriétés de sûreté ou de vivaité aux propriétés générales expriméespar des formules du temps linéaire). La méthode générale pour résoudre es questions devéri�ation est de les réduire à des questions d'aessibilité plus ou moins ompliquées et plusou moins nombreuses sur le LCS sous-jaent. On donne dans haque as des aratérisationsindépendantes du taux de pertes, et qui repose uniquement sur la struture de l'automateommuniant. Pour résoudre les diverses questions d'aessibilité dans les LCS, nous avonsétablit un théorème de onvergene des points �xes dans le adre général des systèmes in�nismunis d'un bel ordre. C'est e résultat que nous appliquons dans le as des LCS, pour lavéri�ation qualitative des PLCS et de NPLCS.Regular model-heking des systèmes in�nis Pour la véri�ation de systèmes in�nis,et plus partiulièrement de systèmes munis d'un bel ordre, nous avons présenté un ritèrede onvergene en temps �ni de points �xe. Pour ela, on s'appuie sur des notions usuellesd'algèbre de régions, et en utilisant les bonnes propriétés du bel ordre on exhibe un ritère deonvergene pour les termes d'un µ-alul sur l'algèbre des régions. Une ondition su�sante estque les termes soient gardés, 'est-à-dire que les variables liées soient sous la portée d'opéra-teurs de fermeture vers le haut (resp. vers le bas) lorsque l'on onsidère un plus petit point �xe(resp, plus grand point �xe). Ce résultat général peut être appliqué à de nombreux exemplesde systèmes in�nis munis d'un bel ordre, et s'applique en partiulier aux Lossy Channel Sys-tems, pour lesquelles le bel ordre est induit par la relation de sous-mot pour les ontenus desanaux.Nous avons par ailleurs dé�ni une extension des Lossy Channel Systems, appelée �LCSétendus�. Dans e nouveau modèle, on ajoute la possibilité de munir les règles de transitionsde gardes régulières. Ces gardes permettent d'autoriser ou non une transition selon les ontenusdes anaux de la on�guration de départ. Le théorème de onvergene des termes gardés du
µ-alul peut être appliqué à des expressions dé�nies pour les LCS étendus.À la fois pour les LCS et les LCS étendus, notre théorème de onvergene permet deprouver de façon élégante la onvergene de points �xes, et don retrouver ou déouvrir laalulabilité de ertains ensembles (omme l'ensemble des prédéesseurs, des prédéesseursontraints, ou des prédéesseurs sans risque par rapport à une région).141



CONCLUSIONLCS purement probabilistes Pour les LCS purement probabilistes, nous avons proposéun nouveau modèle améliorant les préédents. Notre modèle est enore sous forme de haîne deMarkov, mais les probabilités de haque transition sont quelques peu di�érentes. Il se distinguede l'anien modèle appelé modèles à pertes globales par les probabilité attribuées aux pertesde messages. Notre modèle est plus réaliste puisque, omme e que l'on observe en pratique, ila pour onséquene que les pertes sont plus probables lorsque de nombreux messages sont entransit. D'autre part, les questions de véri�ation sur e modèle sont indépendantes du tauxde pertes. Cei est souhaitable ar bien souvent, e taux ne peut être orretement évalué etest �xé de façon arbitraire.Les tehniques de véri�ation des LCS purement probabilistes reposent sur un fait ruial :l'existene d'un attrateur �ni dans la haîne de Markov assoiée. Cela signi�e que parmi leson�gurations, on peut exhiber un ensemble �ni qui est visité in�niment souvent presque sûre-ment. Le fait que presque toutes les exéutions visiteront in�niment souvent et ensemble �ni,permet de simpli�er les questions d'aessibilité et d'aessibilité répétée, et de les rapproherdu as, bien onnu à présent, où la haîne de Markov est �nie.Pour prouver l'existene de l'attrateur �ni dans les haînes de Markov induites par lesLCS probabilistes, nous appliquons un ritère général aux haînes de Markov à espae d'étatsdénombrable. Ainsi, pour des familles entières de haînes de Markov (orientées à gauhe oupresque orientée à gauhe), on prouve l'existene d'un attrateur �ni. Ce ritère est appliablepour les LCS probabilistes, et permet de montrer que l'ensemble des on�gurations ave anauxvides est un attrateur.On traite alors la véri�ation de propriétés d'aessibilité ou d'aessibilité répétée pourles LCS purement probabilistes, omme un as partiulier de es mêmes questions pour leshaînes de Markov ave attrateur. Les onlusions de ette étude sont la déidabilité dela véri�ation qualitative de propriétés d'aessibilité et d'aessibilité répétée pour les LCSpurement probabilistes. Une approhe lassique (par produit de la haîne de Markov ave unautomate de Bühi déterministe) permet alors de généraliser es résultats de déidabilité auxformules du temps linéaire.LCS probabilistes et non déterministes Le modèle markovien des Lossy Channel Sys-tems n'était pas pleinement satisfaisant. En e�et, pour de nombreuses raisons, le non-déterminismeest essentiel dans ertains systèmes, et ne peut pas être remplaé par un omportement aléa-toire. C'est pourquoi nous avons développé un nouveau modèle pour les LCS : elui des LCSprobabilistes et non déterministes. Dans e modèle, seules les pertes de messages sont pro-babilistes, et le hoix entre les ations est non déterministe. Le formalisme mathématiquesous-jaent est alors elui des proessus de déision markoviens, appelés aussi haînes de Mar-kov onurrentes.Le modèle des proessus de déision markoviens mélange probabilités et non déterminisme,e qui permet de modéliser de façon plus �dèle les systèmes, mais d'un autre �té omplexi�eles problèmes de véri�ation. Un adversaire résout les hoix non déterministes : il peut enpartiulier modéliser un environnement que l'on ne maîtrise pas. Lorsque l'adversaire est �xé,on obtient une haîne de Markov, qui omme 'était le as pour les PLCS, possède un attrateur�ni. Les problèmes de véri�ation s'énonent ainsi : �pour tous les adversaires possibles, a-t-on
φ véri�ée presque sûrement ?�.Pour des formules du temps linéaire, et des adversaires généraux, on a montré que eproblème était indéidable. Néanmoins, on peut reouvrer la déidabilité pour une sous-lasse142



CONCLUSIONimportante des adversaires, elle des adversaires à mémoire �nie. Ii enore, pour prouver ladéidabilité d'une question, nous montrons que l'ensemble des on�gurations satisfaisantespeut être exprimé par un terme du µ-alul gardé. Si les propositions atomiques des formulessont des régions, le résultat général de onvergene des points �xes s'applique, et entraîne ladéidabilité. De ette façon on montre que pour des adversaires à mémoire �nie, la véri�ationqualitative de formules du temps linéaire pour les NPLCS est déidable. Ce résultat s'étendlorsqu'on ajoute des ontraintes d'équité sur les adversaires.La omplexité des problèmes évoqués i-dessus est non primitive réursive. Nous avonsnéanmoins implémenté les algorithmes de véri�ation en un prototype d'outil en Caml. Malgréune omplexité théorique importante, et outil nous a permis de véri�er des propriétés de bonfontionnement pour deux protooles : le protoole du Bit Alterné, et le protoole de Pahl.Pour es deux protooles, nous avons prouvé, en faisant des hypothèses d'équité (intégrées ounon à l'adversaire), une forme de progression : les deux omposants visitent in�niment souventhaun de leur états de ontr�le.Perspetives Le résultat général de onvergene des points �xes possède des appliationsplus vastes que l'étude des PLCS et NPLCS. Nous avons par exemple ommené à l'appliquerau alul des on�gurations gagnantes pour des jeux sur des Lossy Channel Systems. Au delàdes appliations à des variantes de LCS, il serait intéressant de regarder les questions traitablespour d'autres systèmes in�nis munis d'un bel ordre, omme les réseaux de Petri par exemple.Pour e qui est du modèle purement probabiliste des LCS, une progression naturelle estde onsidérer des questions qualitatives (et non plus quantitatives). Quelques travaux ont étéfaits dans e sens, mais de nombreuses questions sont enore ouvertes.De la même façon, la véri�ation quantitative pour les NPLCS est une suite naturelle denotre travail. Sur e sujet, à notre onnaissane, auun travail n'a été réalisé. Cependant, vules di�ultés renontrées pour l'étude quantitative des PLCS, le problème de la véri�ationquantitative des NPLCS est ertainement ardu. Une autre piste de reherhe est la ombinaisonde plusieurs types de données, en plus des anaux de ommuniation. On peut par exempleonsidérer un modèle pour ombinant des �les (à pertes ou non) et des ompteurs, voiredes horloges. Ces extensions permettraient une modélisation enore plus �dèle de ertainsprotooles de ommuniation asynhrones.En�n, le prototype que nous avons développé gagnerait à être amélioré. Un véritableoutil de model-heking permettrait d'une part de traiter des exemples plus onséquents, etd'autre part d'utiliser pour les ensembles de on�gurations de régions régulières plut�t que lesensembles symboliques.
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Table des notationsNous utilisons les notations suivantes tout au long de ette thèse :
M = (E,P) haîne de Markov
E ses états de ontr�le
P matrie de probabilités
STM système de transitions assoié àM
E espérane
P probabilité pour un ens. de hemins de véri�er phi
niv niveau
PDM = (E,∆) Proessus de déision markovienLCS
L = (S,C,M,∆) LCS
S = {s, s′, t, · · · } ensemble �ni d'états
A,B, · · · ⊆ S région de ontr�le
C = {c, d, c1, · · · } ensemble �ni de anaux
M = {m,m1 · · · } ensemble de messages
M∗ = {v, x, y · · · } ontenu d'un anal
M∗C = {w,v} ontenus de anaux
Conf = S ×M∗C ensemble des on�gurations
∆ = {δ} fontion de transition
σ = (s,w), τ = (t,v) on�gurations
∆(σ) transitions tirables dans σ
l fontion d'étiquetage : S → Σ et Conf → Σ
STL système de transition assoié à LPLCS
P = (S,C,M,∆, λ, w) PLCS
w fontion de poids
λ taux de perte (et aussi λD, λI , λC)
MP haîne de Markov assoiée à PNPLCS
N = (S,C,M,∆, λ) NPLCS
U , V, W adversaires 147
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